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În volum se expune, într-o formă nouă, rezistența materialelor, 
specializată pentru necesităţile inginerilor mecanici. 

În prima parte, intitulată mecanica corpurilor deformabile, se 
expun practic toate capitolele rezistenței materialelor, bazate numai 
pe cunoașterea caracteristicilor elastice ale corpului deformabil. 
Considerînd, în special, că piesa este de dimensiuni cunoscute, 
se tratează solicitările simple și compuse în bare, problemele static 
nedeterminate, solicitările dinamice; de asemenea, se face studiul 
plăcilor, vaselor cu pereţi subţiri, tuburilor și discurilor, precum și 
al solicitărilor în stadiul plastic. Expunerea primei părți se încheie 
cu descrierea metodelor experimentale pentru analiza eforturilor 
unitare şi deformaţiilor. 

În partea doua — calculul de rezistență — studiul începe cu 
cunoașterea materialelor prin încercări, după care se face calculul 
de dimensionare sau verificare, la solicitări statice, prin metoda rezis- 
tențelor admistbile şi meloda sarcinii limită. Expunerea continuă cu 
calculul la oboseală şi la îluaj. Coeficientul de siguranță este calculat 
atit prin metode analitice, cit și probabiliste, 

În ielul acesta, autorul introduce o succesiune mai logică şi 
mai ușor de intuit a noţiunilor legate de verificarea sau dimensio- 
narea pieselor de mașini. 


PREFAŢĂ 


Cum s-a arătat și în ediţiile anterioare, cartea de faţă cuprinde, în Linii 
generale, materialul predat la cursul de rezistenţa materialelor, în facultăţile 
de inginevie mecanică. Ba poaie servi și inginerilor peniru rememorarea 
noțiunilor fundamentale, san pentru vezolvarea unor probleme simple. Pentru 
calcule compleze, stau la dispoziţie mamuale inginerești, care conțin o înfor- 
maţie mult mai amplă decât ceea ce se poate preda în faculiaie.. 

Ediţia de faţă aduce um elemeni nou, prin încercarea de a structura 'ma- 
teria pe o concepție diferită decât cea ou care ne-am obișnuit de atîta vreme. 

Punctul de plecare este următorul. Să presupunem că inginerul începător 
— dar adesea şi cel experimentat — are de dimensional o piesă la o anumită 
solicitare. EL găsește în, cărți relaţia de calcul corespunzătoare modelului, ales. 
După ce a precizat materialul, îşi pune întrebarea : cît este de mare rezistenţa, 
admisibilă? Sau, dacă se face o verificare a coeficieniului de siguranţă : citi 
trebuie să fie acest coeficient? 

La această întrebare, în aparenţă simplă, răspunsul este, de mulie ori, 
greu. Rezistenţa admisibilă mu este o consiantă a. materialului, ci o mărime 
care trebuie aleasă de proiectant, așa ca să garanteze economia produsului şi, 
buna funcţionare, ținând, seama, de toate aspectele, adesea aleatoare, privind 
geometria piesei, sarcinile, condiţiile de mediu etc. 

Se desprinde de aici ideia că în calculul de vezistență se întâlnesc pe de 
o parie o serie de relaţii, destul de certe, referitoare la eforhuri unitare și de- 
formaţii, iar pe de altă parte irebuie să se a o decizie asupra rezistenţei ad- 
misibile sau a coeficientului de siguranţă. 

Motivul citat a făcut ca, pe plan. mondial, să se manifeste tendința împăr- 
zirii acestei științe în două : 

1. Prima, căreia i se dau diferite denumiri, — ca de exemplu „mecanica 
corpurilor deformabile” — avînd drept obiect stabilirea relaţiilor 
pentru calculul eforturilor unitare şi deformaţiilor. În această parte, 
foarte înrudită cu teoria elasticităţii, materialele. sînt caracterizate 
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doar priv cele trei constante elastice, E, G d 
& aslanii » E 6, v; nu se vorbește de rezis- 
tenţă de rupere, de limită de curgere, de rezistență poor deci 
Mia pate comenta dacă eforturile unitare calculate sânt admisibile 

2. A doua parie, căreia î se dă cei 

oua, parie, e dă de obicei numele de „calculul de rezis- 

tență””, introduce noțiunile de stare limită, rezistență admisibilă, 
ii coeticient de siguranță, permițând proiectarea piesei. ” 
m structural materia din această carte în fe 7 
i. « elul expus, cu sperenţa că 
în viitorul apr i rezi, d A ă această 
căile, propial cursul de rezistenţa materialelor se va, preda după această 


În acest fel, mecani ) ] i îns, 
n st fel, ca corpurilor deformabile poaie fi învățată, fără difi- 
Eu A intii p Meier firească a mecanicii pepe rigide. fără a 
“ENA Sa i 
pre î pot introduce o serie de considerente care conduc la calculul de re- 
Pentru ca trecerea la noul cone ă Ă ă i 
„- j epi să nu fie prea bruscă, s-a introdus 
alsaă, de la începul noţiunea de rezistenţă admisibilă, precizînd "mele relaţii 
e Gimensionare”, respectiv făcînd unele calcule de dimensionare. cdi: 
A Tratarea, de Jond a calculului de rezistență, în care am inclus şi cel de 
„o eteaă, se face însă în partea doua a volumului. i 
La sămeze”, s-a introdus un nou tabel de rezistente admisibi 
după titeraiura, de specialitate recentă. d Mio preia 
n prima Darie, materia a fosi vestruciurată faţă d, iță, 7] 
j ateri “ jă de ediţia precedentă, 
prin schimbarea Sucoesvumui unor capitole, prin renunțarea 4 pe capitole 
separate (bare curbe, solicitări compuse) — care au fost incluse în altele 
— Şi Brin o serie de îmbunătăţiri ale textului. 
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708 MECANICA CORPURILOR DEFORMABILE 


CAPITOLUL 1 


NOȚIUNI INTRODUCTIVE 


1. OBIECIUL ŞI PROBLEMELE REZISTENȚEI MATERIALELOR 


Obiectul rezistenţei materialelor se înțelege ușor făcînd o paralelă 
cu mecanica, teoretică a, corpului rigid. În baza ipotezelor mecanicei, bara 
din fig. 1.1 — rigidă — se află mereu în echilibru, indiferent de mărimea, 
sarcinei P. Ecuațiile de echilibra permit determinarea reacţiunilor din 
reazeme, dacă problema este statie determinată. 

Realitatea arată că nu există corpuri rigide ; ele se deformează, pe 
măsură ce forțele aplicate cresc. Grinda-din fig. 1.1 ia forma punetată, 
iar la o anumită mărime a forţei — se rupe. 

Folosind ipoteza corpului rigid, mecanica : să 
teoretică nu poate determina inărimea de- 4 

formațiilor și nu poate stabili în ce condiţii ——— == 
se va produce ruperea. IS fa e eg i ; 

Ramura, mecanicei care, introducind în y | 
calcul noţiunea de corp deformabil, poate d 
preciza dacă un corp se va rupe sau: nu sub 
acţiunea, sarcinilor aplicate, se numeşte re- 
zistenţa materialelor. Această ştiinţă, împre- 
ună cu teoria elasticităii, s-a conturat; cu peste un secol şi jumătate în urmă, ; 
de atunei, prin contribuţiile a numeroşi oameni de ştiinţă, dintre care unii 
vor fi citați în decursul expunerii, s-a dezvolta și perfecționat; mereu. 


Fi8. 1.1 


a. OBIEOUTUL REZISTENȚEI MATERIALELOE 
Acesta, poate fi definit prin cele două probleme principale : : 
— dimensionarea” pieselor'-de înașirii- sau de construcţii; așa, ca să re- 
ziste în bune 'condiţii sarcinilor date ; 


e 
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— verificarea, dacă piesele de dimensiuni date rezistă sau nu sarcinilor 

aplicate. 

Pentru prima problemă, rezistența materialelor stabileşte, în cazul 
cel mai simplu, o relaţie între trei feluri de mărimi : sarcinile (forţele aplicate 
piesei), caracteristicile geometrice ale secțiunii (de exemplu aria secțiunii 
transversale a barei) şi a treia mărime, pe care o vom numi rezistență 
admisibilă, proprie maiterialului ales. A dimensiona înseamnă a găsi carae- 
teristicile geometrice ale secţiunii, date fiind sarcinile şi alegând rezistenţa, 
admisibilă. i 

În a doua problemă, a verificării, se foloseşte aceeaşi relaţie între cele 
trei mărimi, cu observaţia că se cunosc sarcinile și secţiunea şi se calculează 
o mărime mecanică, pe care o vom numi efort uniiar sau tensiune, care 
poate avea. orice valoare, dar pe care trebuie să o comparăm cu rezistența, 
admisibilă a maierialului. i 

Aşa cum, se va vedea, din decursul expunerii, alegerea rezistenţei admi- 
sibile constituie momentul cel mai dificil al calculului de rezistență. 

Multă vreme s-a considerat; că rezistența admisibilă poate îi aleasă, 
după anumite-criterii, din tabele aflate în literatură ; după aceea, calculul 
de rezistenţă nu mai prezintă dificultăţi. 

Făcând abstracţie de rezistenţa admisibilă, calculul de verificare poate 
conduce la valori destul de exacte ale eforturilor unitare. Acest calcul, 
corect, dar incomplet pentru inginer, este o consecinţă logică a calculului 
de mecanică, după introducerea proprietății de deformabilitate. 

Fără a părăsi total noţiunea de rezistență admisibilă, dar punină 
accentul pe verificare — deci considerînd de cele mai multe ori corpul de 
dimensiuni cunoscute — s-a detaşat o ramură a rezistenţei materialelor, 
căreia, i se dă numele de mecanica corpurilor deformabile. Partea I a acestei 
cărţi, cu titlul citat, va dezvolta practic întreg cuprinsul rezistenței mase- 
rialelor. În partea II, intitulată calculul de rezistenţă se va face o analiză 
detaliată a noţiunilor de rezistență admisibilă, coeficieni de siguranță, 
stare limită, cu care, de fapt, se încheie proiectarea de rezistenţă. 


b, MODELUL DE CALOUL 


Spre a începe un calcul de rezistenţă, inginerul își alege un model al 
piesei studiate, în care simplifică, adesea, forma geometrică şi în care alege 
anumite ipoteze de rezemare şi de aplicare a sarcinilor. Cum se va vedea pe 
parcurs, alegerea modelului de calcul — care nu este totdeauna uşoară — 
axe o importanţă capitală asupra rezultatelor calculului. De aceea, ingi- 
nerul trebuie să acorde acestei probleme o importânţă majoră, incomparabilă 
cu aceea a zecimalelor. obţinute în operaţiile aritmetice. Folosirea de 
modele sau scheme de calcul permite rezolvarea 2 numeroase piese similare. 
Prin aceasta, rezistența, materialelor are o largă generalitate. 

forma, schematizată pentru calcul, corpurile studiate de rezistenţa 
materialelor se împart în trei grupe mari: 

7) Corpuri la care una din dimensiuni este predominantă faţă de celelalte 
două (corpuri cu fibră medie). La aceste piese, care poartă denumirea 
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venerală de bare, elemenţele geometrice caracteristice sint; : apa longitu- 
dinală şi secțiunea plană, normală pe ara longitudinală. După forma, recti- 
Jinie sau curbilinie a axei, există bare drepte şi bare curbe. Secţiunea transver- 
sală a barei, de anumită formă şi dimensiuni, determină, alături de carac- , 
teristicile mecanice ale materialului, capacitatea de rezistență a barei. 

Studiul barelor drepte este mult mai simplu decît al celorlalte forme 
de corpuri. EI formează fundameniul rezistenţei materialelor şi pe dezvol- 
tarea, lui se bazează cea mai mare parte a cursului de rezistența maiteria- 
lelor. După destinaţie şi după modul de solicitare a lor, barele poartă dife- 
zite denumiri : tiranţi, solicitajţi la întindere ; stîlpi, solicitaţi la compre- 
siune ; grinzi, solicitate la încovoiere ; arbori, solicitaţi la răsucire ; fire, 
care rezistă la întindere, nu însă la încovoiere ete. 

2) Corpuri care au două dimensiuni mari, în comparaţie cu a treia. 
Aceste corpuri, cu nume general de plăci, sînt caracterizate, din punct de 
vedere. geometric, prin forma și dimensiunile suprafeței mediane şi prin 
grosimea măsurată perpendicular pe suprafaţa mediană. După formă şi 
destinaţie, se poate vorbi despre plăci plane, învelitori (curbe), vase, tuburi, 
membrane ete. 

3) Corpuri masive, avînd cele trei dimensiuni aproximativ de acelaşi 
ordin de mărime. Exemple : bile şi role de rulmenţi, tuburi cu pereţi groși, 
discuri de turbomaşini, blocuri de fundaţii ete. 

Studiul rezistenţei materialelor este mult mai simplu pentru bare decit; 
pentru plăci şi corpuri masive. De aceea, se studiază în amănunt barele, 
sub diferite aspecte, în timp ce pentru plăci și corpuri masive se dau numai 
unele indicaţii de bază, spre a face posibilă înţelegerea literaturii de spe- 
cialitaite. ; 


€. CONSIDERENTE ECONOMICE 


În calculul de rezistenţă trebuie să se aibă în vedere întotdeauna un 
principiu fundamental : piesa proiectată trebuie să asigure, din punctul 
de'vedere al rezistenţei, buna funcţionare a ansamblului în care este montată. 
De aceea, dimensiunile ei trebuie astfel calculate încît să nu existe pericol 
de rupere. În afară de aceasta, inginerul trebuie să realizeze piesa, proiec- 
tată în condiţiile cele mai economice, atit ca material cît şi ca prelucrare. 
Din acest; punct de vedere, rezistenţa materialelor este o ştiinţă cu pro- 
nunţast caracter economic ; întotdeauna, la proiectare, se va căuta soluţia, 
cea mai economică. 


d. PUNOTELE DE APLICAȚIE ALE FORȚELOR 


Se ştie că, în mecanica teoretică, forţele aplicate unui corp rigid sînt 
vectori lunecători. Această proprietate nu mai poate fi acceptată în rezis- 
tenţa materialelor. Afirmația se poate demonstra cu ajutorul exemplului 
din figura, 1.2. Un corp oarecare este supus acţiunii forțelor f, egale și de 
sens contrar, aplicate pe acelaşi suport, în punctele A și B. Sub efectul 
acestor forţe, corpul se deformează, punctele A. şi B depărtindu-se unul de 
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altul. Dacă forţele se deplasează pe suportul lor, aplicindu-se în punctul 
comun C, ele se echilibrează fără a maf-fi aplicate corpului, deformația nu 
mai există, iar fenomenul fizic iniţial a fost complet schimbat. Rezultă de 


îs 


Fi5. 1.2 


aici că în rezistenţa materialelor forjele sînt vectori legaţi, avind punctele de 
aplicaţie bine definite. 


e.PROPRIETĂȚILE HATERIALELOR 


Orice material studiat în rezistenţa materialelor este deformabil. 
Dacă, după înlăturarea sarcinilor, corpul deformabil revine Ja forma, şi 
dimensiunile iniţiale, el este elastic. Blasticitatea este proprietatea, funda- 
mentală, pe care se clădește rezistenţa materialelor şi teoria elasticităţii. 
Cind corpul deformat rămîne, după descărcare, cu deformaţii permanente, 
el este plastic. Ă 


2. FORȚE EXTERIOARE ŞI FORȚE INTERIOARE. SOLICITĂRI SIMPLE 
ŞI SOLICITĂRI COMPUSE 


Orice piesă de maşină sau construcţie, destinată unui anumit scop, 
este supusă acțiunii unor forţe sau cupluri. 

Majoritatea. acestior forţe se aplică pe anumite porțiuni din suprafața 
exterioară a corpului şi poartă numele de forțe de contur sau forțe de supra- 
faţă. Dintre forţele de contur, cele aplicate în reazeme, măsurînd legătura 
cu corpurile învecinate, poartă numele de -reaețiuni sau forțe de legătură. 
Celelalte forţe de contur, rezultînd din contactul corpului cu cele vecine, 
respectiv din scopul piesei în ansamblul în care se află, poartă denumirea 
generală de sarcini. Forţele de contur -poartă numele de forțe exterioare. 
Tot în categoria forțelor exterioare se consideră şi cele distribuite în în- 
treaga masă a materialului : greutatea, forţele de inerție, forţele eleotro- 
magnetice etc. i 
i În studiul rezistenţei materialelor, prezintă un interes deosebit forțele 
interioare, care arată acţiunea unei părţi a corpului asupra celeilalte şi 
“invers. Ele pot fi puse în evidenţă, în schema d6 calcul, numai prin sepa- 
rarea, celor două părţi ale corpului, aşa cum se face, de exemplu, la; sistemul 
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de bare articulate din fig. 1.3: forţele X, F din figura 1.3, b asigură echii- 
Jibrul în urma separării, dar ele dispar cînd separarea nu există, ca în. 
i 1.3, a. j Ş Se 
în rezistenţa, materialelor, forţele interioare arată legătura care există 
între particulele din, interiorul unui Corp, nu în punetele de legare & două 
corpuri, cum era a, exemplul din figura 1.3. Ele se poi pune înevidenţă 


a & 


Fig. 1.3 


prin metoda secţiunilor : se presupune că se secţionează un corp printr-un 
plan, sepaxîndu-l în două bucăţi, iapt care ar duce la, pierderea echilibrului ; 
pentru a. restabili echilibrul fiecăreia dintre părţi, în planul secţiunii se 
introduc forţe interioare, care, privite la, cele două porţiuni, sint egale şi de 
sensuri contrare. Ca exemplu, se consideră bara din figura 1.4, a. avînd 
secţiunea, de formă oarecare şi supusă acţiunii forțelor F', Fa, ... care 
își fae echilibru. Dacă se seoționează bara prinir-un, plan normal pe axa lon- 
gitudinală, ea, se separă în două bucăţi, ca în figurile 1.4, d şi 1.4, 0. Cît 
timp nu se introduce nici o altă îorţă în afara celor iniţiale, fa, -- 1 Es 
evident; că cele donă porţiuni de bară nu mai stau în echilibru. Dacă se 
consideră partea din dreapta (fig. 1.4, 0), pentru restabilirea echilibrului 
este necesar să se introducă, în planul secţiunii, o forță E şi un cuplu A, 
care să reprezinte un sistem de forțe echivalent cu forţele F, şi F2, care 
au fost înlăturate. Mărimile £ şi JM poartă numele de forje înierioare sau 
forțe în seoțiune sau eforturi. Se vede că eforturile se determină ușor prin 
relații din mecanica teoretică, calculînd sistemul E, M echivalent; cu forţele 
exterioare aplicate părţii din corp care a îost; îndepărtată, Dacă se consideră 
cealaltă parte a corpului, situată în stinga planului secţiunii, figura 1.4, b, 
asupra, ei trebuie să se aplice, în secţiune, eforturile fe, Ei j egale şi de sens 
contrar cu cele aplicate părţii din dreapta. Aceste eforturi sint; echivalente 
sistemului de porto Es Fa Es, care au fost îndepărtate în urma secţionării. 
Cum forţele F,, PF» pe de o parte, şi Fi; Fa, F., pede altă parte, formează, 
la, un loc, un sistem în echilibru, este evident că eforturile &, M de pe 
o faţă a, secţiunii trebuie să fie egale şi de sens contrar cu cele de-pe faţa 
opusă. Refăcând continuitatea corpului, adică anulind secţionarea, efortu- 
rile E, A dispar şi corpul rămîne supus numai forţelor E, ...> Es. A 
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Dacă se consideră partea din corp arătată în figura 1.4, e, asupra ei 
acţionează R, M, F-, F,, F., care îşi îae echilibru. Prin urmare, eforturile 
BR, M se pot calcula şi din condiţiile de echilibru ale părţii de corp asupra 
căreia, ele se aplică. În tot studiul menționa, eforturile E, JÎ se consideră 
aplicate în centrul de greutate al secţiunii barei. 


2 


î 


Fi. 1.4 


În rezumat deci, rezultă că : 

— eforturile E, A se introduc în centrul de greutate al secţiunii și 
sînt analoge oricăror forţe exterioare aplicate corpului, adică li se pot apliea 
ecuaţiile de echivalență și de echilibru din mecanică ; 

— eforturile E, M constituie un sistem echivalent cu torsorul de 
reducere în'0 a forţelor exterioare aplicate părţii de corp care a, fost; înlă- 
turată sau un sistem egal și direct opus cu torsorul forţelor aplicate părții 
de corp care se studiază. 

În cazul cel mai general, eforturile £ şi 7 au direcţii oarecare în spa- 
țiu. Ele pot fi descompuse în componente pe normala, la planul secţiunii 
(deci pe axa barei) și componente conţinute în planul secţiunii, cum se 
arată în figura 1.5 : si 

a) Rezultanta, E are o componentă pe normală, numită forță normală 
N sau forță azială (fiind aplicată pe axa barei), şi o componentă 7, forță 
tăietoare, conținută în planul secţiunii. 

b) Cuplul se descompune în momentul de răsucire M, al cărui vector 
este dirijat pe axă, şi momentul încovoietor M,, avînd vectorul conţinut; în 
planul secţiunii. i 

Mărimile N, £, M,, M, poartă, de asemenea, denumirea de eforturi. 
Fiecare dintre aceste eforturi, luat separat, produce asupra barei o solicitare 
simplă, și anume : 
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— Forţa, axială N, „ cînd are sensul din figura 1.5, produce solicitarea. 


de întindere ; dacă are sens contrar, tinzînd a scurta bara, ea dă loc solici- 
ţării de compresiune. 

— Forţa tăietoare 7 produce solicitarea de tăiere sau forfecare. 

— Momentul de răsucire M, produce solicitarea de răsucire. 

— Momentul încovoietor M, produce solicitarea de încovoiere. 


Întrucît; mărimile 7 şi M, pot avea, direcţii oarecare în planul secțiunii, 
se alege un sistem de axe de coordonate ca în fig. 1.5 — axa & în lungul. 
barei, axa y — verticală în secţiune, axa 2 — orizontală în secţiune şi se 
descompun eforturile în componente pe axe : N și M, pe axa Oz, T, şi M, 
pe axa Oz, 1, şi M, pe axa Oy. Pe cele două schiţe din fig. 1.5, s-au repre- 
zentat momentele îie prin săgeți rotitoare, fie prin vectori. 

Este de la, sine înţeles că aplicarea concentrată a, eforturilor N, T, 
M, M, în centrul de greutaite al secţiunii este numai un mod convenţional, 
simplu, de a, reprezenta, fenomenul fizic, complex, al interacțiunii dintre 
cele două părţi ale secţiunii. În realitate, forţele interioare se exercită pe 
toate elementele de suprafaţă ale secţiunii, fiind distribuite în mod con- 
tinuu. Ca urmare, eforturile N, 7, M,, M, sînt de fapt rezultantele eforturilor 
distribuite din secţiune. Problema esenţială a, rezistenţei materialelor este 
de a găsi legea de distribuţie a eforturilor pe secţiune şi a determina va- 
loarea acestor eforturi distribuite, atunci cînd se cunose eforturile concen- 
trate W, £, M,, M, determinate pe baza legilor mecanicii teoretice. 

Eforturile N, 7, M,, M, variază, de obicei, de la, o secţiune la alta 
a barei. În cap. 4se va examina, modul de construire a diagramelor de varia- 
ţie a eforturilor în lungul barelor. 


3. EFORTURI UNITARE 


îsi A 
Se consideră (fig. 1.6) un element dA din suprafaţa secțiunii unei 


are în care s-au determinat eforturile R, M. Dacă elementul este sufi- 
cient de mic, efortul poate fi considerat uniform distribuit pe suprafaţa 
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lui, iar rezultanta, dF poate fi aplicată în centrul de greutate al elementului. 
Mărimea, efortului distribuit, aplicat pe unitatea de suprafaţă din aria 
secţiunii 

af 


GA L 
se numeşte efort unitar. El este una din mărimile fundamentale ale studiului 
rezistenţei materialelor. Această mărime poartă în literatura tehnică și 
denumirea uzuală de tensiune. În expunerea ce urmează se va, folosi ter- 
menul „efort unitar”. Efortul unitar p are aceeași direcţie cu forţa: ele- 
mentară dF. Mărimea, sa este determinată atit de mărimea forţei AF cit 
și de orientarea pe care suprafaţa dA o are faţă de direcţia forţei. În con- 
secință, efortul unitar Ș este o mărime mai complicată decît; o forţă, căreia 
i se dă numele de mărime tensorială. Avînd o direcţie oarecare, efortul 
unitar Ș poate fi descompus în o componentă pe direcţia normalei la, sec- 
ţiune — efortul unitar normal, notat; cu o — şi o componentă conținută în 
planul secțiunii — efortul unitar tangenţial, =, fig. 1.6, a. 

Efortul unitar o reprezintă — după 'sensul pe care-l are — un efect 
de întindere sam de compresiune, exercitat de către partea de corp înlătu- 
rată asupra, celei rămase. Analog, + reprezintă un efect; de tăiere, forfecare 
san lunecare. i 

Operaţiile care se fac cu vectorii (adunare, proiecţii ete.) nu pot fi 
aplicate eforturilor unitare decât după ce acestea au fost înmulţite cu ariile 
respective, adică au fost transformate în forţe. 

În baza figurii 1.6, a, între mărimile componentelor efortului unitar 
există relaţia, : i 


5 = (1.1) 


p? = o2 + 2, (1.2) 


_ Întrucât + are o direcţie neprecizată în secţiune, dacă se raportează 
bara la axele z, y, 2, se obţin componentele : o — pe axa £, 7yz — pe axa y, 
Taz — pe axa 2. 


F-g. 1.8 

În sistemul SI, unitatea de măsură pentru forţe este newtonul (N), 
iar pentru suprafeţe metrul pătrat (m2). Ca, urmare, unitatea de măsură 
pentru eiorţurile unitare este N/m?. În vechiul sistem. de unităţi (M Kf 3) 


R 18 sa 


j 
Ea 
i: 
& 


eforturile unitare se măsurau curent în kgf/en?. 'Pinînd seama că 1 kgi = 
= 9,81 N, rezultă relaţia de transformare 1 kgt/em? = 9,81 : 104 Nm? = 

2 105 N/m2. Această schimbare a unităţii de măsură și îndeosebi a ordi- 
nului de mărime a mărimilor curent întâlnite produce greutăţi, atât din" 
punctul de vedere al obișnuinţei inginerilor, cit şi din cel al consultării 
literaturii tehnice. Din acest motiv, așa cum s-a făcut și la reeditarea unor 
standarde, în lucrarea de faţă se vor măsura de obicei forțele în daN, iar 
suprafeţele în em?, deci unitatea de măsură uzuală pentru eforturile uni- 
tare va fi daN/em?. În anumite cazuri se va folosi daN/mm?, sau altă uni- 
ţaite de măsură. În acest fel, relaţia de transformare între unităţile de măsură 
ale sistemului M Kî S și ale sistemului internaţional va fi: 1 kgt/om? = 

= 0,981 daN/em?. 

Întrucît în majoritatea, calculelor de rezistență, în determibarea carac-" 
teristicilor mecanice ! și în alegerea rezistențelor admisibile, erori de ordinul 
2% sînt cu totul acceptabile, se va putea folosi relația, de transformare 
1 kgt a 1 daN, respectiv 1 kgt/em? = 1 daN/em?. Pentru alte mărimi 
care intervin în calculele de rezistență, se vor folosi unităţile de măsură : 
momente — daN - em, volume — cm5, momente statice ale ariilor — em?, 
momente de inerție ale ariilor — emt, mase specifice kg/em? ete. 


4. DEFORMAȚII ŞI DEPLASĂRI 


Rezistenţa materialelor studiază corpurile ţinînd seama că 'ele se de- 
formează sub efectul sarcinilor sau al unor factori cu efect analog (variaţii 
de temperatură etc.). Deformaţiile depind de forma și de dimensiunile 
corpului, de niărimea și de modul de aplicare a sarcinilor, precum şi de 
anumite caracteristici mecanice ale materialului. Cit timp eforturile unitare 


- produse în material sînt. inferioare unei anumite limite — numită VWmită 


de elasticitate —, deformaţiile sînt mici şi elastice, adică dispar o dată cu 
cauza care le-a produs. . 

în studiul corpurilor deformabile se definesc o serie de mărimi care 
caracterizează starea lor de deformaţie, şi anume : 


a. VUNGIREA SPECIFICĂ SAU DEFORMAȚIA SPEOXFICĂ 


Se consideră (fig. 1.7) o bază solicitată la întindere sub acţiunea forţei 
exterioare F. Sub efectul forţei de întindere, bara suferă o deformajie 
elastică, numită lungire, ya d i 

A = —l (1.3.) 
măsurată prin diferenţa, dintre lungimea barei după aplicarea sarcinii 
l» Şi lungimea iniţială, anterioară aplicării sarcinii, lg. : 


1 Aceste mărimi se vor. defini în cele ce urmează 
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Unitatea de lungime a barei (1 cm) crește, sub efectul solicitării la, 
întindere, cu cantitatea 


A hale 
le lo 


e = 


(4) 


/+£ 


Z=+4l 


Fig. 1.7 


care poarţă numele de lungire specifică, sam alumgire, sau deformaţie speci- 

fot. „Dacă lungirea specifică este cunoscută, se poate determina lungirea 
arei , 

„ (4.5) 


În cazul solicitării la compresiune, mărimile Al, e se numesc scurtare 
— respectiv scurtare specifică ; formulele (1.3) — (1.5) rămin aceleaşi 
schimbînd numai de semn. Lungirile specifice sînt mărimi adimensionale. 


AN = sh. 


b. LUNBOAREA SPECIFICĂ 


Se consideră elementul de volum paralelipipedice A BODA.B,0.D, 
din figura 1.8. Pe cele patru feţe perpendiculare pe planul desenului, de 


dt 


lăţime egală cu unitatea, acţionează eforturile 
unitare +, egale, avînd sensurile de pe desen. 
' Dacă se consideră faţa ABA.B, ca imobilă, din 
cauza eforturilor unitare 7, faţa 0DC,D, lunecă, 
paralel cu ea însăşi, ajungind în poziţia 
0'D'0:D!. Lunecarea -poate fi măsurată prin un- 
ghiul %, dintre feţele A.4,00, şi 44.0'0;. Acest 
unghi, care măsoară variaţia unghiului de 907, ca 
în figura 1.8, poartă numele de lunecare specifică 
sau deformaţie unghiulară specifică. Lunecarea, 
specifică este pozitivă cînd are loe o micşorare 
a unghiului x/2 și negativă în caz contrar. 
Lunecarea specifică se “măsoară în radiani, fiind tot o mărime adimen- 
sională. - 
Laumngirea, specifică și lunecarea specifică sînt elemente de bază în 
studiul deformajiilor, după cum efortul unitar normâl și cel tangenţial 
sînt elemente de bază în studiul eforturilor unitare. 


Fig. 1.8 
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€. DEPLASĂRI 


În decursul procesului de deformaţie — elastică sau neelastică — a, 
unui corp; majoritatea punctelor sale îşi schimbă poziţia. Drumul parcurs 
de un punct al corpului îm decursul deformării poariă numele de deplasare. 

Dacă se consideră grinda 
cu zăbrele din figura 1.9, în ur- 
ma deformaţiei, nodurile se de- 

Jasează iar barele iau poziţiile 
reprezentate prin liniile între- 
rupte. Se observă că, din punct 
de vedere al configurației geo- 
metrice, grinda cu zăbrele s-a 
deformat, triunghiurile dreptun- 
ghice moditicîndu-și unghiurile 
fi lungimile laturilor. 'Ţinînd 
seama că barele sînt solicitate 
numai la întindere sau la com- 
presiune, deformaţiile lor sînt 
numai lungiri sau scurtări. Dacă 
aceste deformaţii sînt; cunoscu- 
e, noua configurație a grinzii, 
ca şi deplasările nodurilor (de 
exemplu, deplasarea MM") pot 
fi calculate prin considerente 
de ordin geometric. 

La exemplul din figura 1.10, bara în consolă Oab se deformează sub 
efectul forței F, luînd poziţia Oa'b'. Porțiunea Oa se deformează, în timp 
ce porţiunea ab rămine rectilinie, nedeformată. Punctul e se deplasează 
în a', punctul b în b', în timp ce punctul O, din reazemul încastrat, nu 
se deplasează. 


Fig. 1.10 


5. RELAȚIA ÎNTRE EFORTURI UNITARE ŞI DEFORMAȚII. CURBA CARACTERISTICĂ 
LEGEA LUI HOOKE 


Între cele două grupe de mărimi fundamentale ale rezistenţei maseriale- 
lor — eforturile unitare şi deformaţiile specifice — există relaţii care se 
determină pe cale experimentală. i i 


a. ÎNCERCAREA LA TRACȚIUNE A METALELOR 


Pentru stabilirea, relajiei fizice între eforturile unitare și deformaţiile 
specifice se recurge la experienţă. Încercarea de bază pentru metale este 
încercarea, la tracţiune, pentru care se dau o serie de amănunte în cele ce 
urmează. 

Se confecţionează, din materialul care urmează a îi încereat — de 
exemplu un oțel — orepruvetă, conform STAS 200—15, avînd forma, și 
dimensiunile din fig. 1.11. i 
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Dimensiunile principale sînt : diametrul iniţial, de şi lungimea inițială 
îndre repere, Lo. Alte dimensiuni sînt : lungimea, calibrată L., lungimea, h 
şi diametrul D ale capetelor de prindere, lungimea totală L,. Fie d, = 20 mm. 
Epruveta va avea D = 24 mm, h = 60 mm; dacă este epruvetă normală : 
Le = 5 dp = 100mm, Le = 140 mm; pentru epruveta lungă: Leo 
= 200 mm, Le = 240 mm. : 


pe 


gimea L, pe care se vor măsura deformaţiile. . 

Se montează epruveta, la o maşină de încercat la întindere, a cărei 
schemă de principiu este arătată în figura 1.12. De la o pompă hidraulică, 
uleiul sub presiune intră în cilindrul O al mașinii și apasă asupra pistonu- 
lui P. 'Tija pistonului, legată cu falca F, produce torţa de întindere în 
epruveta, E. Mărimea forței de întindere este arătată de manometrul MW, 
gradat; direct în newton. 

Detormajiile epruvetei, care sînt foarte mici (de ordinul miimilor sau 
sutimilor de milimetru), se măsoară cu ajutorul unui aparat, numit 
extensomelru, fixat pe epravetă, în dreptul celor 
două repere. Principial, extensometrul — care 
va, îi studiat; ulterior — este un aparat care am- 
plitică foarte mult deformaţiile, pe cale meca- 
nică, optică sau electrică,spre a le face percep- 
tibile. 

La începutul experienţei, lungimea înţre 
repere este LL, iar forţa de întindere nulă. În- 
cercarea constă în aplicarea unei forțe de întin- 
dere care crește lent, pînă se produce ruperea 
epruvetei. În decursul încercării se măsoară, în 
mod intermitent, mărimea, forţei de întindere 
P şi distanţa dinţre repere Z, oprind din cînd 
în cînd maşina. În locul acestui procedeu se 
poate folosi un aparat înregistrator, care ridică 
graficul relației dintre forţa de întindere F şi lungirea epruvetei, 


„Ce 


M 


Fi8. 1.12 


AL = IL — Lo 


dată, în orice moment, de diferenţa dintre distanţa reperelor L şi distanţa 
inițială Lo. . “ Sa a 
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Reperele sînt două puncte, marcate fin pe epruvetă, delimitind lun- | 


b. CURBA-CARACTERISTICĂ 


Pentiru epruveta de oţel încercată, relaţia între forţa de întindere P 
şi lungirea, Al poate avea forma din fig. 1.13, pe care s-au notat : forța supe- 
pioară la curgere Eur, forța inferioară la curgere Fur, forta mazimă Par Și 
forța de tracțiune în momentul ruperii, Fu. Reprezentarea grafică din fig. 1.13 


Fi. 


Fig. 1.13 
se numeşte diagrama încercării la tracțiune. Pe porţiunea OB, diagrama, 
este linie dreaptă. Ducind din P o paralelă la OA, se obține, pe axa absci- 
selor lungirea la rupere a epruvetei. 

Valorile numerice înscrise pe diagramă: variază, la acelaşi material, 
în primul rînd cu dimensiunile epruvetei, precum şi cu alţi factori, care 
vor fi descriși ulterior. 

Se poate obţine însă o altă reprezentare grafică, independentă, de 
dimensiunile epruvetei, deci care poate caracteriza materialul încercat, 
dacă se măsoară pe abscisă lungirile specifice, iar pe ordonată eforturile 
unitare 


AL 
Lo 


P 


sa 1.6 
47 (1.6) 


ș 0 


unde Ag este aria iniţială a secţiunii transversale a epruvetei. Această 
reprezentare s6 numeşte curba caracteristică a materialului. 

în scopul alinierii la, standardizarea internaţională, în ediţia din 197 5, 
STAS 200 a introdus notaţiile : R — pentru eforturi unitare, A. — pentru 
lungiri specifice. Întrucit aceste notații nu au intrat pînă acum în teoria 
și calculul de rezistenţă — ci numai în tehnica încercării materialelor — ele 
nu vor fi folosite în cele ce urmează, ci se vor menţine cele din relaţiile 
(1.6). Se va reveni asupra noilor notații într-un capitol rezervat încercărilor 
de materiale, în partea II a cărţii. Ă 
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Pe curba caracteristică din fig. 1.14, se pot defini o serie de puncte, 
cărora le corespund o serie de mărimi importante : . 

1) Ordonata punctului A, pînă unde curba caracteristică este linie 
dreaptă, se numește limita de proporționalitate a materialului 9». Porțiunea 
OA este zona de proporţionalitate a curbei caracteristice. 


Fi8. 1.14 


2) Ordonata punctului B, pînă unde. materialul este pertect elastice, 
adică după descărcare îşi reia lungimea, Lp, se numește limita de elasticitate, 
s,. Practica, arajţă că nici un material nu este perfect elastice şi că sub orice 
sarcină, cât de mică, el primeşte anumite deformaţii permanente. 

3) Limita de curgere (aparentă), c,, este valoarea efortului unitar la 
care alungirea epruvetei creşte pentru prima, dată, cînd sarcina, se menţine 
constantă, După atingerea linitei de curgere, curba caracteristică are un 
traseu orizontal sau sinuos, OC”, numit palier de curgere. La unele mate- 
ziale, palierul de curgere nu există, ceea ce face ca limiţa de curgere apa- 
rentă o, să nu poată fi stabilită (fig. 1.15). În asemenea, cazuri, se defineşte 
limita de curgere convenţională, Go, ca valoarea efortului unitar căruia 
îi corespunde, după descărcarea epruvetei, o Jungire specifică permanentă 
de 0,2%, (segmentul OD). Se constată experimenial că în, cursul descăr- 
cării relaţia dintre o şi e este o linie dreaptă, paralelă eu porțiunea iniţială 
a curbei carăcieristice. | 

4) După depăşirea, palierului de curgere, curba caracteristică are din 
nou un traseu ascendent, CD, numit zonă de întărire. Valoarea maximală 
a efortului unitar 


= 0, = Ra (1.7) 


poariă numele de rezistenţă la rupere a materialului, simbolul său fiind 
o, sau Ra. Rezistenţa la rupere este ordonata punctului D din figura 1.14. 
5) Cind sarcina se apropie de valoarea Fuga: într-un loc al epruvetei 
apare o gftuire, ca în figura 1.16, care se dezvoltă din ce în ce mai mult, 
pină cînd se produce ruperea. După apariția gîtuirii, 
îorța aplicată epruvetei se micşorează, ceea ce duce 94 
la traseul descendent al curbei DP din fig. 1.13 şi 1.14, 
Dacă după rupere se aşază cap la cap cele două 
bucăţi ale epruvetei și se măsoară distanța ultimă 
dintre repere L,, se poate determina alungirea sau 
lumgirea specifică la rupere, 
e = a A 08 (1.8) 
lo Do 


În practică alungirea la rupere se dă în pro- 
cente, fiind notată prin simbolul 3 sau A, însoţit de 
indicele 5 sau 10 
e — n x 100% (1.9) 

d 


În = Aa => 


Indicele m se ia egal cu 10 la epruveta lungă, Fie. 1.15 


careJare fe = 10, zespectiv egal cu 5 la cea normală pentru care 
0 i 
Ze —ş, 
do 
Măsurînd diametrul la un moment; oarecare, se calculează aria A, 
iar cu ajutorul ei se determină gftuirea specifică 


_ AA 


l 
N VA 


(1.10) 
Pentru epruveta ruptă, gîtuirea la rupere se notează 
Ao — 4 


0 


Z = 


-100 [%] (1.12) 


unde A, este aria secţiunii de rupere. 

Mărimile definite mai înainte — limită de 
curgere, rezistenţă la rupere, alungire la ru- 
pere, gîtuire la rupere — poartă numele de caracieristici mecanice ale 
materialului. Cunoaşterea lor este extrem de importantă pentru calculul 
de rezistență şi pentru folosirea corectă a materialului. 


FiS. 1.16 
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e. LEGEA LUI HOOKE 


Ecuația porțiunii rectilinii OA a curbei caracteristice din figura 1.14 
se poate serie sub forma 


o = Hs, 


(1.12) 


care arată că pînă lu limila de proporționalitate lungirile specifice sânt 


proporționale cu eforturile unitare. Această enunţare, numită legea lui. 


Hooke, este legea fundamentală a, teoriei elasticităţii. Întrucît « este o 
mărime adimensională rezultă că constanta B, numită modul de elasti- 
citate, are aceeași ecuaţie de dimensiuni ca şi efortul unitar. În unele 
lucrări, modulul de elasticitate este numit modulul lui Young. , 

Citeva, valori ale modulului de elasticitate — ca și ale constantelor 
elastice G şi v, care vor fi definite mai departe — sînt date în tabelul 1.1. 

De reţinut că oţelurile, indiferent de calitatea lor, au, în medie, 
modulul de elasticitate BP — 2,1-106 daN/em?; lemnele au, în lungul 
fibrelor, module de elasticitate ce variază în limite mai largi, în jurul 
valorii ZF = 10% daN /em?. 


Valorile constantelor E, 6 și v pentru unele materiale 


Tabelul 1.1 


i Modulul de elasticitate Modulul ici ri 
pene mec | (ete) comuni origie, | Otee aceata 
Oţel-carbon (2,0 —2,1)-10€ 8,1+105 0,24—0,28 
Oţel-aliat 2,1-106 8,1:105 0,25—0,30 
Oțel turnat 175-108 — — 
Fontă cenușie și i 

albă (1,15—1,60):10% 4,5:105 0,23—0,27 
Aramă laminată a 

la rece (1,1—1,3)*10€ 4,9: 105 - 
Bronz fosforos 1,15 -106 42.105 0,32-—0,35 
Alamă laminată la 

rece (0,91 —0,99).108 (8,5-—3,7)-10 0,32—0,42 
Aliaje de aluminiu (0,67—0,71):10% (2,4—2,7)-105 0,32—0,36 
Duraluminiu (0,70—0,75)-10% (2,6—2,7)-105 — 
Beton cu rezistența 
100--200 daN/em? (0,15—0,23):10% — 0,16—0,18 
Lemn, în lungul fi- : Ş 

. brelor (0,09—0,12):10% (0,045 .—0,065)-105 - 

Lemn, perpendicu- 

lar pe fibre (0,004—0,01):10€ (0,045 —0,065).10% ai 


Numai două grupe de materiale — oţelurile şi lemnele — au un tra- 


seu rectiliniu al curbei caracteristice, deci ascultă de 


în sensul definiţiei date. Restul materialelor au caracteristici curbilinii, 
de obicei cu un traseu continuu pînă în momentul ruperii. Şi la aceste 
materiale, aşa cum se va vedea în decursul expunerii, este util să se folo- 


2 = = 


egea lui Hooke, . 


ia 


sească legea lui Hooke, deci să se admită un modul de elasticitate. În 
asemenea cazuri, conform fig. 1.17, se poate defini : i 

a) un modul de elasticitate în origină, . 
£, dat de panta tangentei Oi ; G 

D) cînd se cunoaşte punctul M, [adică 
mărimea, efortului unitar (la care va lucra 
piesa, se defineşte 

— modulul tangent 2 


E, — dohăc (1.13) 


dat de panta tangentei Mt; 
— modulul şecant 


Bp?= MOJ00 
dat de panta secantei OMs. 


(1.14) ga 


of 
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d, DIFERITE FORME DE CURBE CARACTERISTICE 


Dacă materialul încercat este OL 37, caracteristicile mecanice care 
se obțin (după STAS 500—68) trebuie să se încadreze între următoarele 
limite : o, == 37—45 daN/mm?, o. = 21—24 daN/mm?, 85 = 26—25%' 
Pentru limitele de elasticitate şi proporţionalitaite, se poate lua o, 2 op 
a 20 daN/mm?. Pentru o serie de alte materiale standardizate, caracte- 
risticile mecanice au fost date în tabelul 1 (de la finele volumului). 


a. Curba caracteristică reală şi concenţională 


Este de notat că curba caracteristică din figura 1.14 este convențională 
întrucât la determinarea, efortului unitar o se împarte forța de întindere 
variabilă F cu aria inițială Aga secţiunii, 
ca, şi eum aceasta ar rămîne constantă. 
Din acest motiv, curba caracteristică, are 
traseul nefirese DP din figura 1.14, care 
arată că, ruperea ar avea loc: în P, la un 
etort unitar mai mic decîi cel corespunzător 
punctului D. Dacă s-ar măsura şi scăderea 
secțiunii epruvetei, iar forța s-ar raporta 
la secţiunea, reală, s-ar obţine curba carac- 
teristică reală 0, arătată în figura 1.18, 
la, care punctul G, cu cel mai mare efort, 
unitar, reprezintă ruperea. S-a, desenat cu 
linie plină curba caracteristică convenţio- 
nală C.. Practic, în zona de proporţionali- 
tate, unde variaţia secţiunii este extrem 
de mică, cele două curbe coincid; ele 
diferă după, depăşirea zonei de curgere. Cum în aplicaţiile inginereşti ma- 
terialul se foloseşte numai în zona de proporționalitaste, nu există interes 


of 


Fi. 1.18 
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să se traseze caracteristica, reală şi se preferă cea convenţională, care se 
poate ridica, şi experimental, în coordonate F, Al. În acest fel, rezistența, 
la rupere este o mărime convențională, care diferă de efortul unitar maxim 
atins în apruvetă. 


6. Curba caracteristică de compresiune a oțelului 


Toi referitor la oţelurile-earbon, se poate construi, de asemenea, 
curba caracteristică de compresiune. Pentru executarea, încercării se folo- 
sese, conform STAS 1552—67, epruvete cilindrice avind diametrul egal cu 
înălțimea, , 


d = h = 10...30 mm, 


Încercarea, arată că la, compresiune oţelul are aceleaşi valori ca la 
înţindere pentru op ca, Ge ca şi pentru modulul de elasticitate B. La 
oţelurile de rezistenţă mică nu se realizează, ruperea, ele iiurtindu-se mereu, 


. Descărcarea epruvetei. Beruisarea 


Dacă o epruvetă este solicitată la, întindere peste limita, de curgere, 
de exemplu pînă la efortul unitar o arătat în figura 1.19, apoi este 
descăreată încet, se constată, că în perioada, de descărcare curba caracte- 
zistică este o linie dreaptă MN. Punctul N reprezintă descărearea, completă 
a epruvetei, care rămîne însă, cu deformația permanenţă, ep. Linia de des- 
cărcare MN este paralelă cu linia dreaptă de încărcare OA. La, fel a, fost 
trasată linia CD din figura, 1.15. Dacă epruveta astfel descăreată, este soli- 


citată din nou la întindere, curba caracteristică, a, ei începe cu linia NM, , 
după care, dacă, se continuă încercarea pînă, la, rupere, se parcurge curba, , 


MDF. Se constată asttel că în urma, încărcării iniţiale pînă în M şi a des- 
cărcării complete, materialul și-a mărit limita, de proporţionalitate şi de 
elasticitaite pînă la o ; în același timp el şi-a mărit lungimea. Acest trata- 
ment mecanic, executat la rece, poartă numele ede gcrauisare. Curba, carae- 
teristică a, barei ecruisate este NMDP, obţinută prin mutarea axei o în 
poziţia o”. 

Din figura 1.19 se observă că la, un efort unitar superior limitei de 
elasticitate lungirea specifică, e, este formată din două, părți : lungirea spe- 
cifică elastică e,, care se anulează, prin descărcare, şi lungirea specitică 
permanentă (plastică) e. Analog, lungirea, specifică la, rupere se repre- 
zintă prin segmentul s,, obținut prin ducerea, liniei PS, paralelă cu OA. 

Dacă o bară de oţel care a fost; ecruisaită prin întindere este încercată, 
apoi la, compresiune, se constată că limitele de elasticitate și de curgere la 
compresiune sint inferioare celor de întindere. Acest fenomen poartă numele 
de „etectul Bauschinger”. Bfectul ecruisării poate fi anulat printr-un tra- 
tament termic de recoacere. 25 


5. Curba caracteristică a oțelului la răsucire 
Dacă, se face încercarea la, răsucire a, unei epruvete de oţel, relaţia dintre 
momentul de răsucire M, şi unghiul de răsucire Ag, de la începutul soli- 
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citării pînă la rupere, este reprezentată de un grafic ca în figura 1.20. 
Calculind, pe baza mărimilor M, şi Ac, efortul unitar de răsucire + șilunecarea, 


G'!| Si 


Fig. 1.19 


specifică y (cu relaţii ce vor fi stabilite ulterior), se obține o curbă caraete- 
ristică 7 = f(y), similară celei de întindere. Pe această curbă se pot defini : 
limita, de proporționalitate +,, limita, de elasticitate +,, limita, de curgere 
Te; Xezistenţa la rupere (4)e . 
Partea, rectilinia a acestei (7, 
curbe, OA, are ecuaţia 
r=Gy, (1.15) 2% 
care poartă numele de legea lui 
Hooke peniru solicitarea la răsu- 
cire, Constanta GQ se numește 
modul de elasticitate transversal ; 
pentru oţel, valoarea sa este 
G = 8,1: 105 daN/em2; pentru 
alte materiale, unele valori sint z 
indicate în tabelul 1.1. ss 
s. Curbe caracteristice la ma- 
ieriale care nu asculiă de legea 
lui Hooke 
O mare grupă de materiale 
au curba caracteristică, de forma, | 
din figura 1.21, a : fonta, alama, 
cuprul, betonul, cauciucul. Alte-  g 
le, de exemplu fibrele textile, au 
curba de forma din figura 1.21,b. 


TI) 


3 ES 


7 (9) 


Fig. 1.20 
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Pentru cupru, curba caracteristică de întindere sau de compresiune 
are forma, din figura, 1.22 : curba a se referă la materialul neeoruisat, iar 
curba b la materialul ecruisat. 
cu: 


3, 


Fig. 1.21 i Fig, 1.92 


Fonta (fig. 1.23) -are curba caracteristică curbilinie în ambele părţi 
ale originii ; se vede că ea rezistă mai mult la compresiune decât la întindere. 
Acest fapt cere ca piesele de fontă solicitate la, încovoiere să aibă, în 
secțiune, o formă rațională, care să permită utilizarea cît mai completă 
a materialului. 

Betonul are rezistență mult mai mare la compresiune decît; la, întin- 
dere. De aceea, în grinzile de beton armat solicitate la încovoiere nu se 
ia în considerare capacitatea betonului de a prelua, eforturi de întindere. 


m. Paoiori de care depind caracteristicile mecunice ale materialelor: 


Bivident, caracteristicile mecanice diferă de la un material laaltul: 
fiecare material este caracterizat, în modul cel mai simplu, prin rezistența 
la, rupere c,, şi alungirea la rupere 34. În figura, 1.24 se arată, comparativ, 
curbele caracteristice ale citorva materiale metalice : 7 — alamă moale ; 
2 — oţel cu conţinut mic de carbon; 3 — bronz dur; £ — oţel laminat la 

D rece; 5 —- oţel cu conţinut mediu de 
carbon, recopt; 6 — oţel cu conţinut; 
mediu: de carbon, călit. i 

Tehnica, cunoaște o mare gamă de 
oţeluri, care diferă între ele prin com- 
poziţia chimică sau prin tratamentele 
termice care le-au fost aplicate şi care 
se grupează în: oțeluri de ue general 
pentru construcții, STAS 500—68; oțe- 

- bupi-carbon de calitate — simbol OLO— 
Fig.1.23 STAS 880—66 ; oțeluri aliate, cu crom, 
A nichel, molibden, vanadiu, siliciu, man- 
gan. precum și ojelupi inozidabile şi oțeluri de arc cu rezistenţe de rupere 
0, = 60 ... 210 daN/mm2. De subliniat că, pe măsură ce rezistenţa, de 
rupere a unui oțel este mai ridicată, alungirea la rupere este mai mică, 


G 


bu | 
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Pentru un material dat, caracteristicile mecanice pot fi modificate, 
în mod real sau aparent, de către anumiţi factori. 

În mod aparent, caiacteristicile mecanice pot fi modificate de către 
dimensiunile epruvetei şi viteza de încercare a epruvetei. 

Diametrul epruvetei metalice nu influenţează, în general, asupra re- 
zultatelor încercării. S-a constatat totuși că 
sub formă de siîrme foarte subțiri (cu diame-  gp 
trul de zecimi de milimetru) oţelurilea au re- ] 
zistențe la rupere mult mai mari decit cele 74 
obţinute cu epruvete uzuale, mergînd pînă la 9% : 
270 daN/mm? sau chiar mai mult. “2 0 Lă 

Lungimea între repere a epruvetei intlu- K „7 : 
ențează asupra, alungirii la rupere. Alungirile 3 pi pi 
la, rupere 3;, determinate pe epruvete normale, S 6 ş 
sînt mai mari decât alungirile 3,9. b 

Viteza de aplicare a sarcinii, în timpul în- gl 
cercării, influențează asupra rezistenței de ru- 
pere : cu cât sarcina, se aplică mai încet, rezisten- Îi 
ţa de rupere obţinută este mai mică, iar alungirea 20: U 
creşte.. Spre a se obţine rezultate comparabile, în 77 
STAS 200—75 se preseriu vitezele de solicitare 
elastică a epruvetelor. Pentru epruveta normală, Ba Pui 40 5 
(o == 20 mm), în mod obişnuit, încercarea la ci 
tracţiune irebuie să dureze cel puţin 1 minut, Tig. 1.24 
cel mult; 5—6 minute, în medie 3 minute. ş 

În mod real, temperatura, timpul, ecruisarea sînt factori care pot 
modifica sensibil caracteristicile mecanice. Variația temperaturii are ca 
efect variaţii sensibile ale caracteristicilor mecanice. Încercările mecanice 
uzuale ale materialelor au loc la, temperatura, standard de 200. Mărimile 
determinate prin aceste încercări rămin, la majoritatea materialelor, 
practic aceleaşi la variațiile de temperatură atmosferice. Astfel de concluzii 
se referă la materiale cu punet de topire ridicat, nu la gheaţă, asfalt ete. 

În construcţii de maşini termice, metalele funcționează însă la tem- 
peraturi ridicate, iar maşinile frigorifice realizează temperaturi foarte 
joase. Cercetarea, materialelor la, astitel de temperaturi a arătat; că proprie- 
tăţile lor de rezistenţă, se schimbă mult faţă de cele la temperatura, obișnuită. 

Dacă se execută încercări de tracțiune la temperaturi ridicate, pentru 
un oţel care la temperatura de 20*0 are o, = 42 daN/mm?, caracteristicile 
mecanice variază cu temperatura cum se arată în figura 1.25. Rezistenţa, 
la, rupere crește, avind un maxim la 200 . ..300%0, şi coboară repede înce- 
pînd de la, 400*0. Mărimile Z şi 5 scad la, început, avînd un minim la 200... . 
...300%0, după care cresc mereu. Modulul de elasticitate E, limitele de 
curgere și proporționalitate scad continuu cu creşterea temperaturii, în 
timp ce coeficientul de contracție transversală, v suferă o uşoară creștere. 

Invers, la temperaturi foarte scăzute, rezistenţele de rupere ale unor 
majeriale —- de exemplu oţelurile — ceresc sensibil. La asemenea tempe- 
rauri, oţelurile trec din stare tenace în stare fragilă, adică detformaţiile 
plastice ale lor se reduc foarte mult. 
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Timpul îndelungat de aplicare a sarcinilor modifică 

„Dim î zi ] ică starea, de efor- 
uri unitare și deformaţii a pieselor. Fenomenele de variaţie E eta iloe 
unitare și deformaţiilor în timp, poartă numele de fenomene de fluaj. Ele 
vor fi examinate pe scurt în ultimul capitol. i 


2 


700 200 00 00 500 600 700 600 


Temperarura, 
Fig. 1.25 


e. CONTRAOȚIA FRANSVBRSALĂ 


PER Se. pb pe Aa ca odată cu lungirea, unei bare apare o micșorare a 
pigale contracție transversală. Se constată, de asemenea, că 
e apte înatal eţie este proporționălă cu lungirea, specifică, raportul de 
proporționalitate v fiind numit coeficient de contracție transversală sam 


coeficientul hui Poisson. Astitel, la o lungire specifică < a barei, corespunde 


o micșorare a unităţii de lungime a, dimensiunilor transversale 


(1.16) 


Experiențele arată că, pentru numeroase materiale, valoarea. acestui 
coeficient; este v = 0,3. Dacă în timpul solicitării de întindere un material 
nu își modifică volumul, el are v = 0,5. i 


6. IPOTEZE DE BAZĂ ÎN TEORIA ELASTICITĂȚII 
ŞI REZISTENȚA MATERIALELOR 


Pentru a stabili ecuaţiile de care au nevoie, teoria elasticităţii și 
rezistenţa, materialelor fac o serie de ipoteze asupra structurii materialelor 
şi asupra comportării lor sub sarcinile care le solicită. Aceste ipoteze sînt 
uneori în concordanţă cu realitatea, iar alteori reprezintă simplificări ale 
fenomenelor reale, care duc însă la rezultate “verificate de experienţă, deci 
acceptabile pentru scopul rezistenţei majerialelor. 

2) Ipoteza mediului, continuu. Fizica modernă a stabilit structura 
atomică, a materialelor şi a, reuşit să calculeze forțele interaitomice. Nu s-a 
reușit să, se stabilească relații de calcul mulțumitoare pentru efectul sar- 
cinilor exterioare asupra forţelor dintre atomi, respectiv nu s-a putut încă 
explica pe baza teoriei atomice mărimea, eforturilor unitare şi a deformaţiilor 
sau fenomenul ruperii materialelor sub sarcini. Din acest motiv, rezistența, 
materialelor utilizează şi astăzi ipoteza simplificatoare care consideră ma- 
terialele ca un mediu continuu, omogen, ce ocupă întregul spațiu repre- 
zentat de volumul lor. Evident, această ipoteză nu corespunde realităţii 
fizice. Mai apropiată de realitate la corpurile amorfe şi. mai depărtată la 
cele cristaline, ea dă însă satisfacție în calculele de rezistenţă şi înlătură 
dificultăţile legate de luarea în considerare & unei structuri cristaline sau 
a compoziţiei moleculare a corpurilor, 

b) Ipoteza ieotropiei. Materialele se consideră îzotrope cînd au, în 
țoaiie direcţiile, aceleaşi constante elastice, E, G, v. În caz contrar, mate- 
rialele sînt anizotrope. i 

c) Ipoteza elasiicității perfecie. Pină la anumite valori ale eforturilor 
unitare, materialele studiate de teoria, elasticităţii se consideră periect 
elastice ; o dată cu dispariţia sarcinilor care le-au cauzat, deformaţiile se 
anulează şi corpul îşi reia forma, şi dimensiunile iniţiale, 

d) Ipoteza deformaţiilor mici, în afară de unele excepţii, deformaţiile 
corpurilor elastice (lungiri, lunecări, deplasări ete.) sînt mici în. raport cu 
dimensiunile corpurilor. Aceasta face ca, ecuaţiile de echilibru din mecanică 
să poată fi serise pentru corpul deformat; la fel ca pentru cel nedeformat, 
respectiv ca în urma detormaţiilor, direcţiile forțelor şi distanţele dintre 
ele să rămînă praetic neschimbate. Cind în relaţiile de calcul apare puterea, 
a doua, a, unei deformaţții sau alta superioară, ea, poate fi neglijată în com- 
paraţie cu valorile l, puterea, înții. 

Neglijarea detormaţiilor în. relaţiile de ecbilibru reprezintă teoria 
de ordinul 1. În teoria de ordinul II, folosită de exemplu la, calcule de sta- 
bilitate, se introduc și detormaţiile în ecuaţiile de echilibru. 

e) Relaţia liniară înire eforturi unitare şi deformaţii. Pentru soliei- 
tările în regim elastic se consideră că între eforturi unitare şi deformaţii 
specifice există o relaţie liniară, legea, lui Hooke. Ca o consecință a acestei 
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0. 1801 


relaţii, în problemele a: i i 
ia ami pay e rezistența materialelor 
n baza principiului suprapuneri. efectelor 
felia A pei Seas unitare î a Ban a î 
ej ente de succesiunea, aplicării 
i end a aplicării forțelor. 

RI eu, pri un puiet P, al unui corp se aplică o forţă P,, într-un punet 

imn telina prod iasă A pliate 8 îi dacă în alţ punct P,, se Bulă 

4 Ea, ea 7 lasare $ ărei 

aceeaşi, fie că, corpul era, încărca sa d a AR 2 pag: m e 
: rpu Y orța F, s ă ări 

icre vai şi dacă, forțele sînt iri gasca he i cirgpe 

ip pula na că Soxjelei 5 și Fe, deplasarea, în punctul IA Sg ră 

doi e — a deplasărilor parţiale produse de cele 


î) Principiul lui Saini- VEnamni i 
. d a . ş dă În 
principiu, va =, ilustrat printr-un emană 
i igura 1.26 s-a reprezentat o bară, “în, ă 
zua 3 ca Ea prima variantă, forţa P etc 
n E: gime mică din bară. La locul 4 i inii 
Ş er sorbi edil ra fi ia totul diferit în dle erei cei spa 
o di; e aplicaţie, d, î i i 
în pică ale bare or parle eee d a ea sala 
age Aa AL a nt studiile sale asupra problemelor teoriei elastiicităițiii 
tal ga ps î enunțat principiul care, ulterior, a, fost integral 
SUnre sa ie seri orile de fotoelasticitate efectuate asupra unor 
mit ra unui element Epocii Poe eur plantă ata 
elastii ef : 
e forțe, echivalent din punei de vedere statie A zei A ei Asi birt 


forțelor produce la locul de aplicare diferenţe apreciabile față de prima, dar 


se poate aplica principiul 


îndependenţei efec- 
rodue într-un corp 


de formularea, generală, acest 


avînd în capătul, 
într-un punct, iar 


Z 4, 
“II RI 
Si A 8 
4 &' 
P 
pi iasă 
Fa 
; P 
Fig. 1.26 Fig.1.27 Fig.1.28 


rămâne fără efect — ijabii isi Ă 

aplicare a ăi si sau cu efect neglijabil — la distanțe mari de locul de 
g) Ipoteza lui Bernoulli Ipotezele descrise mai i 
8) Ipoteza lui ulii. po ai sus sint e iei 

ura pă Fa Îl aa mpa Pentru simplificarea Spuielar sila 
: » aSup eformaţiilor, rezistenţa materialelor adaugă, 

studiul solicitărilor la, întindere și la, încovoiere, spoteza hui pci argpra 
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ipoteza secțiunii plane, formulată astfel : o secțiune plană, normală pe axa 
barei înainte de deformare, rămâne plană şi normală pe ază şi după deformare. 
Conform acestei ipoteze, secţiunea AB (fig. 1.27), din bara solicitată la 
înţindere de către forța P, se deplasează paralel cu ea însăşi în A'B', iar 
secţiunea A.B din figura, 1.28 se mută în A'B', dar rămîne plană şi normală; 
pe axa deformată a barei solicitate la încovoiere. 

Ipoteza lui Bernoulli se verifică experimental pe conturul barelor și 
se admite ca valabilă şi în interior. În baza acestei ipoteze, se stabilesc 
legile de distribuţie a eforturilor unitare pe secţiune, la, întindere şi înco- 
voiere, aducând o simplificare sesnsibilă faţă de calculul — mai exact, dar 
mai laborios — din teoria elasticității. 


« 


7. SARCINILE APLICATE PIESELOR DE MAŞINI 


Pentru studierea modului de acţiune şi a importanței lor. în. calcule, 
este necesară o clasificare a sarcinilor aplicate pieselor de maşini. Acest 
lueru se poate face după diferite criterii, şi anume : 

a) După locul de aplicare, se face deosebire între : 

— forțe de suprafaţă sai de contur, care fac legătura piesei cu cele înve- 
cinase, ele putind fi concentrate sau distribuite (uniform sau neuniform) ; 

— forțe masice, distribuite în toate 
elemenţele corpului : greutăţi, forțe de 
inerție, forţe electromagnetice, 

__b) După modul de acțiune în timp, 
se face deosebirea între sarcini statice 
şi sarcină dinamice. Grain 

Savcina statică, în rezistenţa mate- 
vialelor, este aceea care se aplică leni, 
progresiv, crescind de la zero pînă la 
valoarea finală şi rămînînd apoi constan- 6 
tă, pe timp indefinit. Durata în care g, 
are loc creșterea sarcinii, de la zero la 
valoarea finală, poate fi destul de scurtă 
(fracțiuni de secundă). 

Sarcinile dinamice se aplică cu va- 0 
riaţii de viteză și acceleraţie. Se face deo-. 
sebire între saraini aplicate prin șoc, cuc 
vaziajie bruscă de viteză, şi sareim, varia- 
bile periodice, care oscilează în mod. conti- 
nuu între o valoare maximă şi una 2 
minimă, ia 

Este necesară o precizare asupra Gaia 
sarcinilor variabile periodice. În gene- 
ral, în cazul solicitărilor vaxiabile perio- Fig. 1.29 
dice, efortul unitar din piesă variază peri- 
odie între o limită superioară Gmaa ȘI Una inferioară Guin, ca în figura 1.29, a. 
Variația efortului unitar de Ja „A pînă la B formează un. ciclu de solicitări 
variabile. Cînd eforturile unitare Omaz Şi Omnia SÎnb ambele de acelaşi semn, 
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ciclul se numeşte oscilant. Un caz I i i 
nt. particular de ciclu oscilant este cel pul- 
ui la, Care ont, = O, figura 1.29, d. Dacă eforturile unitare sînt de 5-A 
contrare, ciclul este aliernani. Un caz particular, frecvent în practică, este 
op atit nare Snacuia, CU Gin = — Omar (fi. 1.29, 6) ! 
stfel de solicitări se întilnese curent în piese de ini 
fiind mișcarea, periodică, de translație sau r i, diteniteler piine e aa se 
îi € ț otajţie a, dif i i 
tije de piston, arcuri de supape ete. i ga ps ii 
RER construcții de maşini se obişnuieşi ] j i 
liga a aaa Ș şnuieşte a se vorbi despre trei cazuri 
— cazul I, solicitare statică ; 
— cazul II, solicitare prin ciclu pulsant ; 
need TU solicitare prin ciclu alternant; simetric, 
od de a privi solicitările în construcţia de maşini este incom- 
let, pir nu ţine A pi alte cicluri decit cele i Aare din figu- 
i i e. În capitolele 22— ă ] 
auf Ala p -23 se arată modul de tratare a problemei 
0) După destinaţia piesei, se poate vorbi despri ini, ulii 5, 
A După, destinaj tile, rezultînd 
din destinaţia, piesei în ansamblul maşinii, şi s a E pita 4 
ri ore ilie Şinii, Și Saroini accesorii (forțe de îre- 
omeniul ingineriei de construcţii, există, o clasii iferi 
feluri de sarcini, însoţită de valori staudardiz ma caae a diteritelor 
Ă Ă ate ale m. 
ce trebuie luate în considerare la proiectare. EEaILUE ăia 


8. PRINCIPII GENERALE DE CALCUL. COEFICIENȚI DE i 
Ş SIGURANȚĂ; 
ȘI REZISTENȚE ADMISIBILE ? i ude, 


Problema, calculului de rezistență va fi tratată, cu detalii 
ia I etaliile neces 
iri a carui E da vouă da cele ce urmează, unele noțiuni psi 
i Ă . putea face, chiar de la î 
dimensionare sam verificare. ' aGepiiby, Bi, gater! elementele 


a. CONDIȚII DE CALCUL 


În rezolvarea, unei i i 
Ă ea, probleme de rezistența materialelor, piesei dimen- 
sionate n ar sli i se pot impune pice condiții. | i că 
a. Condiţii de rezistență. O piesă este cores căt i cj 
: j fă, i punzătoare atunci cînd 
ed ac a fate, in Podu 1 ea, datorită sarcinilor, nu depăşesc 
t e, stabilite convenţional, dar corelate cu istici 
cai pati ale materialelor. i ae 
e ajunge astfel la noțiunea de rezistenţă admisibilă : 
| j ast; : valoarea con- 
venţională aleasă în calcul, pe baza practicii, pentru efortul unitar mazim 
care E, fe Mia aa piesă, în conditii date de material şi solicitare 
' seama, de detormaţiile care se produc pînă, la ruper iau. 
lele se împart în două grupe: i si del buc 
— tenace, care se deformează mult înainte de ru i 
Ă e, care se deforme ere (de ex. o 
de ieri mică și mijlocie); ui $ ci 
— fragile, care se deformează puţin, fără zone de gîtuire, înai 
=] « ; gituire, înainte de a 
ge rupe (de ez. fontele, oțelurile de mare rezistență, materialele ceramice). 
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Rezistenţa, admisibilă poate fi definită, în comparajie cu o stare limită, 
periculoasă, care trebuie evitată. A 

La, maierialele tenace, care au — de obicei — 0 limită de curgere, | 
rezistenţa admisibilă se defineşte prin relaţia, 


ce = ele (1.17) 


unde c, este coeficientul de siguranţă faţă de limita de curgere. Alegind 
în calcul un astfel de coeficient de siguranţă, se va evita, atingerea, limitei 
de curgere, deci producerea de detormaţii mari, care pot scoate piesa din 
funcţiune. i 

La materialele fragile, rezistenţa admisibilă se xaportează la rezistența, 


1a rupere 


o, = oyhoş: (1.18) 
— o aaa 


Experienţa, îndelungată a arătait care ar trebui să fie valorile cele mai 
potrivite pentru rezistențele admisibile. Dacă ne referim la un oţel, este 
evident; că, rezistenţa, admisibilă trebuie să fie inferioară nu numai limitei 
de curgere, ci şi limitelor de elasticitate şi proporţionalitate. în exemplul 
citat, pentru OL 37, care are o, % op 2 2000 daN/em?, rezistența admi- 
sibilă brebuie să fie inferioară acestei valori. 

O serie de motive pledează pentru alegerea unei valori interioare li- 
mitei citate : 

a) Determinarea, sarcinilor este în cele mai multe cazuri aproxima 
tivă şi o depăşire a celor luate în calcul nu este exclusă ; dacă deci efortul 
unitar de calcul este egal cu limita, de elasticitate, depăşirea, acestei limite 
apare posibilă, 

B) Schemele de calcul, în ce priveşte aplicarea, sarcinilor, modul de 
acţionare a forțelor, schematizarea, piesei sub formă de bară, placă, ipo- 
tezele de calcul ete. due adesea la, diferențe fajă de fenomenul real. 

7) Ohiar şi caracteristicile mecanice ale masterialului nu pot fi cunos- 
cute cu precizie, ele putînd varia, între anumite limite. 

În. calculul de rezistenţa, materialelor, la dimensionare, proiectantul 
consideră rezistența admisibilă ca o constantă, în baza căreia ajunge la; 
dimensionarea piesei. În calculul de veriiicaire, efortul unitar efectiv produs 
în piesă trebuie să fie interior rezistenţei admisibile sau cel mult egal cu ea. 

În alegerea rezistenţelor admisibile, trebuie să se ţină seama de urmă- 
torii factori : 

1) Natura materialului. Pentru fiecare material există anumite carac- 
eristici mecanice care determină rezistența admisibilă. Coeficientul de 
siguranţă va fi cu atît mai mare cu cît; materialul este mai neomogen. 

Astfel, pentru fontă se iau coeficienţi de siguranţă mai mari decât 
pentru oţel. La beton, pietre, coeficienții de siguranță sînt mai mari decit 
la, metale. Pentru alegerea rezistenţei admisibile este necesară cunoaşterea 
caraeteristicilor mecanice ale materialului. Acest; Incru se face pentru ma- 
teriale standardizate utilizînd tabele, iar pentru materiale cu proprietăţi 
necunoscute, prin încercări de laborator. 
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2) 'Pratamente termice. La, metale, tratamentele termice duc la modi- 
ficări ale caracteristicilor mecanice, de care trebuie să se ţină seama, în 
alegerea, rezistenţelor admisibile (exemplu, curbele 5 şi 6 din fig. 1.24). 

3) Durata de folosire a piesei. Pentru lucrări de scurtă durată, se pot 
lua, coeficienţi de siguranţă mai mici, deci rezistenţe admisibile mai mari. 

4) Modul de acţionare a saroinilor în timp. Dacă ne referim la cazurile 
I, II, III de solicitare, definite mai sus pentru piese de maşini, rezistenţele 
admisibile scad de la cazul I spre III. Acest lucru se justifică pe baza feno- 
menului de oboseală a materialelor. S-a constatat experimental că un mate- 
rial cu rezistenţa de rupere o, supus unui număr de cicluri de solicitări 
variabile, se rupe la valori oma, inferioare lui c,. Acestui fenomen i s-a dat 
numele de oboseală a materialului. Valoarea limită superioară a lui Omaz 
la care materialul rezistă la un număr foarte mare de cicluri (de exemplu, 
107 cicluri) fără a se rupe, se numeşte rezistență la oboseală. Ba este mai mică, 
la cielul alternant decât la cel pulsant, ceea, ce justifică, ordinea, de sucoe- 
siune a rezistenţelor admisibile în cazurile I, II, III (tabelul anexă 1). 

5) Modul de evaluare a sarcinilor şi de realizare a ipotezelor de calcul. 
Cu cît sareinile sînt mai incert evaluate, cu cît ipotezele şi schemele de 
calcul sînt mai incerte, cu atât; rezistenţele admisibile trebuie să fie mai 
mici. În tunoţie de acest criteriu, se aleg în calcul limitele inferioare, cele 
superioare sau valori mijlocii, atunei cînd în tabele se dau rezistenţe admi- 
sibile sub forma, unui înterval. 

6) Pelul solicitării. Încercarea de laborator a materialelor arată că 
ele au caracteristici diferite cînd se trece de Ia o solicitare la alta, : întindere, 
compresiune, încovoiere, răsucire. De aici rezultă în general rezistențe 
admisibile diferite. Unele maiteriale au totuși aceleaşi rezistențe admisibile 
pentru grupe de solicitări ; de exemplu, oţelul pentru întindere, compre- 
siune, încovoiere. 

7) Pemperatura. Pentru materiale care vor lucra, la temperaturi foarte 
ridicate sau. foarte joase, rezistența admisibilă se alege în funcţie de ca- 
racteristicile mecanice la temperatura respectivă. 

f. Condiţii de rigiditate. Funcționarea unor piese de maşini este po- 
sibilă numai atunci cînd deformajiile lor nu depășesc anumite limite. De 
exemplu, un arbore de mașină care are deformaţii de încovoiere mari 
cauzează o uzură prematură, a, lagărelor. De aceea, în calculul de rezistență 
se impun uneori anumite limite pentru mărimea, deformaţiilor : se zice că 
piesa, trebuie să răspundă unor condiţii de rigiditâite date. 

7. Condiţii de stabilitate. În problemele de stabilitate elastică, deşi 
condiţiile de rezistenţă sînt satistăcute, la anumite valori ale sarcinilor, 
numite valori critice, piesele îşi pot pierde echilibrul stabil, fapt care duce 
la distrugerea lor. Astfel de piese trebuie-să satisfacă condițiile de stabilitate : 
sarcinile aplicate lor să fie inferioare celor critice. 

După destinaţia, pieselor, după forma lor, după modul de aplicare a 
sarcinilor, în calculul de rezistență li se vor aplica unele sau altele din 
cele trei feluri de condiţii. 


38 


b. REZISTENȚE ADMISIBILE ŞI COEFIOCIENȚI 
DN SIGURANȚĂ 


î 5 tata a d i de maini 
Pentru calculele de dimensionare sau Yeriiicar e în construcţii de! i 
în tabu 1 (anexă) s-au dat citeva valori ale rezistenţelor admisibile. Din 
ulvimele coloane ale tabelului, se vede că rezistențele admisibile de înco- 
voiere sînt, de obicei, cu 10—20% superioare celor de tracţiune, pe cînd 
cele de fortfecare şi răsucire sînt 60 —80%, din cele de tracţiune. La 2om- 
presiune, majoritatea materialelor metalice rezistă la, fel ca la tracţiune ; 
excepţie face fonta, care are rezistențe admisibile la, compresiune de 2,5 ori 
i mari decât la tracțiune. , Ă . îi RA 
it O vedere de ansamblu a, coeficienţilor de siguranță, față de diferite 
stări limită ce se iau în calculul de rezistenţă, este dasă, în tabelul 2, 

Se dau, informajiv, citeva rezistențe admisibile standardizate pentru 
materiale de construcţii, care pot îi folosite şi la piese de maşini pentru 
ul I de solicitare : a A i 
E Pentru OL 37, rezistența admisibilă la întindere, compresiune şi înco- 
voiere este c, = 1 500 daN/em?, iar la foriecare 7, = 900 daN jem”. ERE 
Pentru lemn de braă, rezistenţele admisibile la, compresiune în lun, 
fibrelor și Ja încovoiere sînt 6=100 daN/em?, la întindere paralel cu tibrele 
o, = 170 daN/em?, la compresiune perpendicular pe fibre og = Leladt) ora , 
la, forfecare în lungul fibrelor za = 20 daN/em?, iar perpendicular pe fibre 

= 45 daN/em?. d cas 
na Petra i de fundaţie, din pămînt usca sau umed, presiunile 


" admisibile sînt; de 2,0—2,5 daN/em2. 


CAPITOLUL 2 


ÎNTINDERE ȘI COMPRESIUNE 


1. FORȚĂ AXIALĂ, EFORTURI UNITARE DE ÎNTINDERE SAU DE COMPRESIUNE 


Dacă asupra unei bare drepte se aplică, pe axa cenţrelor de greuta; 
torţe dirijate în lungul axei (forţe normale pe Eeeţiane). ea, este So Eitală 
întindere (fig. 2.1, a) sau la compresiune (fig. 2.1, b). În cazul cel mai 
simplu, reprezentat în figura 2.1, cînd se aplică numai forțele P, egale și 
de sens contrar, la capetele barei, în orice secţiune transversală forţa: axială 
Y este egală cu forța, P din capăt ; ea se consideră, pozitivă în cazul cînd 
întinde bara şi negativă dacă o comprimă. 

Dacă în lungul axei barei sînt aplicate mai multe forţe, este necesară 
construirea unei, diagrame a, forielor aziale, care să arate în ce secţiuni 
forţele axiale sint maxime, deci unde pot exista, secțiuni periculoase. Con- 
strucția, diagramei de forţe axiale începe de la un capăt al barei, conside- 
rînd prima, forță întihnită, pozitivă dacă tinde a lungi bara sau negativă 
în caz contrar. 

nir-o sectiune oarecare, forța azială este suma proiceţiilor pe axa barei 
a tuturor forțelor situate de o parle a secțiunii (sau, în baza, ecuaţiei de echi- 
libru, suma celor din partea opusă, cu convenţia de semne schimbată). 

Ca, exemiplu, s-a construit diagramă, de forțe axiale a barei din figura 
2.2, îneastrată la un capăt şi încărcată eu 6 forțe dirijate în lungul axei. 
S-au marea; prin litere secţiunile A, B, 0 ...în care se aplică forţe. 
Forţa, axială, este constantă între secțiunile de aplicare a două forţe înve- 
cinaite şi are o discontinuitajte în dreptul fiecărei forţe, egală cu valoarea, 
acesteia. Coniorm definiției date, dacă se calculează forța, axială într-o 
secţiune între D și E, adunînd forţele situate dedesubtul secţiunii, rezultă, 


Noe =3P + P-—P+2P=5P. 
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Diagrama arată că forța axială este masimă în intervalul EP. Pe ultima 
porţiune a diagramei, forța axială are valoarea 4 P şi este egală cu reacţiu- 
nea, R din încasirare. 

Dacă în bara din figura 2.3 se face o secţiune normală pe axă,.BO, 
forța, axială N produce în secţiune eforturi unitare c, de același sens cu ea. 
În cazul din figură, se produe eforturi unitare de întindere. 


Fig. 24 Fig. 2.2 Fig. 2.3 


Pentru stabilirea, relaţiilor de calcul ale rezistenței materialelor, la 
oricare dintre solicitările care vor fi studiate, se parcurg două etape : 

a. În prima, etapă, se stabileşte legea de distribuţie a eforturilor umitare 
pornind de la anumite ipoteze de deformaţie, verificate experimental. 

b. După stabilirea, legii de distribuţie, care poate fi exprimată ana- 
litic, se scriu ecuații de echivalență în secţiune, între eforturile concentrate 
(N, 7, M, M,) şi cele rezultînd din însumarea, infinităţii de forţe elemen- 
tare, produse de eforturile unitare o şi 7, aplicate pe suprafeţele elementare 
dA. 


Pentru soliciţările la întindere sau compresiune, în cazul barelor omo- 
gene, se admite ipoteza lui Bernoulli. Experimental se poate arăta acest 
Yucru dacă pe suprafaţa, unei bare prismajice se trasează o serie de genera- 
toare, paralele cu axa barei, şi o serie de directoare, perpendiculare pe axă, 
formînd o reţea de dreptunghiuri (rectilinii sau curbilinii). Supunînd bara 
la, întindere sau compresiune, sub limita de elasticitate, se constată că 
aceste suprafeţe rămîn tot dreptunghiuri, iar directoarele rămîn mereu 
curbe plane. Se verifică deci, pe contur, ipoteza, enunțată. Extivzînd 
această constatare, se admite. că întreaga secțiune piană rămîne, după 
detormaţie, tot; plană. . 
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Ă Din enunţarea, ipotezei lui Bernoulli rezultă că lungirile AZ şi în con- 
secință lungirile specifice « sînt constanie pe întreaga secțiune. Aplicind 
legea lui Hooke S 

o = He, 
rezultă că şi efortul unitar c este constant pe toată secțiunea. S-a găsit astitel 
legea de repartizare a eforturilor unitare de întindere sau compresiune pe 
secţiunea unei bare omogene 
o = const, (2.1) 

“Trecînd la ecuaţiile de echivalență din mecanică, se serie că forța din 

secțiune N este rezultanta forţelor o-dA pe toate elementele secțiunii 
X = că = oță4 = o4. (22) 


Formula (2.2) este relaţia, fundamentală a solicitării de întindere și com- 
presiune. 


2. DEFORNAȚIU ŞI DEPLASĂRI ÎN BARE SOLICITATE LA ÎNTINDERE 


Conform legii lui Hooke, lungirea specifică sau scurtarea specifică este 


Po Eee 
Zi > dz (2.3) 
Pentru un element de bară de lungime dz, lungirea, este 
A(da) = ed = ELA 
BA. 
iar pentru o bară de lungime ! 
Nde 
Al = . 
j EA (2.4) 


în efectuarea, integralei se va; ține seama, de modul de variaţie a dife- 
vitelor mărimi pe intervalul de integrare. Dacă bara este prismatică 
pi = const), iar E şi N sînt constante în tot lungul ei (fig. 2.1), lungirea 
este 


YI 
A => dl (2.5) 


Numitorul acestei relaţii, BA se numeşte rigiditate la întindere sau 
compresiune a barei. Ou cât rigiditatea, este mai mare, materialul este mai 
puțin deformabil. 


Pa 


Uneori se pune problema să; se determine deplasarea unui punct al 
barei întinse sau comprimate. Aceasta are loc pe direcţia axei barei și 
caleulul ei poate fi redus, de obicei, la, calcului unei lungiri. Aşa, de exemplu, 
deplasarea, punctului B al barei din figura 2.4 este egală 
cu lungirea porțiunii BC 

I 
P— 
3 


up = BB = Ba] 


3. DIMENSIONAREA ŞI VERIFICAREA BAREIBPRISMATICE 


Să examinăm formula (2.2), care reprezintă o relaţie 
între trei mărimi, oricare din ele putind îi necunoscută 


N = cA. 


Spre a putea rezolva, această relaţie, tzebuie să se cunoască, 
două mărimi și rezultă a treia. Formula poate lua una din 
următoarele variante : 

a) Formulă de dimensionare, în care necunoscuta Anee 
este aria secţiunii necesare a piesei Fig. 2.4 


Y 
A ie 28 (2.6) 


Oa 


în această formulă, forţa N este cunoscută, iar o, este rezistenţa, 
admisibilă, care se alege după criteriile enunțate anterior. 

Pentru secţiuni a căror arie este funcţie de o singură dimensiune (cerc, 
pătrait;), această dimensiune se ajlă apoi din velaţia, geometrică de calcul al 
ariei. La, secţiunea, dreptunghiulară, în afara, relaţiei A == bh — unde va- 
loarea A rezultă din calculul de dimensionare — este necesar a se da încă 
o relaţie, de exemplu un raport k = h/d. 

Dimensiunile obținute prin calcul pot; avea orice valori. În general, 
considerente de standardizare, tehnologie, economie ete. obligă a se alege 
anumite dimensiuni normale, rotunjite. Așa sînt, de exemplu, dimensiunile 
normale reproduse în tabelul anexă 3, pentru intervalul 10—100 mm, după 
STAS 75—72. . 

b) Formulă de verificare, în care se dau forţa N şi secţiunea, efectivă 
A.y şi se cere a se determina efortul unitar efectiv care se produce în bară. 
Pentru ca buna funcţionare a piesei să fie asigurată, verificarea trebuie să 
dea o valoare a efortului unitar inferioară sau egală cu rezistența admisibilă 


N . i 
S Oa. (.7) 
d , 
€) Determinarea forței capabile sau admisibile N, aceea, pe care o poate 
suporta bara, cu. secțiunea, efectivă A, aşa ca să nu se depăşească rezis- 
tenţa admisibilă oa 


Ce = 


i e SN (2.8) 
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Dimensionarea cu ajutorul formulei (2.6) se face pe baza condiţiei 
de rezistență, adică pe baza unei anumite rezistențe admisibile. Tot astiel 
dacă în relaţia, (2.5) s-ar impune o valoare admisibilă a detformaţiei AZ 
sai e, s-ar putea dimensiona bara pe baza unei condiţii de rigiditate 
NI N 


An = ==, 
"BAL, Bea 


(2.9) 


Relaţiile stabilite sînt valabile atît pentru întindere cât şi pentru 
compresiune. În cazul barelor lungi comprimate, este necesar un calcul la, 
Hambaj, cum se va arăta în capitolul 12. Un caz special de solicitare, diferit 
de cele uzuale din rezistenţa materialelor, este cel al compresiunii pe supra- 
faţa, de contact dintre două corpuri. Solicitarea poartă numele de sirivire, 
iar dimensionarea se face tot cu relaţia, (2.6), introduoînd în calcul rezistența 
admisibilă a cehi mai slab dinire maierialele în contact. 


4. BARE CU VARIAȚII DE SECȚIUNE 


Dacă nu, există motive speciale, o bară solicitată la, întindere sau com- 
presiune se face cu secţiunea constantă în tot lungul ei. Există însă cazuri 
cînd secţiunea, trebuie să varieze în lungul barei, din motive de ordin 
constructiv. 

În figura 2.5 s-au reprezentat două platbande de lăţime b şi grosime î, 
îmbinate prin 3 nituri și solicitate la, întindere de către o forță N. Unde nu 
este slăbită, platbanda are secţiunea dreptunghiulară brută 


Azi (2.10) 


În dreptul niturilor, seeţiunea este slăbită prin găuri, iar suprafeţele efective 
ale secțiunilor 1—J7 şi 2—2 sînt : ă 


Am = (B — A), Ana = (b — 2A)L. (2.11) 


Secţiunea, arătată de formula, (2.10) se numește secțiune brută, neslăbită, 
că „iar cele din formulele (2.11) 
sînt secţiuni slăbite. 

Dintre toate secţiunile 
slăbite ce se găsesc în lungul 
barei, cea, mai mică (cea mai 
slăbită) se numeşte secțiunea 
netă a barei. Aceasta este 
adesea, secţiunea în care se 
produce efortul unitar cel mai 
mare şi de aceea se mai nu- 
i meşte secțiune periculoasă. La 

Fig, 2.5 orice problemă de rezistenţa, 
maiterialelor, prima, grijă a inginerului este să-şi dea seama care este secţi- 
unea periculoasă şi să-şi concentreze atenţia asupra ei. 


(DLP 
Lua | KLEE ki 
INN IYSNTiNtkatttiit$ ANRINIGAN 


(iii, 
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5. EFECTUL GREUTĂȚII PROPRII 


În rezistenţa, materialelor, aproape întotdeauna, efectul greutăţii 
proprii este neglijabil. N id 
La, bare de lungimi mari, însă, aşezate vertical, este necesar să se ţină 
seama, şi de greutatea proprie, care în câlculele precedente a fost neglijaită, 


Fig, 2.6 


dar care aici poate fi apreciabilă sau uneori mai mare decît forţa utilă, 
Bara prismatică din figura 2.6 are secțiunea A. şi este făcută dintr-un 
material, cu greutatea specifică . Într-o secţiune la distanța, z de Ja, capătul 
liber, ținînd seama și de greutatea, proprie, forţa axială este 


Na = Php ye4, 
Efortul unitar în secțiunea a este 
N, __P+yzA 
== == De 2.12 
Oz A ț A A +yY ( ) 


Se vede că o, variază liniar în lungul barei, avînd la capete valorile 


a =3, pentru e = 0, 


Oa = Omaz ii + = ou + Yh pentru 4=]. 
Diagrama, de variaţie a efortului unitar în lungul barei a fost repre- 
zentată în figura 2.6. Secţiunea, 2, unde se produce efortul unitar maxim, 
este secţiunea periculoasă. Egalind efortul unitar Gmaz CU rezistenţa, admi- 
sibilă, se ajunge la formula de dimensionare 
d P 
FV Ano = (2.13) 
nec i Ga — d 
Să examinăm numitorul formulei (2.13). Cînd 1 crește mereu, se 
poate ajunge la oa = vl, ceea ce dă Ape = co. Concluzia este că bara de 
secţiune constantă nu mai poate duce la rezolvarea problemei. Dacă lun- 
gimea barei crește mai mult, deci yl >> o, se poate ajunge la situaţia, cînd 


Omaz = Sa = 


Ge = Vl 
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În acest caz, greutatea proprie a barei produce ruperea. Lungimea cores- 
punzătoare acestei relajii poartă numele de lungime de rupere sub efectul 
greutăţii proprii 


pi 


Pentru a, afla, deformajia,, se ţine 'seama că o variază în lungul barei. 
Dacă pe lungimea, infinit mică d se presupune efortul unitar constant, 
lungirea elemenţlui da are expresia 


iesit da: Edge ( 
p Bla 


Integrind pe întreaga lungime 1 a barei, se obţine lungirea totală 


n Y2) da. 


(2 + Za) 1 


i 1 (P? PU 
ai = | ace = 6 (3 2 |dz | = . 
j „ala 9) patop ză 
Notând greutatea, proprie a barei G = LA, se poate serie 
(2 3 =) 1 
A = ici 0 VARII (2.14) 


Relaţia de mai sus este la, fel cu (2.5), cu deosebirea, că la sarcina utilă 
P se adaugă jumătate din greutatea proprie. Bara verticală fără forță 
exterioară, supusă numai acțiunii greutăţii proprii, are lungirea, 


AI e Dn e (2.15) 


Se poate face şi un calcul al deplasărilor. Secţiunea aflată la distanţa 2 
de capătul liber (fig. 2.6) are o deplasare u egală cu lungirea părții de bară 
de deasupra ei. Aceasta, se poate exprima, scriind lungirea segmentului dz 
și integrind de la a pînă la a =], 


Ei e [ 
ua = Ado= 6 (a +12) = 
1[P Y 
= — JL (2 — ap2) [e 
pauze 2] 


Se vede că deplasarea v variază după o lege parabolică, reprezentată 
în fig. 2.6, valorile extreme fiind 


_ PLX — 
Za 28 all 
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Bara, de lungime mare şi secţiune constantă, aşezată vertical, se di- 
mensionează în aşa, fel ca în secțiunea, periculoasă, să se atingă rezistența, 
admisibilă. Restul materialului va, fi utilizat neeconomic. Ca remediu, se 
pot construi bare de secțiune variabilă în lungul lor. Una din soluţiile inte- 
resante din punct de vedere matematic, este bara de egală rezistenţă. la 


Fig, 2.7 


întindere sau compresiune, la care, pentru ca efortul unitar să fie constant 
în întreaga, bară, aria secțiunii trebuie să varieze în lungul barei (fig. 2.7) 
după o lege exponențială. 

Notând cu G, greutatea, de bară situată sub secţiunea, z, se poate serie 
ecuaţia de echilibru în acea secţiune - 


Azo = P+ Ga 


Considerînd elementul de volum dintre secţiunile z şi a + dz ca pris- 
maţic, deci de greutate A. dz, se poate serie echilibrul în secţiunea 
a + de 


(A+ d43)o = P+G, YA da. 
Prin scădere, se obține ecuaţia, diferențială a barei de egală rezistenţă 
la, întindere 
dA: o = YA de 
respectiv 


a cărei soluţie este 


Aplicînd ecuaţia în capătul liber, unde 2 =—0 şi A = Ap, rezultă 
In Ag = 0, iar soluţia devine 


Ap = Ape” (2.16) 


Forma barei de egală rezistență este neeconomică din punct de vedere 
al execuţiei. De aceea, ea se înlocuiește prin porțiuni âe bară prismatică, 
cum se arată în problema, 2.9. 


6. ENERGIA POTENȚIALĂ DE DEFORMAȚIE 


Se consideră o bară ca în figura 2.1, de secţiune A şi lungime Î, soli- 
citată static prin forţa, P. În timp ce forța P creşte, de la zero la valoarea 
finală, ea, dezvoltă un lucru mecanic exterior, care se transformă în energie 
potențială de deformaţie, acumulată de materialul barei, şi energie cinetică 
a maselor în mișcare. Dacă solicitarea este statică, deci viteza este foarte 
mică, energia, cinetică este practic nulă și întreg lucrul mecanic L al forței 
P se transformă în energie de deformaţie U. Fiind vorba de o solicitare ce 
ascultă, de legea lui Hooke, relajia între forța axială şi lungirea barei este 
reprezentată de dreapta 080 din figura, 2.3. Pentru o creştere elementară, 

d(AJ) a lungirii, cînd forța axială are va- 
Forța + ă Joarea p, lucrul mecanic elementar este 


axial 
dL = dU = p- â(AD), 


— fiind reprezentat de aria dreptunghiului 

! BB,B'B'. Pentru variaţia, finită a, forței 

axiale, de la zero la P, energia este 

i fă " xeprezentată de suprafaţa triunghiului 
000' 


N 2, 
al DLP p. E a Pl 
gg 


BA BA 


A - 
Z) £] Jzz Zungirea (2.17) 
A : Această relaţie corespunde unei 


bare prismatice, respectiv unei forțe 
Fig. 2.8 axiale constante în lungul bazei. Cînd 
aceste condiţii nu sînt îndeplinite, relația 
se poate aplica unui element de lungime al barei, sub forma 


2 
AR li 
BA 


(2.18) 
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iar energia totală acumulată de bară se află din relaţia 


(2.19) 


I = ) Ndz, 
o 2EA 
În rezistenţa maierialelor prezintă un deosebit interes energia de 
deformație acumulată de unitatea de volum, 
notată cu U,, care se obţine din relația (2.18) 6 


N2dz 
g, AU _2E4_ 
1 av  Adz 
= 2 2 
PR E A DRRDIRI e8A -  REA SOR 


Această, energie se interpretează prin supra- 
faţa triunghiului OAB din figura 2.9. Pornind 
de la, relaţia (2.20), se poate serie energia acumulată, de elementul de volum 
dY (egală cu cea, dată de relația 2.18) 


Fig. 2.9 


g2 
dU = U,-4V = —dV. 
PE 
respectiv energia totală acumulată de bară 
2 
V=( v.ap=| Say. 2.21 
j, A j, 2B ( ) 


În mod convenţional, se consideră, ca, energie acumulată de unitatea 
de volum pînă la rupere întreaga suprafaţă de sub curba caracteristică 
OACD din îigura 2.9. 


PROBLEME 


2.1. Să se dimensioneze o tijă cilindrică din oţel, solicitată la întindere cu o forţă N= 
= 2000 daN, în două ipoteze : a) rezistenţa admisibilă este oa = 1 500 daN/em?; b) se admite o 
lungire specifică maximă e = 0,05%. Oţelul are E == 2,1*10% daN/em?, 
Conform primei ipoteze, formula (2.6) dă 


N 2000 ma 
Anee = — = 1,33cm?= 23 ds 1,80cm, 
: Sa 1500 4 iz 
În a doua ipoteză, din formula de dimensionare (2.9), se obține 
2 000 zi 
Anec = 1,905 cm?; d= 1,56em, 


eE 0,0005 + 2 100 000 
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2.2. Să se calculeze lungirea barei de la problema precedentă, în ambele ipoteze, dacă 
dungimea ei inițiată este 1 = 21 m şi să se verifice efortul unitar care se produce în bara dimensio- 
nată în ipoteza a doua, neglijind greutatea -proprie, 


La prima ipoteză, deformația este dată de formula (2.5) 


În acest caz, efortul unitar este tocmai Sa şi rezultă 


1 500 -2 100 
| = 15em, 
2 100 000 


În ipoteza a doua se cunoaște e = 0,0005, iar deformația este dată tot de formula (2.5) 
Al = el= 0,0005 -2 100 = 1,05 cm. | 


Pentru verificarea efortului unitar în a doua ipoteză, se aplică formula (2.7) 


N 2 000 
Op = — = Taz = 1050 daN/em?, 
Asp 1,905 


Se observă că această valoare este mai mică decit rezistența admisibilă din prima ipoteză, 
2.3. O bară de oţel, de secțiune constantă și lungime 1 == 600 mm, se lungește sub acţiunea 
unei forţe cu 0,6 mm. Să se calculeze mărimea forței, ştiind că volumul barei este de 360 cm?. 
Formula care dă lungirea se poate seriei i 
NI NE NE 


Ala — = 


4E AIE VE 


de unde rezultă E 
VEAL 360 2,1 :10%-0,06 
602 


== 12 600 daN, 


2.4. O ţeavă de oţel, de diametru exterior D == 74 mm, diametru interior d = 68 mm 
și lungime 1= 8 m, este întinsă cu o forţă N = 6 500 daN. Să se afle efortul unitar și lungirea 
țevii neglijind greutatea proprie 


e Pi a a 209 7idzN pă 
ta) E (7,42 — 6,82) 


NI . na SI a 9710800. 0 sp 
i 3 a a 037 em, 
E E 210100 


2.5. O cornieră cu aripi egale 100xX100xX10 STAS 424-71 este supusă unei forţe de întin- 
dare cj = 25 000 daN suh efectul căreia se lungește cu 5 mm. Care a fost lungimea inițială a 
arei Ș s - - 
În tabelul anexă 5 se găseşte aria secţiunii A = 19,2 cm?, Din formula (2.5) se află 
lungimea barei i 
AEAI  19,2:2,1+106-0,5 


— = 806,4 cm, 
N 25 000 
i a 
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2.6. Un cablu de oţel, iung de.25 m, format din 6 toroane a 19 fire, fiecare cu diametrul 
de 1,25 mm, este supus unei forțe de întindere și se lungeşte cu 25 mm. Care este valoarea acelei 
forţe şi care este mărimea efortului unitar produs? 

Folosind formula (2.5) .se..găseşte forța N 


70 0,1252 
a 96:19 = 1,4fom2 


z 
1,4:241:109-2,5 e 
im A RAI ee. 2940020. OA GA dan 


4 2 500 a Fi 


2 940 
ga A = 2940 _ 2 100 daNjem2 
A 14 
AN 2,5-2,1-10% 
= —E= = 2 100 daN/em?. 
Li 2 500 


2.7, Să se determine lungirea totală a unei bare de oţel de diametru d = 30 mm și lun- 
gime 1 = 900 mm, supusă sistemului de forţe din figura 2.10, în care Q== 5000 daN și 
P = 2400 daN aia 


P— 
Qi 3 i P 
A 9 = 
AE  AE 4AE (3 
= sl -1200 = 0,0255 em 
7405+2,1*105 Zi ” 


În rezolvarea de mai sus, s-a presupus că întreaga bară este întinsă cu 
forţa Q, iar treimea mijlocie este în plus comprimată cu forţa P. La același 
rezultat se ajungea scriind că treimile de la capete sînt întinse cu Q, iar 
cea mijlocie cu Q — P. 

2,9. Să se dimensioneze o tijă cilindrică de oţel, verticală, lungă de 
1000 m, întinsă la capătul inferior cu o forţă de 2000 daN, dacă 0a= 
== 1.000 daN/em?, ţinînd seama de greutatea proprie. Să se calculeze de- 
plasarea capătului libex al tijei. Să se determine lungimea de rupere a ma- 
terialului sub greutatea proprie, dacă rezistenţa sa de rupere este 0.= 
= 4000 daN/em?, . 

Se dimensionează bara cu ajutorul formulei (2.13) 


P 2 000 2 000 nd 
Ance 9,3 cm: . 
Sa — Yl 7,85 215 4 
1000 — 100 000 
1000 


Greutatea specifică a oțelului este 7,85 daN/dms, ceea ce în formula de dimensionare 


3 000 daNjem?, Rezultă diametrul 


devine = 


d= 344cm. 
Greutatea totală a barei este 


7,85 
6 = yiA = —— *100 000:9,3 = 7 300 daN. 
1 000 


Sl 


Deplasarea totală a capătului liber este dată de relaţia (2.14) 
G 7 300 
[> + =) i (zoo + >) 100 000 


ga” 27100 000-9,3 


u= Al 


28,9 cm, 


Lungimea la care acest material s-ar rupe, sub greutatea proprie, independent de secţi- 
unea sa, este 


LA 4 000 
Ip =— = a = 509 554 Bă a 
7 y 7-85 cm 2 5 095 m 
1 000 y 


(asa se dimensioneze o tijă verticală de oţel, de lungime [== 1 000 m, cu og = 1500 
, 'daN/Om?/ avind de suportat o forță de întindere P = 1 000 daN aplicată în capăt, în două 
upoteze : a) se face de secţiune constantă ; b) se face din patru porţiuni de lungimi egale,. ca în 
îigura 2.11. Să se compare greutăţile barei în cele două alternative, 
În prima variantă, secţiunea se află cu relația (2.13) 


P 1000 


A A 
Mee 1500 — 7,85-103-100 090 


1,40 cm?, 


În a doua variantă, se aplică succesiv relaţia (2.13). Pe intervalul cel 
mai de jos al barei, se obţine 


Greutatea primei porţiuni de bară este 
G1 => YAalu = 7,85*103:0,77+25 000 = 151 daN, 


P"p Pentru a doua porţiune, dimensionarea se face adăugind pe G, la 
forţa exterioară 


P+G, 1.000 + 151 
1500 = '7,85-10-3-25 000 


Fig. 211 


G, = pAal, = 7,85*1090,88*25 000 = 173 daN. 
Procedind pe aceeaşi cale, se află 
Ap = 1,01 cm2; Ga== 197 daN; A til6em?; G= 228_daN, 
Greutatea totală a barei, în a doua variantă, este 
G= Gu + Ga + Ga + Gy => 749 dan. 
În prima variantă, greutatea este să 


G = yAl = 7,85 103 1,40 *100 000 = 1 100 daN, 


Se observă că în varianta a doua se folosește numai 68%, din materialul necesar în prima 
variantă. În calculele făcute nu s-a ţinut seama de faptul că dimensiunile obținute suferă unele 
utoditicări, în funcţie de dimensiunile standardizate de fabricaţie. 
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2,10 Un stilp de fontă (fig. 2.12) de secţiune inelară cu d=— 0,8 D, avind lungimea 
d, = 4 m, este încărcat cu o forță P = 40 000 daN. EI se reazemă, prin intermediul unei plăci 
de fontă, pe o fundaţie de beton de înălțime 1, = 50 cm. Se cere să se dimensioneze stilpul, placa 
intermediară și fundaţia, dacă se dau următoarele rezistenţe admisibile ; pentru fontă az = 
= 900 daN/em?; pentru beton cap = 45 daN/em?; pentru te- 
xenul de fundaţie agp = 4 daN/em?. Stilpulse dimensionează 
cu relaţia (2.6) 


P 40 000 xD 
As 44,4 cm? ( — 0,85; 
day 900 
D = 12,55cm; d== 10,05 em. 
Se votunjesc rezultatele la 
D= 130mm; d = 100 mm, 


Greutatea stilpului, ca şi a plăcii de fundaţie, este ne- 
glijabilă în comparaţie cu sarcina P aşa că nu se introduce 
în calcul. 

Placa intermediară de fontă, avind forma pătrată, se 
dimensionează pe baza rezistenţei admisibile a betonului 


P 40 000 
A 888 cm:= a?; a = 29,8430 cm, 
Sab 45 - 


La dimensionarea fundaţiei, se poate ţine seama şi de i 
greutatea proprie a ei Fig, 2.12 


P 40 000 


A = n = 10280 cm, 
a 2103-50 


Sap — Yuls 
Latura secţiunii fundaţiei este 


a:= V10 280 = 101,4 2 100 cm. 


7. PROBLEME STATIC NEDETERMINATE DE ÎNILINDERE ŞI DE COMPRESIUNE 


Folosirea ecuaţiilor de deformaţii dă posibilitatea de a se rezolva 
probleme statie nedeterminate dintre cele mai variate. Astiel, se poate 
descompune o forţă într-un număr de componente concurente sau paralele 
mai mare decît numărul de ecuaţii din statică ; se pot studia efectele va- 
riaţiilor de temperatură în sisteme staţie nedeterminate. Rezolvarea, pro- 
blemelor static nedeterminate, pe baza considerajţiilor de deformaţii, 
implică cunoașterea prealabilă — sau admiterea drept cunoscute — a, 
vigidităţilor BA. Alegînd la întimplare aceste rigidităţi, se pot determina 
eforturile unitare, dar nu se pot realiza soluţii economice, care să ducă la 
atingerea, rezistenței admisibile în toate elementele construcţiei. Acest 
deziderat; se poate realiza prin aproximaţii succesive, moditicînd rigidi- 
tăţile elementelor componente ale sistemului static nedeterminat, În cele 
ce urmează, se vor examina problemele tipice static nedeterminate de 
întindere şi compresiune. 
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'Prebuie subliniat că în scrierea, ecnajţiilor de deformaţii trebuie sta- 
bilită corect, la fiecare problerhă, condiție de deformdţie pe care trebuie să o 
satisfacă bara sau sistemul de bare. Din condiția de deformaţie rezultă 
una sau mai multe ecuaţii, care se adaugă celor de echilibru şi permit rezolvarea 
problemei statie nedeterminate. 


a. BARE CU SECȚIUNI NEOMOGENE, SOLICITATE 
UA ÎNTINDERE Şi COMPRESIUNE 


în cele studiate pînă acum, s-a presupus că secţiunea unei bare este 
omogenă, iar eforturile unitare se distribuie uniform pe ea. Se întîlnesc 
adesea, bare cu secțiuni neomogene, aiică bare prismatice la care, în fiecare 
secțiune, există două sau mai multe materiale diferite : stilpi de beton 
armat, cabluri de cupru sau aluminiu cu inimă de oţel ete. Se pune pro- 
blema determinării modului de repartizare a eforturilor unitare într-o 
astfel de secţiune, dacă se cunoaște forța axială N aplicată întregii secţiuni. 

Se consideră o bară avînd în secţiune două materiale, de arii A, Aa 
şi module de elasticitate E, E. Raportul între ariile A,, A, se menţine 
același în orice secțiune a barei, iar fiecare material, luat aparte, formează 
o bară dreaptă. 

Dacă se notează cu N, N, fracţiunile din forţa axială N preluate de 
cele două materiale, ecuaţia din mecanică este 


NN, 4 Na 


[ste necesară precizarea condiţiei de deformaţie. În acest; scop, se 
admite că materialele componente sînt sobidarizate între ele, deci deformaţiile 
lor sînt egale. Aplicînd legea lui Hooke fiecărui maiterial, condiţia de detor- 
majie devin6 


Înmulțind fiecare raport cu aria materialului respectiv și scriind că 
rapoartele sînt egale cu suma numărăţorilor împărțită cu suma numitorilor, 
rezultă , , 

SA zi 02As 2 Oua -t GaA2 NF Na __ N ) 
BA Ba Aa BA + BA E. = DP Boa BA + BAe 


91, S2 


Ba, "2 


Din primul și ultimul raport, apoi din al doilea și ultimul, rezultă 


NE, N 


E i WE, E] 
BA, + BA 4 +24 € 
E, 


BA + BA Bay Ag 
A He 


“ 


(2.22) 
N, = 0x41; Na = oa. 
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Pa 


După cum se vede, s-a procedat la. verificarea unei bare de rigidităţi 
cunoscute. 

Bara ar lucra, în condiţiile cele mai economice dacă în ambele materiale 
s-ar atinge rezistenţa admisibilă, respectiv dacă condiția de deformajii s-ar 
putea scrie 


918 


B 


= 02, 


Fe 


În general, o astfel de relaţie nu poate fi satisfăcută. De aceea, la dimen- 
sionarea unei bare cu secțiune neomogenă se va realiza rezistența admisi- 
bilă numai în, unul dintre materiale, celălalt fiind solicitat sub rezistența 
admisibilă. 

b. BARA DUBLU ARTICULATĂ 

Se consideră bara din figura, 2.13, de rigiditate BA, articulată la, 
ambele capete și încărcată cu forța P, de-a lungul axei barei, aplicată 
în punctul M. Se cer reacţiunile H,, H, din articulaţii. 

Ecuația de proiecţii pe direcţia barei 


A +8, —P=0 


conţine două necunoscute, H,, H2. Pentru scrierea ecuaţiei suplimentare 
trebuie stabiliţă condiţia de deformaţie. Este evident că porțiunea de 


" bară 1—8 este întinsă, deci punctul M se va deplasa în M, iar porţiunea, 


de bară 3—2 este comprimată. Cum însă reazemele stau pe loc, lungirea 
totală a barei (suma lungirilor celor donă porțiuni) este nulă. : 

Pe intervalul 1—2, forţa axială este Ng == H,, iar pe intervalul al 
doilea, Na = HA, — P= — 

Se scrie că lungirea totală este nulă 


Ha (E — Pb 


BA HA 


AN 


0, 


de unde rezultă a doua ecuaţie 
Ha + (E, — Pb =0. 


Rezolvarea, sistemului dă 


H, d pb. a. 
a+b A A 


Metoda expusă este aplicabilă pentru orice număr de forțe, respectiv 
şi pentru cazul cînd rigiditatea se schimbă pe diferite intervale ale barei. 
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c, SISTEM DE BEARE PARALELE 


_Se consideră bara OB din figura 2.14, articulată în O, încărcată cu 
forța P și legată prin trei tije verticale, de lungime ! şi rigidităţi 2,4, 
BA E5As, aşezate ca pe desen. Se cere să se determine reacţiunea din 
articulaţie şi eforturile N, X, N din cele trei bare. 

Componenta otizontală a reacţiunii din articulaţie este nulă (HE — 0). 
Cele două ecuaţii de echilibru din mecanică sînt 


VAN ++ N—P=0 (1) 
Nada + Nada + Nada — Pd = 0 (2) 


Problema, are patru necunoscute, deci sînt; necesare încă două ecuaţii. 
În acest scop, trebuie precizată condiţia de deformaţie. Se obține o rezol- 
vare simplă a problemei, punînd condiţia că bara OB este de rigiditate 
mare, deci rămîne rectilinie atunei cînd sistemul se deformează (fig. 2.14, c). 


Fig. 2.14 


Ca, urmare, se poate serie că lungirile barelor, notate pe desen, sînt; pro- 
porţionale cu distanţele la articulaţie 


AL = tea; Ala = dia; Ala = datga. 
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înlocăind. lungirile prin expresiile date de formula (2.5), rezultă 


S'A] NA N 
= dtgo ; = da tao ; datg «. 3)—(5 
EA ARI a a AER gug & (3)—(5) 


S-au obţinut astfel 5 ecuaţii, a căror rezolvare permite determinarea 
celor paru necunoscute iniţiale şi a necunoscutei suplimentare tga. 
Exemplul tratat a fost un câz particular ; se pot imagina numeroase alte 
variante ale problemei. 


d. SISTEM DE BARE ARTICULATE 0ONCUBENTE 


Se dau trei bare articulate, ca în figura 2.15, avînd aplicată în pun- 
eul D o sarcină verticală; P. Sistemul are simetrie geometrică și mecanică, 
barele laterale avind rigiditatea B,4,, iar bara centrală EA. Se cer efor- 
turile în bare. Simetria, figurii sau ecuaţia de proiecţii pe orizontală arată 
că barele laterale au același efort N. Se scrie ecuaţia de proiecții pe ver- 
ticală, pentru nodul D, 


N+2N,cosa —P:=0. (1) 


Este necesară a doua ecuaţie. Condiţia de detormaţie rezultă din 
triunghiul DED, 
DB == DD, cos (a — Aa). 


Segmentul D,B este lungirea barei BD 


iar segmentul DD, măsoară lungirea barei 
centrale 
N(leos «) 


DD, = 

BA 
Înlocuind în condiţia de deformaţie și 
neglijind variaţia de unghi A, se obţine 


NI _ Nicostea 


(2) E 
BA DA Fig, 2.15 
Rezolvînd sistemul de ecuaţii (1) şi (2), se găseşte 
Ș Za Ma =. 
1-3 4rÂ2 cosăa - COS a 
BA 
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e. EFORTURI UNITARE DATORITE DILATĂRILOR ÎMPIEDIOATE- 


Dacă o bară „de lungime i, făcută Gintr-un material cu coeficient 
de dilatare termică liniară a, suferă o creştere de temperatură uniformă 
Aj = îi — tn, ea se lungește cu cantitatea, : 


AJ = alt == alţi, — tş). (2.23) 


Această lungire se produce nestingherită în bare izolate, ca şi în 


sisteme de bare statie determinate (fig. 2.16, a). Din contra, în sisteme 
statie nedeterminate (fig. 2.16, b) dilasările stut în parte sau total împie- 


Ls 


Fig. 2.16 


Fig. 2.17 


dicate, fapt care duce la producerea, unor eforturi unitare în bare. Se con- 
sideră cazul cel mai simplu, al barei din figura 2.17, rezemată între doi 
pereţi rigizi, care nu permit nici o dilatare. Dacă dilatarea ar ti liberă, 
bara s-ar lungi cu cantitatea Al, dată de relaţia (2.23). Pereţii se opun 
acestei lungiri, fapt care duce la apariţia unei forțe de compresiune cu 
efeot opus dilatării. Condiţia de deformajie se scrie astfel : lungirea, dato- 
rită dilatării, minus scurtarea datorită forței N, dă deformația tiotală a 
bazei, care este nulă, i 


AL = alAţ — EA = 
BA 
Rezulţă de aici 
N = BAaâi, (2.24) 
iar efortul unitar datorit dilatării împiedicate este 
6 = BaAt = Bat, — în). (2.25) 


Dacă în capătul baxei există un joc cunoscut — rost de dilataţie — 
de mărime 5, reajia: de deformajţie se serie 


XVI 3 2 
pd (2.26) 


alAi — 


Y, 


iar rezolvarea, ei dă pe X. Dacă N rezultă negativ, înseamnă că dilatarea, 
nu umple rostul şi deci nu se produc eforturi unitare termice. 
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Problema, se tratează similar pentru un şir de bare aşezate cap la 
cap, sprijinite între doi pereţi rigizi, ca în figura 2.18. Condiţia de detor- 
majţie este aceeași ca mau sus. Forţa de compresiune W este comună tuturor 
barelor şi ea se află din ecuaţia 


A = al At + cala At + aslgAt — 


/ I, l 
N 1 2 8 ) == 0, 
(3 "Za, * 24 


Etectele nefavorabile datorate di- 
jatărilor împiedicate se înlătură, FE Ă 
cînd este posibil, prin rosturi de dilataţie la șine sau la construcţii mari 
de beton, prin folosirea de reazeme pe role la poduri metalice, prin uti- 
lizarea, de piese curbe în conducte de abur etc. 

În tabelul anexă 4 se dau valorile lui a pentru câteva materiale. 


Fig. 2.18 


PROBLEME 


2,11, Un cablu de cupru, cu inima de oţel, este supus unei forțe de întindere N = 1 800 dan. 
Secţiunea de cupru este Agu= 1,256 cm?, realizată prin 10 fire cu diametrul de 4 mm. 
Se cere: 1) Să se determine secţiunea de oţel, luînd 


E 83 
a = 23 3i cuo == 1 200 daNjem?; 2) Să se determine efortul unitar efectiv în cupru. 
or = EL 
Se folosesc formulele (2.22) 
N N 
s= Bo 90 = g < Sao 
Aga + Aor AoL + Aca 
Ecu Eor 
N E 1.800 8 
A oa Aga 1,256 — = 0,83 cm? 
Sao, Ey 1200 15 
1800 
Su >= 


= 640 daN/em?, 
1,256 + 0,83 ră ş 


2.12. Un cablu electric este compus din 36 fire de cupru cu d, = 1,2 mm şi 26 fire de oţel 
cu da = 1,8 mm. Se cere să se afle sarcina P pe care o poate suporta cablul, dacă rezistenţele 
admisibile ale celor două materiale sînt: ogor, = 1200 daN/em?, acu = 1 000 daNjem? iar 
raportul modulelor de elasticitate este - 


î Lo 8 


Eou 15 


Sub sarcină, în unul din materiale se va atinge rezistența admisibilă iar celălalt va fi soli- 
citat sub sau peste valoarea ag. Să presupuneri că ojelul este solicitat pînă la rezistenţa admisi- 
bilă, Se va verifica apoi dacă cuprul este supraincăreat sau nu. Secţiunile celor două materiale 
sînt 


Acu = 36*0,0118 = 0,407 cm; Ar, 26:0,0254 = 0,661 cm. 
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Întrucit cca = cor, rezultă 


= îs fagi 20. ti-006 3.8: 20040 aa feat 
Eca Zar : Cu o; Zori 15 > em, 


Forţa capabilă a cablului este 


P = cu Aca + corAor = 640:0,407 + 1 200-0,661 = 1 053 daN. 
Valoarea ogu = 640 daN/em? este sub rezistența admisibilă, așa că ipoteza de calcul aleasă 
este bună. 


2.18. Între platourile unei prese (fig. 2.19) se comprimă un cilindru de cupru de secțiune 
Acu aşezat în interiorul unui tub de oţel de secţiune Aor. Ambele piese au aceeași lungime. 
Se cer fracţiunile din forța N cu care se încarcă cele două materiale şi eforturile unitare care se 
produc în ele. Se neglijează deformaţiile transversale. Aplicaţie numerică : 


Eca _8. 
Bo 15 


N = 20.000 daN, Acu = 10cm?, Aor, = 15 0m?, 


Scurtările ambelor materiale, din cauza apropierii platourilor presei, sînt . Se ie 
formulele (2.22) propierii p presei, sint egale. Se aplică 


N 20 000 
9Cu 524 daN/em? 
ȘI Eor 1 
Cu + FA AoL 10 19 
i 
N 20 000 


= 5 ————= 984 daN/em? 
2 Acu + 40 O :10+4+15 
15 
Nou = G0uA0u = 524*10 == 5240 daN 
Nor = cor.Aor, = 984*15 = 14 760 daN 
N = Nou + Nor, = 5 240 + 14760 = 20.000 dan. 


Fig. 2.19 Fig. 2.20 


2.14. O bară omogenă AB, de greutate G, cu rigiditate destul de mare, este suspendată 
de trei fire, așezate simetric ca în figura 2.20, şi anume: unul, central, de oţel, cu secţiunea 
AAox și două de cupru, laterale, fiecare de secțiune Acu. Se cer eforturile unitare care se produc 
în cele trei fire. Aplicaţie numerică : G = 7 000 daN, Aor= 4 em?, Acu = 5 cm2. 
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Ecuația de momente față de C dă 


Sa — Ssa=0; Si= Sg (î 
Ecuația de proiecţii pe verticală se scrie . 
G= 5, + Sp + Sa 2). 
Din cauza simetriei figurii, toate firele se lungesc la fel și formulele de deformații devin. 
al, = a RSRRE Ra: Sa, 6) 
Ecu Acu EoLAor Ecu4cu  EorAor 


Sistemul de ecuaţii (1), (2), (3), dă necunoscutele S,, Sz, Sa. Trecind la aplicaţia numerică, 
se obţin următoarele rezultate 


Eca A s 5 2 
Sam ig, 00, 000 ce gi e At Ss, 
For * 401, 15473 
2-2 
25, Sp SE Sat Sa s,=e 


3 2 
Sa = 7 +7.000 == 3 000 daN; Su 2% 8 000 se 2 00D'daN. 


Eforturile unitare care se produc în fire sînt 


E 3 000 2 000 
Dor = = aa me a 750 daN/em?; acu = A daNjen:, 
Aor, 4 Acu 


2.15. Şinele unei linii de tramvai au fost montate Ja o temperatură de 10*C. Ce eforturi 
unitare se produc în ele cind temperatura exterioară este de 40*C? 

Șinele de tramvai se sudează și deci dilatarea lor este împiedicată. Coeficientul de dilatare 
termică al oţelului, după tabelul. anexă 4, are valoarea «= 12-10-5, Împiedicind dilatarea 
se produce un efort unitar dat de formula (2.25) 


O 0 Bodly — î) = 241+106-12-10"5(40 — 10) = 756 daNJem?,. 


2.16. Un șurub de cupru, de secţiune Acu, se înșurubează, la o temperatură 1;, într-o piesă: 
de oţel, de secțiune Ag, în aşa îel încît să nu se producă nici o forţă de întindere sau compresiune 
deci niciun efort unitar în piese. Şurubul nu are joc. Se cer eforturile unitare care se produc în 
cele două piese cînd ansamblul se încălzește la o temperatură 4. Aplicaţie numerică : tp = 20C,. 
ta = 70, Acu = 4cm?, Ar, = 10 cn, 

Din cauza coeficientului de dilatare diferit, cuprul caută să se dilate mai mult decit oţelul, 
dar oţelul se opune parţial acestei dilatări. Se naște o forţă axială care întinde oţelul și comprimă 
cuprul, notată cu N. Lungirea șurubului de cupru rezultă din lungirea datorită dilatării, minus 
scurtarea datorită forței N, iar lungirea oţelului din dilatare, plus lungirea datorită forţei N 


NE AL A, 19) + N 
a A. O0L = “OL| — to 
EouAcu Î 


Cele două lungiri fiind egale, rezultă ecuaţia care determină forța N 


ta 


N 
(Pt «oL(i, / 
%outfa 0) EcaAca o(î 0) & EorAor, 


Alcu = %oul(h, — to) Eorior, 


 — „(cu — &ord(ti — fo)4orEor 
AorEou 


AcuEca 
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15 

În cazul aplicaţiei numerice, cu «ou şi cor, luaţi din tabelul anexă 4 şi cu a = z » 
o; 
rezultă “i 
(17 — 12)10-5-(70 — 2191021106 
N 923 daN. 
10 15 za 
4.8 


i 


Eforturile unitare produse de forţa N în cele două materiale sînt 


N 923 N 923 
GOI, = —m 2 a = 92,3 daNfem?; cca = — = — == 231 daNfem?, 
Aou 10 Aoa 4 


Peste anumite limite de variaţie a temperaturii, aceste eforturi unitare pot deveni peri- 
culoase, 


8. CURBE FUNICULARE ELASTICE 


În mecanica, teoretică se studiază echilibrul firelor perfect flexibile și 
inextensibile, care, sub efectul forţelor cuprinse într-un plan vertical, iau 
forma, curbei funiculare numite lănţișor. Cind săgeata curbei funiculare 
este relativ mică — cazul liniilor de telecomunicaţii şi de transport de 
energie electrică —, lănţişorul poate fi asimilat cu o parabolă, avind 
ecuaţia, diferenţială 
dy 


H 
da? 


= p = const, (2.27) 


unde p reprezintă greutatea unităţii de lungime a, firului, iar H este pro- 
iecţia orizontală a efortului de întindere din fir. Se știe că una din legile 
curbelor funiculare este că efortul H este acelaşi în orice secţiune. La curba 
funiculară parabolă, acest efort poate fi considerat aproximativ egal cu 
însuși efortul de. întindere $, dirijat pe tangenta la, fir. 
Rezolvarea ecuaţiei diferențiale (2.27), cu condiţiile la limită ce rezultă 

din fig. 2.21, duce la următoarele rezultate : 
— ecuaţia curbei funiculare 

y = pe; (2.28) 
— săgeata maximă, în mijloc 

f = pe8H; (2.29) 


— lungimea totală de tir (lungimea 
Fig, 2.21 curbei) , 


8 = 1 + p209/24H2, (2.30) 


Dimensionarea, de rezistență se poate face cunoscînd pe H și ca. 
Unele probleme de curbe funiculare se pot rezolva introducând în 
calcul deformajiile firului elastic. Așa este, de exemplu, problema deter- 
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minării forței de montaj a unei curbe funiculare, așa ca în timpul iernii 
să nu se depăşească rezistența admisibilă, - 

La, întinderea, unei linii aeriene trebuie să se ţină seama nu numai de 
solicitarea produsă de forţa H, ci mai ales, de variaţia acesteia cu tem- 
peratura. O linie înţinsă prea mult în timpul verii este în pericol să se 
rupă iarna, din cauza contracției produse de variaţia temperaturii. 

Este deci necesar să se determine forța de întindere din momenţul 
montajului, în așa fel încât în condiţiile cele mai grele din timpul iernii să 
se atingă, fără a se depăși, rezistența admisibilă a materialului firului. 
Sarcina care acţionează firul în momentul montajului este p,, egală cn 
greutatea proprie. În momentul critic din timpul iernii sarcina este Po 
egală cu p, dacă se ia în considerare numai greutatea proprie sau mai 
mare decît p, dacă se ţine seama de efectul vîntului şi chiciurii. Tempera- 
tura din ziua, montajului este 1,, iar cea critică î,. Forţa de întindere din 
situaţia critică este . 

Ho = o. 


Se ştie că variaţia de lungime a firului între situaţia critică și ziua 
cînd se face montajul este datorită variaţiei de temperatură şi variaţiei 
forţei de întindere. În baza formulei (2.30) lungimea firului în cele două 
situaţii este 


pl pila 
%=l 3% =1- . 
iii 2483! 1 o pan? 
Variajţia de lungime este 
2 2 
As = 8 sa = (22), 
D4 LE? 3 
Pe de altă parte, ea mai poate îi scrisă 
H, — Ho)l 
As Ut — (Ha Li 
alții 0) + BA 


Şi aici s-a făcut; o aproximaţie, considerînd lungimea firului ] în luc de s. 
Se observă că în ultima relaţie primul termen din membrul al doilea 
este pozitiv, iar celălalt negativ, adică, pe măsura, creșterii temperaturii, 
firul se lungește prin dilatare și se scurtează — în mai mică măsură — 
prin scăderea forţei de întindere H. Egalind cele două valori As, se obţine 


P (pi 1% H, — Hg 
(ta — i . ; 
i (3, n) = îp) + (2:31) 

În această relaţie, toate mărimile afară de H, sînt cunoscute. Se 
găseşte o ecuţie de gradul al treilea în H,, cu o singură rădăcină reală, 
care determină forța de întindere din momentul montajului. Mărimea 
acesteia, se citește pe un dinamometru. Dacă pe şantier nu există dinamo- 
metru, calculul de mai sus se poate face în funcţie de săgeți. 


63 


În practică se întocmesc tabele. pentru diferite deschideri î, diferite 
secţiuni, temperaturi și maieriale, in caze se citeşte mărimea, A, corespun- 
zătoare temperaturii î, dată de termometru, 

Care sînt mărimile sarcinilor Po Şi p, ce intră în calcule? După cum s-a, 
arătat, p, este greutatea, proprie firului, măsurată în daN om sau daN/m. 
Pentru pa, se prevăd două situaţii critice în care se va, face calculul : 

— la temperatura de — 300, luînd p, = 2 

— la temperatura î, == — 50, luînd ca, sarcină Po greutatea proprie 
plus efectul poleiului și al vînţului. În ceea, ce priveşte mărimile acestor 
sareini suplimentare, indicaţiile se dau în literatura, de specialitate. 

Pentru ambele verificări (la, — 30*0 şi — 5*0), trebuie să rezulte un 
coeficient; de siguranţă faţă de rezistenţa, de rupere de cel puţin 2 pentru 
"conductoare-funie şi 2,5 pentru condudtoare masive. Cu alte cuvinte, în 


. i 6, PI 6, 
calculul descris mai sus se va, lua, 0, S pu, respectiv o, SS -—f-e 


Formulele stabilite mai sus sint omogene, deci valabile în orice sis- 
tem de unităţi. Pentru simplificare, se pot măsura: A în mm, E în 
daN /mm?, 1 în m, p, și po în daN/m. 


PROBLEME 


2.17. Să se calculeze forța de intindere a unui cablu de cupru, de secţiune A = 25 mm, 
“greutate proprie p, = 0,224 daN/m, pe stilpi distanțaţi cu 1= 60 m, montajul făcindu-se la 
d, = 20*C,: Calculul se va face în două ipoteze critice: să se atingă rezistența admisibilă 
Ga = 1 300 daNjem? fie la 1; = — 30*C cu sarcina Po = Pro île la to == — 5*C cu sarcina totală 
Po = 0.818 daN/m. Coeficientul de dilatare termică liniară este a:= 17:109 ia E= 
= 12 sop JEN, 

mm? . 
Calculul în prima ipoteză are datele cunoscute 


? A =200, = — 8300, pi = pg = 0,224 daN/m, 


Ho = Aa = 25-13 == 325 daN, 
Se aplică ecuaţia (2.31) 


HI, — 325 
12800;25 * 


602 ( 0,2242 0,2242 

— 17:10-6(20 + 30) + 
24 H2 3252 

Simpliticind, rezultă ecuaţia 


3125408 — 94,872 — '7528 400 = 0, 


a cărei soluție este 


Ha = 144,9 daN 2 145 daN. (a 
În a doua ipoteză se dau 
î = 20%C; ip = — 50; pu = 0,224 daN/m; pg = 0,818 daN/m 
: 64 


şi rezultă ecuația 
602 (e 0,818: 


za | mp 325 


Ha — 825, 
12 800-25 


) = 17-108(20 + 5) + 


care se simplifică și devine 
3,425 HE -+ 359,6 H? — 7 562 400 = 0 


i luţia 
aa HI, = 104,7 daN 2 105 daN. b) 
i ică E, = mon- 
Se înţelege că din aceste valori se alege cea mai mică, adică H, = 105 daN. Dacă la 
taj se măsoară săgețile, se găseşte prin calcul 


pu? _ 0,224-602 


= = 0,965 m. (6) 
sH, 8-105 


f= 


9, EFORTURI UNITARE PE 0 SECȚIUNE ÎNCLINATĂ, ÎN BARA SOLICITATĂ 
LA ÎNTINDERE SAU COMPRESIUNE 


în problemele de întindere și compresiune, studiate pînă ni fa pd 
Juast în considerare numai a ese AREALE afisa ferit a alo ei 
1 unitar: Se pune problema e a studi Y nitare e; 
isi ini inra vară Antinsă sau Cut Rei FĂ suine OT IRAisAp e 
este 0D din figura 2.22. Pe secţiunea norm: i ] ua 
i ă că efortul unitar are direcţia axei longitudi 
0, = N/A. Indicele z arată c: iar one Gheo e cobulL 
nale 2 a barei. Dacă se separă elementul de vo: bca 77 
i se asi i i i cele donă secţiuni, 
braul lui se asigură introducînd forţe interioare pe eg ge 
i cțiunea BO eforturile unitare o, au direcţia + rei, 
A Sa at 25 ee CD eforturile unitare rezultante p ipac: 
direcţie ; ele se pot descompune în componenta normală o și ce 
ale i entol de volum detaşat se poate reprezenta, ca, în e di Seri ăi 
dîndu-i, perpendicular pe planul e pla i Bo e rii x rată 
lu egală cu unitatea. Luînd acest element destul de mic, i 
ea uniform. repartizate pe cele două secţiuni și rai rai ara 
torţe care se pot considera, concentrate în centrele de greuta; Sie br 
lor. Dacă se notează cu A aria suprafeţei 00' DD', atunci sup 


are aria A cos e. 


Lă 


ar 


Fig, 2.22 


i i i inute într-un 
jr licate pe feţele elementului de volum sînt conținu ia: 
gi aa iuli sia așa, că pentru scrierea ecuaţiilor de echilibru 
se poate folosi schema simplificată din figura 2.23, b. 
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5 — €, 1801 


Se scriu proiecţiile celor trei for 
i s Ă r țe — oA, s4 „Ac — i 
ţiile o şi z, spre a'se arăta, că elementul de volura ări i ai a să cei 


CA — 074 cos u'cosa =0, TA — opA. cos a: sin a =0 
ă să ? 
Ceea ce dă expresiile 


1 
G = 07 0092 := 3 ol + cos2a) 


| Ă (2.32) 
T = 0zSin a cos a = Z d sin 2a 
Pe baza relaţiilor (2, 32), se i 
A : laţiilor (2, oate stud. iaiţi ărimi i 
cînd Mg a ia orice valori Do Lila. Se pritidec e tes a dat 
iza se e ru unitar normal o este maxim pe secţiunea, normlă (la « = 
şi este = pe o secţiune paralelă cu axa barei; A ac, 
— efortul unitar tangenţial + este nul pe secţiunea nornială (« = 0) și 


e cea longitudinală = ii i 
p ongitudinală | a == ri fiind maxim pe secţiunea, înclinată cu a = 


= 45, de valoare paz = 2 Gp 

„Dacă forţa de înţindere în bară creste mereu 
cînd ruperea, se datorește unei valori maximale i 
normal, ea, are loc pe secţiunea normală, Din e 
datorește unei valori maximale paz, ea, ze roduci 
la 45 (cazul unui cub din mortar de digere oara 


bara, se rupe. În cazul 

Omaz % efortului unitar 
ont;ra, dacă ruperea se 
e pe secţiunea înclinată 
ast la compresiune). 


LA 


Fig, 2.23 


Se poate da o interpretare ică iaţiei 
5 A grafică variaţiei etorţurilor unitar i 7, 
funcţie de a, eu ajutorul cercului lui Mohr. Relaţiile (2.82) se mai via 


o, 
6 — = =— 008 30 ; 0 a 
2.2 
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Ridicînd la pătrat şi adunînd cele două relaţii, se elimină a, obţinînd 
locul geometric, de ecuaţie 
LAN E (2 ). 
p— m =] 
(7) Eos 
Într-un sistem de axe avînd ca variabile 
o şi 7, adică eforturile unitare de pe secţiu- 
nea înclinată, ecuaţia (2.33) reprezintă un 
cere. trecînd prin origine, cu centrul pe axa 
o, la distanţa o,/2 de origine şi cu diametrul 
o, (adică valoarea constantă a efortului uni- 
tar de pe secţiunea normală) desenat în îi- 
gura, 2.24. Se construieşte cercul, luînd OA = 
= 0, ca diametru. Orice punet de pe cere 220 di 
corespunde unei secţiuni înclinate cu un anu- stia 
mit unghi a, iar coordonatele lui reprezintă eforturile unitare c şi pe 
secţiunea respectivă. Aşa, de exemplu, pentru secţiunea reprezentată prin 
punctul, B eforturile unitare sînt 00 = o şi 0B = «. Se poate arăta că 
aceste segmente corespund relaţiilor (2.32) ; 


(2.33) 21 


OD + DO = 0D + DB cos2u = + Zeos 2u. = 0 Cosa 


CE = DB sin 2a = 2 axsin 20. 


Cum se procedează grafic pentru a găsi eforturile unitare o şi 7peo 
secțiune înclinată cu un unghi a? Avînd construit cercul lui Mohr, se 
duce linia OB, care face unghiul « cu Oc, sau linia DB, care face unghiul 
20 eu Oc măsurat; în acelaşi sens ca a din figura, 2.23, şi se obține punctul 
B, ale cărui coordonate dau pe o și +. Punctul A de coordonate (o , 0) 
defineşte eforturile unitare de pe îața BO (fig. 2.23), iar punctul 0, de 
coordonate (0,0), reprezintă faţa nesolicitată BD. 

Să presupunem. că, afară de secţiunea, înclinată CD din figura 2.25, 
studiată pînă acum, vrem să cunoaştem eforturile unitare și pe o secţiune 
OD, perpendiculară pe prece- 


denta. Se reprezintă pe cercul 4 ap p- 

din figura 2.26 punctele B şi : ” w 
B', corespunzătioare celor două A dp 

secţiuni CD şi 0'D' din îisura, 

2.25. Etorturile unitare pe cele [A] [2 “ 
două secţiuni, perpendiculare Fig. 2.25 


una pe alta, se notează : 
— pentru punctul B de pe cerc: o = 00, += 0B; 
— pentru punctul B' de pe cerc: a = 00', m =0'B'. 
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Se. vede pe desen că se poate serie 


deci 0004, 
00 + 00' =00+ CA; 
c-+ o' = az 
0CB=—0'B'; = —r. 
(4 
8 
9 D/N2 
PA 
Fig. 2.26 
Rezultă că 


pe două secţiuni i i 

i C perpendiculare suma, ef i i 
ten ll constantă, egală cu 07, deci este un eur pie al du 
un amgenţiale sînt egale și de sens contrar. „ iar eforturile 


faţă de axele z, respeutiv y, expresiile 


CAPITOLUL 3 
MOMENTE DE INERȚIE ALE SUPRAFEŢELOR PLANE 


[E 


1, DEFINIȚII 


Pe cînd în calculul de întindere sau compresiune intervine aria secţiunii 
bazei, la încovoiere şi zăsucire intervin alte caracteristici geometrice ale 
secțiunii : momente statice, momente de inerție, module de rezistenţă. 
Este necesar un studiu prealabil al acestor caracteristici geometrice, în 
special al momentelor de inerție. Modulele de rezistenţă vor fi definite 
ulterior, la studiul încovoierii și răsucirii. i 

În cadrul acestei lucrări, se ia axa longitudinală a în lungul barei, iar 
axele y şi 2 în planul secțiunii, axa z orizontală, iar y verticală. 

Se numese momente de inerție aziale, 


EA =$ pd4; 1 = dA. (3-1) 
A A 


Integrala pe arie 


Lu = | 2y dA (3.2) 
4 


poartă numele de moment de imerție centri- ” “Fig, si 


fugal. Ă i 
Momentul de inerție polar al unei suprafeţe, în raport cu un punct; O 
(fig. 3.1), este definit prin xelajţia, 


1, =1,= 1 dA, (3.3) 


4 
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unde r este distanţa unui element d să 
ţ e suprata ruci 
= +, expresia (3.3) se mai epitet d Li poa u 6ă Maten 


1 =f (e =f 2 
A j, (22 + 92) aa | (Păa = 1 + Le (3.4) 


adică mu inerți : 
up de Seoul ie inerție polar este egal cu suma momentelor de inerție 
ia să ter = îi Ai Aer Cl oarecare, trecînd prin polul considerat; 
PE lee): e Ei efiniție rezultă că momentele de inerție axiale” şi 
sari den paie pozitive, niciodată nule, pe cînd momentele de 
cd ugale pot fi pozitive, negative sau nule i 
acă ă, ă j 
ia pe pri loa fica se SțiLOji sază momentele de inerție tree prin 
Ă e că. se calculează momentel inerți i 
Bouajia, de di „zic entele de inerție centrale. 
Ş nensiuni a tuturor nu N i ie e j 
unitatea, de măsură oz ut omentelor de inerție este LA, iar 
- Uneori în cal ili i 
cul, se utilizează paz j ) ărimi 
Ă e i ele de imerţi i 
i i izez ție, mărimi 
înd dimensiunea, unei lungimi, definite prin relațiile APR le, 


Ă ZI : 3 290 
da = |; == 
4? Si Ja. (3.5) 


2, 
VARIAŢIA MOMENTELOR DE INERȚIE FAȚĂ DE AXE PARALELE 


a. MOMENTE DE INERȚIE AXIALE 


Se consideră [2] mpraă ță Car VI: 8. Ş e 
i 4 f a oarecare, de arie A (îi i 
p A y e, a 1e (fig. 3.2) și două ax 
paralele Se Plati săn : o axă oarecare A ȘI axa 0, care trece prin centrul 


Q onfo . PPR . 
orm formulei de definiţie și notaţiilor de pe desen, se poate scrie 


4. Ie = fa aa; Ia = (e aa =f (2 + e dA. 
A 


Se dezvoltă pranteza. i elajți 
TR ir pranteza: de la ultima relaţie 


fig 32 Ia = ţ (22 + Dee + AA = Io + Ace! 
„Termenul 2$ ad A. = 0, - deoarece ! 24 este moment; statie faţă de 
o axă care trece prin centrul de greutate și deci este nul. Se obţine asttel 
Ia = lo +Ae. i (3.6) 
70 . 


Formula (3.6) se enunţă: momentul de inerție faţă de o ază oarecare 
este egal cu snomeniul, de imerție fată de axa paralelă cu ea, trecînd prin 
centrul de greutate, plus produsul dintre aria secțiunii şi pătratul distanţei 


dintre cele două axe. | ş 

Din. relaţia (3.6) rezultă că momentul de inerție față de axa care 
txece prin centrul de greutate este cel mai mic din infinitatea de mo- 
menite de inerție față de axe paralele cu ea. 


p. MOMENTE CENTRIFUGALE 


Se va stabili întîi o proprietate a figurilor care au axe de simetrie. 
Se consideră dreptunghiul din figura 3.3 şi se caută momentul centrifugal 
Is, cu axele din figură. Se iau două elemente de suprafaţă di, simetric 
așezate faţă de asa Oy. Pentru suma acestor două elemente, momentul 


de inerție centrifugal este 
ay CA + (—2)y dA =0. 


reaga, suprafaţă, de unde rezultă 


Acelaşi Imeru se poate repeta pentru înt; i 
cel puţin o ază este de simetrie, 


1, = 0. Se poate enunţa teorema: cind 


momentul cenirifugal ese nul. , ea 
Pentru o suprafață oarecare, câ în figura 3.4, se va stabili o formulă 


de recurenţă pentru momentele de inerție centrifugale faţă de axele 20y şi 
2 0, ultimele trecînd, prin centrul de greutate. Conform. formulei de 


g 


Fig. 3.3 Fig. 34 
definiţie și notaţiilor de pe desen, momentele centrifugale faţă de cele 
două sisteme de axe sînt 


Lzy : aa (ec L z)(ye + dA $ (zeue Fa, + Zoja + ze) A 


Ia = zcucţ dA+ (zu 4 -+ sofnaa + go pa. 
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Valorile acestor integrale sînt 
ja = A; ( zipd4 = Za; (na = (mda =0. 


Se obţine soluţia, 
În = Lam + Zoyod. (3.7) 
Se observă analogia, dintre formulele (3:6) şi (3.7). 


'3, MOMENTE DE INERȚIE PENTRU SUPRAFEȚE SIMPLE 


a. DREPTUNGNI 


Să se calculeze momentele de inerție I, şi 1, faţă de axele centrale 
şi axele paralele cu ele, pentru un dreptunghi (fig. 3.5). Luând ca, element 
de arie îişia hașurată dă = băy şi aplicînă formula, (3.1), se găseşte 

Lă h . 

2 __ ns 

„a 12 
2 


z bă 
ci aa mă AR a 


z: 


În mod analog se află Iu aşa că momentele de inerție ale dreptun- 
Shiului faţă de. axele de simetrie sînt; A A 


Cu formula (3.6) se calculează mo- 
mentele de inerție faţă de bazele drep- 
tunghiului “ 


ha ne 
Lin = Ie + ae = 24 (7) 


_D8  DhA _ bh8 
Ă 12 sd 3 


Fig. 3.5 la =; ac = 
Pentru pătrat în formulele de mai sus se face b = h =a, de unde 
rezultă 


4 a 
Le = 1, =: = Ian = lac = . (3.10) 


72 


Fei, ba (3.8) 


b. TRIUNGRI 


ideră întâi tri i i ig. 3.6,a), care este 
Se consideră întîi triunghiul dreptunghi ABE (fig a), 
jumătate din dreptunghiul ABED. Dacă dreptunghiul are faţă de axa 2 
un moment de inerție 


triunghiul dreptunghi va avea jumătate din această valoare 


bh3 
În oa: 


Cu notaţiile din figura 3.6, b se va calcula, momenţul de inerție faţă de axa 
z care trece prin centrul de greutate, Distanţa dintre axele 2, și 2 este 


Fig. 3.6 


Aplicînd formula, (3.6), rezultă | 
Dh5  Dh h2  bh8 
24 2 36 36 


Li = ln — 46 


În consecință, triunghiul dreptunghi are faţă de axele paralelă eu 
caietele, trecînd prin centrul de greutate, momentele de inerție 


pie yet (3.11) 


36 ae! 


- 18 


ÎN RIO RI N E E RI RI Ip 


Momentele de inerție faşță de bazele DE şi DA sînt 


Tg opt Ai 2 jale pes as he a 


36 2 9 12 ? (a) 


Pentru un triunghi oarecare (fig. 3.7), care se poate despărţi în două 
triunghiuri dreptunghice, se poate serie i zi ii 


Dam == 20 pdl _ DIE 


12 12 12 
€. CERC 


Din motive de simetrie, momentele de inerție faţă de oricare diame- 
tru sînt egale. Se poate serie deci 


IPEE POE A E ARE) AIE A 


Fig, 3.7 Fig. 3.8 


„Se calculează momentul de inerție polar, luînd ca, suprafaţă .eleme- 
” taxă o coroană de rază r și grosime dr, care are aria d4. = 2rrdr (fig. 3.8) 


R R pd |R 
1» = | PA. = "227 răr = pa = AR 


o. 0 4 lo 2 
7 = Ri _ dt d 
>= za (3.13) 
I Ri rodi 
Fi i 2 , 
y 2 Fi Ga. (3.14) 
14 


4. MOMENTE DE INERȚIE PENTRU SUPRAFEȚE COMPLEXE. MOMENTE DE INERȚIE 
S ALE PROFILELOR LAMINATE - 


Pocedind analog, ca la exemplele precedente, se pot stabili momentele 


„de inerție ale altor suprafeţe. 


Pentru suprafeţe complexe, metoda curentă de calcul constă, în a le 
descompune în suprafețe simple — dreptunghiuri, triunghiuri, sectoare 
de cere —, cărora li se cunose momentele. i 
de inerție, şi a aplica regula adunării mo- ps a Pa 
mentelor de inerție. Astfel, pentru supra- 
faţa în formă de L din figura 3.9, se poate 


Z 
calcula momentul de inerție faţă de axa z, 
considerînd, că este tormată din două 
dreptunghiuri și aplicînd la fiecare for- 
mula, (3.9) d 
7, 1,5a- (5a) 2,5a-a3 190 ai, 
3 3 3 A, 3 Sa.7,ra 
Se ajunge Ja acelaşi rezultat caleulind II Ni pa ara 
Ja fiecare dreptunghi momentul de inerție z 
faţă de axa centrală, paralelă cu axa 2, şi i FA 
aplicînd apoi formula, (3.6) ie N Ze 
î 3 „a5 » . 
1, = L5a-(5a + 1,5a- 5a- (25a) + 2ba: ae Fa do cda re 
12 12 ping N 
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+ 2,5a: a* (0,5ak = 5 at. 


În construcţii metalice se întâlnesc o serie de profile din oţel laminat; 
sau alte metale, ale căror secțiuni au forme speciale, care permit o mai bună 
alcătuire a barelor şi grinzilor. Ele poartă numele de profile laminate. 

În tabelele anexe 5—8 se dau extrase din standardele respective 
pentru profile L, 1 şi U. Este de subliniat modul de notare simbolică a 
acestor profile : i 

— Cornierele cu aripi egale se notează prin litera IL, urmată de dimen- 
siunile aripilor (lungimi şi grosime), de numărul standardului dimensional 
şi calitatea, oțelului, de exemplu - i | 

L 100xX100xX10 STAS 424-71/O0L 37.1 SPAS 500—68. - 


— Analog, -pentra cormierele cu aripi neegale, simbolul inițial este 
format din litera L repetată 


LL 80X120xX8 SPAS 425-70/0L 37.1 STAS 500-68. 
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— Profilele 1 şi U se notează prin simbolul respectiv, urmat; de înăl- 
ţimea, lor în cm şi precizarea standardelor : 


T 20, STAS 565-71, OL 37 STAS 5300-68; 
U 24, STAS 564-71, OL 37 STAS 500-68. 


Tabelele anexe 5-—8 dau dimensiunile secţiunii profilelor, ariile, 
masele pe metru de lungime, momentele de inerție, razele de inerție şi 
modulele de rezistenţă la încovoiere!. Ă 


PROBLEME 


3.1. Să se calculeze J;, Ip, In» yu» Izw Iza Pentru suprafaţa semicercului din figura 
3.10. Faţă de axa Oz, momentul de inerție este jumătate din cel al cercului întreg 
zdi mat pt 


mă = E?) 
"2 4 128 8 


adi mrd 
Iy = E zeii 2 
"188 Ș) 
3 Pentru axele Cz şi Oy, se aplică for- 
„ Fige 3.10 mula (3.6) au 
[ab mi mt d Oi O Sant 
I, Ip tb Ars = 3 
itp Au (+) 128 8 4 128 8 So 
me [oa Li 1 
12 = In — A- CO? aie Gat „1 4, 
Giza O 108 8 (= ) (3 a) Pdg666d-23:0,1008r 
(4) 
Cum axa O y este axă de simetrie, momentul centrifugal este nul , 
lu>0. (4) 


Faţă de axele 2,07, 


d 
Ti 2 poa 2 i | 
za > 700 = 3 se a 24 3 (6) 


3.2. Să se calculeze momentele de inerție 7, şi Iy pentru rombul din figura 3,11. 


Se vede că rombul poate fi privit ca rezultina din patru triunghiuri dreptunghice. Pentru 
un triunghi, formulele (3.12) dau B 


1 În standarde, axa orizontală este notată cu z. Ea corespunde axei z din acest 
manual, 
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Pentru rombul întreg 


1, 
vi 12 3 


3.3. Să se calculeze momentele de inerție 1, şi Iy pentru supraiaţa în formă de I din 


-tigura 3.12. | i i 
Sa vede că suprafața poate fi privită ca diferenţa dintre dreptunghiul de laturi by ha și 


donă dreptunghiuri de laturi ba, he. Se ailă 


3 3 3 3 2 
Dali pt bi [20 L tb (E) | 


= a Taia aut Vi 12 2 


3.4. Să se caloleze momentele de inerție faţă de axele care trec prin centrul de greutate, 


la suprafaţa din fgura 3.13, cotele fiind date în mm. i 
Se determină întti poziţia zo a centrului de greutate, Tuind momentele statice faţă de axa ya- 


Calculele se fac în cm: 


XI Azi 10:20-5 — 9:18:55 


E 2,87 cm = OC. 
0 Za 10-30 — 9:18 


Momentul de inerție 74 se află prin scăderea momentelor de inerție a două dreptunghiuri 


. L . 3 
10:20 9-18 2 28 cm, 
12 12 


AZI Z 77772 
A 2 70 
Zi: 
d 
- 7 
Ş-z4 Ss 
ES N 7 z 
f 
? 
[A 
HA 
9 zi 
AS &, 3 pi 
| Vy 
Fig. 3.11 Fig. 342 Fig. 3.13 


Pentru Ip, se aplică aceeași metodă, considerînd suprafaţa ca diferența a două drept- 
unghiuri și ţinind seama că axa y nu trece prin centrele lor. La dreptunghiul mare, excentrici- 


tatea axei y este 


d, = 5 — 2,87 = 2,13 em. 
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La dreptunghiul al doilea, excentricitatea axei y este 
da = 1 +45 — 2,87 = 2,63 cm 


20-103 18-92 
Do = -10- 8 
9 13 "20:10: (213 — [ = 


+ sa-oea | = 360 cmf, 


3.5. Să se calculeze momentul de inerție față de axa Oz la secţiunea alcătuită din două 


grinzi de lemn suprapuse, avind inter: iu îi şi ii ăbi 
(ig,3.14) prap! vind un interspaţiu i și fiind slăbite de un bulon cu diametrul d 


1 1 . 
Iz=— Rai 3 — m. 1 
> ( — d.H 13 0-a; Li ( — d) UB), 


3.6. Să se afle momentele de inerție 1, și 
AA ş i Iy pentru ai ă profi 
lipite ca în figura. 3.15. În ce caz se se lia [A E 14? Ali Ac Aaaa eul) 


Pentru un singur profil I 20, se cunosc din tabelul anexă 8 valorile 


Ia = 2140cm; Ip = 1i?emi; A= 33,5cm?; dd 5 ea 
2 la sit 


Pentru ansamblu 


Îz = 2, == 22 140 == 4280 emit 
i 


Iy = 2UIu, + Ad2] = 2[117 +183,5 - 4,32] = 1 590 emit. 


Pentru ca 14 = Ip, trebuie să se mărească distanţa dintre cele dou; proiile, spre a se 
z D as 
t ărească distanţa dintr Je două profile, 


Ie = 2(lua 4+ Ad2]; 4280 = 234 + 6782;  d= 7,97cm. 
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3.7, Să se calculeze momentele de inerție 17 și Jy ale ansamblului profilelor din figura 3.16 


așezate lipit unul de altul. 
îm tabelele anexe 7 și 8 se găsește 


Pentru 130: Ia 8030 cm$; Iy=495 cm; 
2,10 cm; A = 58,8 cm2. 
Pentru 1 24: Ja, = 4250 cmt; Ip =221 cmt; 
Să Ap = 46,41 cm; h = 24 cm. 
Pentru ansamblu, momentele de inerție sint 


Ip = 2 + Imp 28080 + 221 = 16 281 eră 


Pați 
I=2 E + (e) | + ap = 21495 + 


58,8(0,7 + 1292] + 4250 = 30 652 mt, 
: Fig. 3.16 


5. VARIAŢIA MOMENTELOR DE INERȚIE ÎN RAPORT CU AXE CONCURENTE 


Dacă pentru o suprafață oarecare dată (fig. 3.17) se cunose momentele 
de inerție 1», 1, Ie faţă de două axe vectangulare 20y, se pune problema: 
de a se afla momentele de inerție faţă de un alt sistem de axe 240ya rotit 


cu un unghi « faţă de primul. | 
Considerind un element de arie dA, de coordonate 2, coordonatele 


sale în noul sistem de axe sint : 
2 = 0D + OB = ysin a 4-2 cos a. 
= 08 — BE = y cos a — 25in a. 
Momentele de inerție faţă de noile 
axe sint : 
Ia = AA = $ (y cos a —2 sin a) dA = 
A 4 
= cos? să! PAA + sin? a AA — 
4 4 


— 2 sin a cos af ya LA 
4 


In = ada = (ysin a -+- zcos a)? dA= 
PA 


A 
= sint a AA + 2 sin a cos af se dA. 
4 4 


ĂA + cos? aj 


A 
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'Pinînd seama Gă 
| PĂA = In | 204 = | gti = Lp ) 
4 4 4 ii 


expresiile momentelor de inerție faţă de noile axe se scriu : 


Ia = = Cosa + Ip sin2 a — Im sea (3.15) 


Iu = 1 sin2a 4- Ly Cos?a -|- Lay Sin 20 


Momentul de inerție centrifugal este dat de relaţia 


Jam = | 2 dA = $, (y sin « +- 2 cos d) (y cosa — 2 sina) LÂ. 
4 


Law, = SID a COS d) PĂA — sin a cos | dA. -H(eosta— sina) f yadA. 
A A 4 

Ie — ln 

Iau = sin2da + Izy Cos 2. (3.16) 

Dacă se adună cele două momente de inerție faţă de axele 2, şi wi 


date de formulele (3.15), rezultă, 
Int În 


Din această relație rezultă că suma momentelor de inerție axiale, în 
rapori cu orice pereche de axe ortogonale care înec printr-un pol dat, este 
constantă și egală cu momentul de îmerție polar, indiferent de poziţia, ce ar 
ocupa aceste axe prin rotirea lor în jurul originii. Această sumă este un 
imvariamt al momentelor de inerție awiale. A 

înlocuind cos?e şi sin?a în funcţie de cos 2, formulele (3.15) devin 


1 -|- cos 20 


Ia(cos?a —+- sin2 a) + I,(cos20 + sin? a) = I3 + Ip. 


— cos2a4 


fe sei E —Iupstn2 a= 
a Lt , Ie — În cos 2a La sin 20 
4 ci Ă y (3.17) 
pd pi pa 37 părut A AR 
= Data — Ie 608 2a + În sin 2. 


6. MOMENTE DE INERȚIE PRINCIPALE ŞI DIRECȚII PRINCIPALE 


În timpul rotirii axelor 2 Şi 1, mărimile momentelor de inerție I,, 
şi 4, variază, trecînd prin maxime şi minime. Se poate determina unghiul 
pentru care I,, este maxim, derivînd expresia îui în raport cu 2 « şi anulind 
derivata 


A a he În sin 2 — ay 008 2 = 0. 
d2a 2 
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Unghiul care anulează derivata este 
22 


ipda ce i, 
iata AES 


(3.18) 


Pe de altă parte, dacă se anulează ecuaţia (3.16), rezultă aceeaşi 
valoare. De aici se trage concluzia : momentele de inerție atiale sînt mazime 
pe direcțiile pe care se anulează momeniele cenirifugale. Aceste direcții poartă 
numele de direcţii principale, iar valorile momenielor de inerție respective 
sînt momente de inerție principale. 

Ecuația (3.18) dă două valori ale lui 2, diferind între ele cu 7, res- 
peotiv două valori ale lui «, reprezentând direcţiile principale, prerpendi- 
culare între ele. Dacă se face calculul pe baza expresiei lui 7, se obține 
acelaşi rezultat. 

Pentru a afla valorile momentelor de inerție principale, se calculează 
sin 2c şi 2 o din relaţia (3.18) şi se înlocuiesc în prima dintre formulele (3.17) 


sin 20 2 — ș 005 du du = Is 
VU DEAR! VU, = ÎR+ az) 
po ele fie E ARE A zisă 21, 
i 22 VL IRT O VU LPFAz, 
po Detla i az, AB, | 
în 2 2 VID, 2 VOUA, 


Se observă că, adunînd ultimii doi termeni, numărătorul este toemai 
cantitatea de sub radical. Semnul £ poate fi-schimbat; prin =, iar pa- 


„ranteza (1, — 1.)? se poate înlocui prin (Î, — 1,)? şi rezultă 


Das Pta + Î VOTE, (3.19) 
2 2 

Pentru stabilirea pe desen a direcțiilor principale, se ia unghiul 
d <x/2 în cadranul I al axelor, obţinînd o direcţie principală ; perpendicu- 
lar pe aceasta, se află a doua direcţie principală, 

Se pune întrebarea : care este direcția căreia, îi corespunde momentul 
de inerție maxim şi care este direcţia cu moment de inerție minim? Din. 
formula, de definiţie a momentelor de. inerție, se ştie că momentul de 
inerție este cu atât mai mare cu cât-elementele suprafeței sînt mai depărtate 
de axa respectivă, În acest sens, la figurile 3.11, 3.12, 3.13, se știe că mo- 
mentul de inerție maxim este cel față de axa 0z. Atunci cînd acest lucru 
nu se poaie constata prin simpla observare a figurii, pe care s-au desenat 
direcţiile principale, se determină direația cu moment de inerție maxim 
prin folosirea, derivaiiei a doua a relaţiei (3.17). j ș 

Fiecărui puneti al figurii plane îi corespund două axe principale, 
respectiv două momente de inerție principale. În aplicaţii sînt importante 


si 


$—c.180 


momentele de inerție centrale principale, corespunzătoare axelor principale 
care trec prin centrul de greutate al figurii. 

La figurile cu două axe de simetrie, acestea asint şi axe principale ; 
la cele cu o singură axă de simetrie, aceasta este axă principală, iar a doua 
este perpendieulara, pe ea prin centrul de greutate. 


PROBLEME 


3.8. Să se determine direcţiile principale și momentele principale de inerție, corespun- 
zătoare punctului O, la semicercul de diametru d din figura 3.18. 

Pentru axele z0y care trec prin O, momentele de inerție sint cunoscute de la problema 3.1 : 
ds Sai ” di 

î JI, ŞI 2 
128! 128 SA 04 


at 
24 
21 jar E 
tg 20 2 - 0,85 
Iu — 12 Sdt md 


128 128 


Fig. 3.18 


2a. == 4022"; a, == 20911 


T 
aa > 20011; ca = aut 3 > VIII Ş (4) 
1 fai Smdi 1 Sad mat E Pt 
ln za t iz -- 4 : 
2 4 128 128 2 128. 128: 2], 


Ind a 7 RE 1 
128 64 “l2]” 


Dacă se efectuează calculele numerice, rezultă 


1 
= di; = at Q) 
LL = 223 2 108 
Înclinarea lui OC este ” 
2d 
B 37 
13 0= DGE ta, 0,4244; 0 == 23%, 
00 d 


„2 


Axa principală se află deci sub linia OC, 
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CAPITOLUL 4 
DIAGRAME DE EFORTURI ÎN BARE 


1. DEFINIREA EFORTURILOR ÎN SECȚIUNEA BAREI DREPTE, SOLICITATĂ LA 
ÎNCOVOIERE. CONVENŢII DE SEMNE 


În vederea caleulăxii unei bare drepte solicitate la încovoiere, trebuie 
să se determine eforturile care iau naștere în secțiunile ei, datorite forțelor 
exterioare. În cazul cel mai general, arătat; în capitolul 1, în secțiune pot 
exista patru componente ale efortului, numite : forță axială, forță tăie- 
toare, moment încovoietior și moment de răsueire (v. fig. 1.4). Restringînăd 
generalitatea, în acest capitol se vor studia, barele solicitate prin forțe 
care întilnesc axa, barei, ceea, ce face ca momentul de răsucire să fie nul. 
Întrueit efectul forțelor axiale a fost studiat în capitolul 2, în aplicaţiile 
ce urmează se vor studia în special bare solicitate prin forţe perpendiculare 
pe axa lor, ceea ce face ca în secţiunile lor să existe numai moment încovo- 
ietor și forţă tăietoare.' SASI Ă 

„Se realizează încă o simplificare a problemei, considerind că toate 
forţele aplicate .barei'se află într-un singur plan. În majoritatea. cazurilor, 
acesta este un plan principal de inerție al barei, adică conţine una, dintre 
axele principale de inerție ale fiecărei secţiuni transversale. O consecinţă 
a, acestei simplificări este că forța, tăietoare şi vectorul-moment încovoietor 
au, în planul secţiunii, direcții cunoscute : forţa tăietoare se află pe axa 
principală care determină planul forțelor, iar momentul încovoietor 
pe a doua axă principală (fig. 4.1). Dacă forțele aplicate bareiau direcţii 
oarecare în spaţiu, ele se pot descompune în cele două plane principale de 
inerție, iar problema, se studiază în două etape succesive, tot în plan. 

Pentru studiul eforturilor în bară se studiază în prealabil echilibrul, 
determinind reacţiunile. Se reamintește că pentru grinda solicitată prin 
îorţe oarecare în plan există trei ecuaţii de echilibru din mecanică. Prin 
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urmare, grinda este statie determinată dacă în reazeme există în total trei 
necunoscute. Acest lucru se realizează printr-un reazem simplu (0u o ne- 
cunoscută) plus o articulaţie (cu două necunoscute) sau numai printr-o 
încastrare (necunoscute : două componente ale forţei de reacțiune şi un 
cuplu de încastrare). 

După determinarea reacţiunilor, se alege secţiunea în care se caută 
eforturile, reperată prin distanţa ei e la, capătul din stinga sau 2' la capătul * 


o PELĂ 
T 
Faia din stinga i Te 1B& 
Pi B, asechiunii M 
d Ci 


SE ț 
+] raja din dreaata 
a secfiunii 


b , 
Fig, 4.1 


din dreapta al barei. Efectuină secţionarea, ca în figura 4.1, a, se introduc 
eforturile. Dacă forțele sînt toate verticale, ea în cazul figurii, singurele 
eforturi sînt : forța tăietoare T, paralelă cu sarcinile, şi momentul încovo- 
ietor, M, avind vectorul perpendicular pe planul forţelor. 

Se precizează că în urma secţionării bara s-a împărțit în două bucăţi : 
partea, din dreapta, mărginită prin fața din dreapta a secțiunii, şi partea 
din ştânga, mărginită prin faţa din stânga a secțiunii (fig. 4.1, b). 

Dacă, se examinează, de exemplu, partea din dreapta a barei, forța 
tăietoare T este egală şi de același sens cu suma forțelor de pe partea din. 
stînga a barei, adică T = V, — P, — P2, sau este egală și de sens contrar 
cu suma forţelor rămase pe partea din dreapta a barei, deci 7 = —P2+ Ps. 

Analog, momentul încovoietor M este egal cu suma momentelor 
forţelor de pe partea stingă a barei, calculate față de cenirul secţiunii, 
sau a, celor de pe partea dreaptă a barei, cu semn schimbat. 
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În mod uzual, în calculul eforturilor se folosește o schemă plană, ca 
în figura 4.1, 6. Pe această schemă, momentele încovoietoare, ai căror 
vectori sînt perpendiculari pe planul desenului, se reprezintă prin. săgeți 
rotitoare, ca în figura 4.1, d. î 

n cazul mai general, care se va întilni mai rar, al barei încărcate şi 
prin forţe înclinate, în secţiune există şi forţe axiale, ca în figura 4.2. În 
calculul celor trei eforturi, W, ', M, se adoptă anumite convenţii de semne, 
și anume : 

Forţa azială este considerată pozitivă cînd produce întinderea părţii 
de bară asupra căreia este aplicată (fig. 4.3.). Prin urmare, pe faţa din 
dreapta a secţiunii, forța axială este pozitivă cînd este dirijată înspre 
stinga ; invers pentru faţa din stînga a secțiunii (v, fig. 4.2.). 


(63) FT 


sea “ E 


> 


W Fata din ad 


LA eapra a sectiuni *T j 
FI A 
PE 
N 4 
A k 


I 


Al N he 


i 


Fig. 4.2 a Fig. 4.3 


Forţa tăietoare se consideră, convenţional, pozitivă atunei cînd pro- 
duce, asupra, elementului de bară pe care este aplicată, o lunecare similară 
unei rotiri a lui în sensul acelor ceasului (7. fig. 4.3). Prin urmare, pe fața 
din dreapta, forța tăietoare pozitivă este dirijată de jos în sus, iar pe cea 
din stânga, de sus în jos. is 

Momeniul încovoietor se consideră, convenţional, pozitiv cînd produce 
lungirea părții inferioare a barei și scurtarea, celei superioare (v. fig. 4.3). 
Prin urmare, pe faţa din dreapta, momentul 
încovoietor este pozitiv cind roteşte în sensul 


+7 
acelor ceasului. aud ȘI | 
De subliniat că, dacă se consideră o 7: 
porţiune din bară detaşată prin două seo- | ii: 
utĂ 


iuni, ca în figura 4.3, faţa din stinga a por- 
ţiunii este fața din dreapta a secţiunii, și 
invers. 

În figura 4.4 s-au figurat; sensurile pozitive ale celor trei eforturi, pe 
ambele feţe ale unei secţiuni. 

După aceste precizări, se pot da, definițiile celor trei eforturi în felul 
următor, pentru faţa din dreapta a secțiunii : 

Porța azială într-o secțiune a unei bare este egală'cu suma algebrică a 
proiecțiilor pe aza barei a tuturor forțelor exterioare (inclusiv reacțiunile) 
care acționează asupra părţii sihiate la stânga secţiunii. 


Fig. 4.4 
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Forţa tăietoare într-o secțiune este egală cu suma algebrică a proiecțiilor 
pe normala la aza barei a tuturor forțelor exterioare (incisiv reaoțiunile) 
care acționează asupra barei la, stînga secțiunii. i 

Momentul încovoietor într-o secțiune este egal cu suma algebrică a 
momentelor tutror forțelor și cuplurilor exterioare (inclusiv reacțiunile) 
care. acționează la'stânga secțiunii, în raport eu centrul de greutate al acesteia. 

Evident, tot; aşa de bine se pot caleula eforturile cu forţele din dreapta, 
secţiunii, ţinind seama de convenţia de semne. , 

Etorturile N, 7, M variază de obicei cînd se trece de la o secțiune la 
alta. Pentru proiectare, este necesar să se cunoască variaţia lor, în special 
“valorile maxime. În acest scop, este nevoie să se construiască diagrame de 
eforturi, care formează obiectul acestui capitol. - 


2. RELAȚII DIFERENȚIALE ÎNTRE EFORTURI LA BARE DREPTE 


Se consideră (fig. 4.5) un element de lungime dz dintr-o bară solicitată 
prin sarcini normale pe axa ei. Se consideră că pe intervălul da nu se 
aplică nici o sarcină concentrată, dar că există o saroină distribuită, care, 
pe lungimea infinit: mică, da, poate îi admisă uniform. distribuită. Deta- 


sind elementul din bară, se aplică eforturi Z, M, considerate, pe ambele : 


secţiuni, pozitive. Din cauza variaţiei lor în lungul barei, pe secţiunea din 
stinga, eforturile sînt 7, M, iar pe cea din dreapta 7 -- d, M -- dil. 
Se observă că, în acest fel, elementul de bară are, în secţiuni, patru necu- 
noscute (7, M, P+A7, M + dM) şi se dispune numai de două ecuaţii 
de echilibru. Rezultă că un element de bară detașat prin două secțiuni este 
dublu siatic nedeterminal, deci nu i se 
pot; determina eforturile 7, M, spre 
deosebire de bara cu o singură secțiune 


(fig. 4.1, 4.2), la care determinarea efor- 
| | AC E e | turilor este posibilă. 

. ES, Bouaţiile de echilibru ale elemen- 
tului din figura 4.5 permit însă stabili- 
rea unor relaţii importante. Din ecuaţia 
de proiecţii rezultă, 


T— pda —(P74+d7)=0, 


de unde 1 


a7 
—— = — 4.1 
da P , (4.1) 
adică : derivata funcției forței tăietoare în rapori cu abscisa secțiunii este 
egală cu sareina verticală, luată cu semn schimbat. 
Seriind momentele faţă de secţiunea din dreapta, se obține 


> A zau 
pi 0, 


M — (MU + 0M) + Tds 
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de unde, neglijind infinitul mic de ordin superior p(d)/2, rezultă, 
m, (4.2) 


adică : derivata funeţiei momentului încovoielor în raport cu abscisa 
secţiunii este egală cu forța tăietoare. Cele două, relaţii se mai scriu 


= sp. (4.3) 


Este evident că relaţiile de mai sus se pot scrie numai dacă M şi 7 
reprezintă funcţiile eforturilor, adică expresiile matemaiice care dau efor- 
vuxile într-o secţiune curentă 4. Relajii similare se pot stabili dacă asupra 
barei se aplică forțe axiale distribuite, cupluri distribuite ete. 

Relaţiile stabilite mai susau importanță în construcţia diagramelor 
de eforturi, astfel: 

1) Sareina distribuită p măsoară panta diagramei de forțe tăietoare. 
La grinda fără sarcini distribuite (p = 0), diagrama de forțe tăietoare are 
traseul format din valori constante. , 

2) Dacă în figura 4.5, pe intervalul da, n-ar exista sarcina distribuită, 


„» si o forță concentrată F, cele două forţe tăietoare ar diferi între ele cu F. 
Prin urmare, în dreptul unei îorţe concentrate, normală pe axa barei, 
'diagrama de forțe tăietoare are un salt egal cu mărimea forței concentrate. 


8) Mărimea forţei tăietoare într-o secţiune măsoară panta, diagramei 
de momente încovoietoare din secțiune. 

4) Momentul încovoietor este maxim în secţiunea unde jorța tăietoare 
(derivata momentului ) se anulează. - 

5) Pe orice interval al barei, funcţia forței tăietoare este cu un grad 
superioară funcţiei sarcinii, iar cea a momentului cu un grad superioară 
celei a forţei tăietoare. 

__6) Pe intervalele unde forţa tăietoare este pozitivă, momentul înco- 
voietor crește, şi invers. y 

1) Diagrama; momentelor încovoietoare are salturi numai în dreptul 

unor: cupluri exterioare, aplicate pe bară. i 


3. CONSTRUCȚIA ANALITICĂ A DIAGRAMELOR DE EFORTURI 
: LA BARE DREPIE 


Folosind definițiile şi regulile stabilite, se va arăta modul de construcţie 
a diagramelor de eforturi N, 7, M la, bare drepte. Pentru construcţia aces- 
tora: este necesar să se aleagă un sens de parcurs al barei, adică de creştere 
a variabilei z, de obicei de la stânga la dreapta (v. fig. 4.1). Adeseori se va 
folosi şi variabila z', măsurată de la dreapta spre stinga, 


87 


Pentru a construi, pe cale analitică, diagramele de eforturi, se stabilesc 
ecuaţiile lor 


N = fie) 7 => fa), N = (2) 


i se reprezintă apoi grafic, Ă Ă i 
Ș Se vor trata o serie de exemple tipice de construire a diagramelor de 
eforturi. i 


a. BARE SIMPLU REZEMATE LA CAPETE 


1) Bara simplu rezemată, încărcată cu o sarcină concenirală. Bara de 
deschidere 1 din figura 4.6 este articulată în 7 și simplu rezemată în 2 şi 
încărcată cu o forță concentrată P. 
Scriind pe rînd ecuaţiile de momente 
faţă de reazeme, se găsese valorile re- 
acțiunilor Ă 

V,= pa ; Va=P 


| 


Se notează cu 1, 2, 3, ... punctele 
caraeteristice ale barei, fie reazeme, fie 
puncte în care se aplică anumite forțe. 
Se alege ca sens de parcurs sensul J—9 
arătat; de săgeată şi se consideră efiortu- 
rile pe faţa din dreapta, a secțiunii. Dacă 
se alege o seoţiune oarecare z între 1 şi 
3, forța, tăietoare, conform definiţiei date 
anterior, este egală cu suma proiecţiilor 
pe normală a forţelor din stînga secţi- 
unii, deci : 


H 


) 
Ta = Îi = rr =P [i 


Indicele z reprezintă forța tăietoare în secțiunea 4 (nu pe axa £), iar 
indicele 13 arată că este vorba de forța tăietoare într-o secţiune oarecare 
din intervalul 1—3. Relaţia, de mai sus arată că, pe intervalul 1—3, forța 
tăietoare este constantă. Spre a construi diagrama forțelor văietoare se 
procedează astiel : se ia o linie de reper paralelă cu axa barei şi se repre- 
zintă deasupra forţele tăietoare pozitive şi dedesubt cele negative. Pe intier- 
valul 1—3, diagrama este o paralelă la linia, de reper. În dreapta secțiunii 3, 
Ja, distanța e de ea, forţa tăietoare este 


b F a _ 
o = Po P= PPP PE = Tae 
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Se constată că forţa, tăietoare este, de asemenea, constantă, pe inter- 
Valul 3—2. La aceeaşi expresie se ajunge scriind că într-o secţiune oarecare 
între 3 și 2 torţa, tăietoare este suma, proiecţiilor pe normală a forțelor din 
dreapta, secțiunii, cu semn schimba. În dreapta se găseşte numai reac- 
ţiunea V2, dirijată de jos în sus, deci producînd forţă tăietoare negativă, 


Is = Tan Va P 


Se vede pe figură că diagrama, 7! se deschide cu valoarea, reacţiunii V,, 
care este îndreptată în sus, coboară bruse cu valoarea P în dreptul forţei 
P şi se închide cu valoarea, V, în dreptul reazemului 2. 

Se observă că forța tăieloare este constantă în intervalele dintre fortele 
verticale și are discontinuități în dreptul lor, saliul fiind egal cu valoarea 
acestor forțe. 

În secţiunea z dintre 7 şi 8, momentul încovioietor este produs numai 
de reacţiunea V, şi are expreşia : 


Ma = Mas = Vara PAa, 


Aceasta. este o tuneţie liniară şi pentru a construi diagrama, se calcu- 
lează valorile sale în două puncte, de exemplu în 7 și 3 : 


-— pe reazemul 1, pentru « = 0, M, =0; 
— în punctul 3, pentru = a, Mg = p, 


Se ia o linie de reper paralelă cu axa barei şi se reprezintă valorile po- 
zitive dedesubtul ei, iar cele negative deasupra. Se poate trasa asttel dreapta 
care reprezinţă diagrama, momentelor pe intervalul 1—3. 'Trecînd la o sec- 
ţiune oarecare a în dreapta, forței P, ecuaţia momentului este 


Ma = Man == Vian — P(e—a) 


ES 


Pe P(a — a), 


„deci tot o funeţie liniară. În secţiunile 3 şi 2 pentru « = a şi a = 1, ecuaţia 


de mai sus dă M; = Pab]l şi M, = 0. Se trasează astfel a doua, parte a 
diagramei de momente încovoietoare. Pentru intervalul 3—2 era mai comod. 
să se serie ecuația de momente luînd în considerare forţele din dreapta 
secţiunii și noţind cu «' distanţa de la reazemul 2 la secţiune 


Ma = Ma > Va, 
Se vede căla z' = O rezultă M, = 0 şi la a = d rezultă M, = Vb = Pab]i. 


Pentru cazul particular în care forța, concentrată se găseşte la, mijlocul 


IE. 
2 


deschiderii, a = b = rai şi deci 


a 


p: 
; Taa=— Mp i 


> 


a, 2 Mg 
4 
Se observăcă ::- 

1) Atit forţele tăietoare cât şi momentele imeovoietoare an cîte o ex- 
presie pe intervalul 1—3 diterită de cea de pe intervalul 3—2. Pe ambele 
intervale forţa tăietioare este constantă, iar variația momentelor încovoie- 
toare este liniară. ! 

2) Pe intervalul cuprins între forţe concentrate, momentul încovoietor 
variază liniar. Diagrama, momentelor îşi sebinibă înclinarea în dreptul 
forțelor concentrate, acolo unde diagrama forțelor tăietoare are un salt. 

3) Pe reazemele simple situate Ja capătul barei, momentul încovoietor 
este nul. Momentul maxim. se ailă în dreptul forței concentrate ; Ja, grinda 
cu mai multe forțe, momentul maxim. se află în dreptul uneia din ele. 

4) Momentul încovoietor este maxim în secţiunea unde forţa tăietoare 

trece prin zero. - 
P 2) Bara simpiu rezemată la capele, 
4 GAS 2 îmcăreală cu o forță înclinată. Cazul 
> acesta, reprezentat în. figura 4.7, este 
[4 7/2 2 analog celui precedent. Componenta ori- 
Z/2 / zontală a forței P produce torţe axiale 
ul N, iar componenta verticală dă torţe 
MM tăietoare P..şi momente încovoietoare 
Pios | M, caleulate întocmai câ la problema 
Pa : precedentă. 
ZI! We S Înainte de orice caloul, se determină 
a reacțiunile barei : 


He E, = Peosa; Ve = 3 Pina = 


Pipe pa | Pentru a construi diagrama de forţe” 


axiale, se ia, o secţiune oarecare, între 
1 şi 3, în care 


Na = Ni = A, = —P cos «. 


Pe intervalul 1—3, forţa axială este constantă, negativă. Pe al doilea 


interval, ea este nulă. Ș 
Celelalte două diagrame se construiesc la fel: ca în exemplul precedent, 
înlocuind în caleule forța P, prin P sin e. 


Fig. 4.7 
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3) Bara simphu rezemată, ină Ă 
Ş ă, cu saroină uniform distribuită. B i 
mplu Teze ard i „ Bara din 
figura 4.8 este încăreată cu. o sarcină uniform distribuită, verticală, de 
3 


sus în jos, de intensitate p daN, ete. Forţa totală icată i 
F = pl, iar reacţiunile, a dala de e pă lie cz atzi 


A V, = Va = pl]2. 
Într-o secţiune z, forţa tăietoare este 


. 


7 = Vi 2 pa = (3= 
2 1 2 Pi %|. 


Ea variază liniar ia, fii ilă : 
Pe Arial r, ecuaţia fiind valabilă pe tot lungul barei. Pe reazeme 


. în 1, la 2=0, mist ap, 
i 2 
î = Ph 
în 2, la e =, Te miiaiz aula Va. 
Li 
p. 
02) ITI & 1r— 4 


> 
i 


par Ep N 
FI Ş Ma 
Fig. 4.8 Fig. 4.9 


Adăugînd în 2, f ă i 
în pie, , forţa concentrată 4+V,, diagrama de forţe tăietoare 
Într-o seețiune &, momentul încovoietor este 


js e Pai pati e ca 

1% P 2 9 a(— a). 
E se anulează la capete, la z = 0 şi e = I, şi este maxim în mijloe 
(unde forţa, tăietoare este nulă), la e = — 


2 
Mae = 2-2) PE 
4 3 
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Se constată că forța tăietoare variază liniar, iar momentul încovoietor 
parabolice, ambele avind cîte o singură ecuaţie pe toată lungimea barei. 

4) Bara cu um sistem oarecare de forţe concentrate. La bara din figura 4.9 
se defermină în prealabil reaeţiunile 


Va Pb; Păi Pa 


după care se construiesc diagramele ZT, M la îel ca în exemplul din figura 
4.6. Momentul încovoietor este maxim în secţiunea, unde forța. tăietoare 
trece prin zero. 

Un caz particular interesant este al barei simetrice din figura 4.10 : 
se observă că pe intervalul dintre cele două sarcini P forța tăietoare este 
nulă, deci momentul încovoietor este constant. Se zice că pe acest interval 
Dara, este solicitată la, încovoiere pură. 

O altă concluzie interesantă se degajă din examinarea diagramelor 
T, M ale barelor simetrice (simetrie geometrică şi mecanică) din figurile 
4.5 şi 4.10 : dacă o bară este simetrică faţă de mijlocul ei, diagrama de mo- 


-P 


UI 
fe 


N 

2] pi 
fa Raci 

Fig. 4.10 Fig. 41 


menite încovoietoare este, de asemenea, simetrică, iar cea de forțe tăietoare este 
amiisimetrică (în puncte simetrice, forțele tăietoare sînt egale, dar de 
semne contrare). , i 

5) Bara cu saroină triunghiulară. Li para, din figura 4.11, cu o sarcină 


triunghiulară de valoare maximă p, încărcarea, totală este V = Z „Con- 
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siderind. această încărcare aplicată, în 
erîne centrul de greutate al tri iului 
de încărcare, se pot determina, uşor reacțiunile, îi devi ai 


1 ) 2. 
p.= p = DP ȘI i pl 
tc: ga IN d ai S. zal să 


Într-o secţiune oarecare 4, sarcina distribuită are intensitatea 


Pa = 2. 


Se pot determina forţele tăieti i i î i i 
EMI Add ip eg A e Ei oare şi momeritele încovoietoare prin 


BE 
Fa +0. 


/ Aj ( prde ţ îp da 


Constanta, 0, se determină aplicînd relaţia, în origine, la a = 0, unde 


4 
se ştie că 7, = V, = Z, Rezultă deci 


7, pL_2E, 
6 2 
Se observă că forţa, tăietoare variază parabolie. În reazemul din 
SI UĂ 
dreapta, la e = Î, rezultă Pe =-— î == —V2, Forţa tăietoare se anulează 
în secțiunea, dată de ecuaţia 
a > cui =0; L 
a ; = a > OT, 


Panta diagramei 7, fiind măsurată de sarcina p,, rezultă că pe reze- 


mul din stinga (unde p, = 0) diagra: j i 
ala A e De pl rea ma are tangenta orizontală. Integrind 


U,=( 7, do = ( pl pu? Dle  pa3 
$ j ze Aa ba ger 02 


Întrucât i 
o, 28 ucit; pe reazemui simplu, la z = 0, momentul este nul, rezultă 


Momentul încovoietor variază după o parabolă cubică, al cărei maxim. 
este i 
pb ( 1 1 ) PE 
6/3 3 9/3 


6) Bare simplu, rezemate cu cupluri concentrale. Bara din figura 4.12, 
încărcată cu un cuplu exterior pe reazem, are reacţiunile egale şi de sens 


Maz 


contrar, V, = Ve = 18 Forţa, tăietoare este constantă pe toată bara, 
LA 


iax momentul variază liniar. La bara din figura 4.13, cu două cupluri pe 
| ă PARIA 


SS: 
noa! 


We 


7 


Fig. 4.13 


Fig. 4.12 | 
reazeme, dacă M> > M,, rezultă V,>0, iar momentul încovoietor crește 


sai carare ai da PR cu cupluri egale pe reazerne, se realizează inco- 


voierea pură; momentul este constant, iar iorţa tăietoare nulă. 


A 
SI 

AR 
A 


A 


W 


Fig. 4.14 
spală, 
La, bara, din figura 4.15, reacţiunile au valoarea, V4 = Va = 


ivă ă i 7N0- 
Forţa tăietoare este negativă, constantă. Ca urmare, diagrama de 
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mente are peste tot; aceeaşi pantă, scăzind mereu. Momentul încovoietor 
are două ecuaţii, pe cele două intervale ale barei 


Os asa; Wa Aea; 
M,=0; up = = A 
, Me 
Os ast; N, = Pie + M= iat Mas 
My = — E + = Mo 


„Rezultă că diagrama de momente încovoietoare are, în dreptul sec- 
ţiunii unde se aplică cuplul, un salt egal cu valoarea, cuplului. 
b. BARE ÎN 0ONSOLĂ 


Pentru barele în consolă (bare încastrate la un capăt şi libere la celă- 
lalt), regulile stabilite pînă aici rămîn valabile. În reazemul încastra există 


un cuplu deci diagrama de momente încovoietoare începe cu valoarea 
acelui cuplu. 7 


La, bara din figura, 4.16, ecuaţiile de echilibru dau reacţiunile 
N ——— 
V,=P;U=PL. 


Forţa tăietoare este constantă, pozitivă. Momentul încovoietor într-o 
secțiune oarecare este i i 


Ma = —M + Van = —PU+ Pa, 
deci variază liniar, fiind Pl în încastrare şi nul în capătul liber. 


Fig. 4.16 


Fig. 4.17 


Dacă se înversează reazemul încastiraţ; (fig. 4.17), forţa tăietoare devine 
negativă, pe cind momentul este tot; negativ. 


Di 
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Regulile cunoscute se menţin : în figura 4.16 momentul crește mereu, 
de la, — PI pînă la, zero, forța tăietoare fiind pozitivă : în figura 4.17, Mo- 
mentul scade mereu, de la zero la —PI, Ă 


P p 
"A Miau 
(i 
PR 
7 7 M, 
p e n) /] 
7 
-Z H 
“A Ho ăi 


Fig. 4.18 Fig. 4.19 


Bara, cu sareină unitorm distribuită (fig. 4.18) are reacţiunile 


2 
V,=pl; M= z ” 
Bcuaţiile forţei tăietoare și momentului încovoietor sînt 
Li 2 
T, = pl — po; N, = — B+ pl P-: 


Ambele mărimi au maximele în încastrare și devin nule în capătul 
liber. Forţa, tăietoare variază liniar, iar momentul după o parabolă, care 
în capătul liber (unde 'T = 0) are tangenta orizontală, 

Bara, din figura, 4.19 este solicitată la încovoiere pură. 


e. BARE CU CONSOLĂ 


Barele cu console sînt bare simplu 
rezemate, avind, la unul sau La ambele 
capete, prelungiri, încărcate cu saroini, 
numite console. 

Se consideră bara din figura 4.20, 
avînă o singură sarcină, pe consolă, Ecu- 


Va Pa =0; = PA 


Din. ecuaţia de proiecţii rezultă 
P, = V + P=P(i pa): 
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aia de momente faţă de reazemul 2 dă 


Se construiește diagrama de forțe tăietoare, în felul cunoscut : în 
dreptul reazemului 2, ea are un salt egal cu valoarea reacţiunii Va. Dia- 
grama, de momente este formată din două drepte, avînd maximul pe rea- 
zemul cu consolă, M, = —Pa. Se reţine că barele cu console au momente 
îmeovoietoare pe reazemele unde există console. Diagramele din figura 4.20 
sînt identice cu cele din figura 4.6 cu observaţia că reacţiunea a luat locul 
sarcinii, şi invers. 


d. ÎNCĂRCĂRI COMPLEXE. 
METODA SUPBAPUNERII EFECTELUR 


În cazul încărcărilor complexe, alcătuite din mai multe tipuri de încăr- 
cări diferite, aeţionînd simultan, se procedează, ca în exemplele precedente, 
şi anume : se determină reaeţiunile pentru încărcarea totală, apoi pentru 


fiecare porţiune de grindă se scriu expresiile care dau tungţiile N, 7 şi M. 


În unele cazuri se ajunge mai repede la rezultat aplicînd principiul 
suprapuneri efeolelor. Acesta constă în a, considera separai efectul fiecărei 
încărcări simple şi a calcula astiel funcţiile 7 şi M corespunzătoare lor. 
Puneţiia efortului total pentru fiecare porțiune de grindă, produs de toate 
încărcările, se obține adunînd algebric funcţiile corespunzătoare diteritelor 
încărcări pentru acea porțiune. Trasarea diagramelor de eforturi se îace 
adunînd algebric, pentru fiecare secţiune, ordonatele corespunzătoare 
fiecărei încăroări. Ca, exemplu, se consideră bara din figura 4.21, acționată, 
de o sarcină repartizată p şi de două forţe concentrate. 

Dacă acţionează numai saroina p, diagrama de momente este cea de 
sub linia, de reper. Dacă acţionează numai forţele Ps, Fa diagrama momen- 
telor este cea, de deasupra liniei de reper. Cind acţionează simulţan ambele 
feluri de sarcini, diagrama momentelor este o curbă oarecare. În loc de a 


p 


Fig. 421 


construi o astfel de curbă, se desenează diagramele, parţiale, de forme cu- 
noscute, iar momentul total este suma lor. În acest caz, momentul încovo- 
ietor într-o secțiune se măsoară între cele două curbe, ca în figura 4.21. 

Spre a se putea aduna ordonaitele, una din. curbe se desenează deasupra 
iar cealaltă dedesubtul liniei de reper, dacă ambele diagrame au acelaşi 
semn. Dacă diagramele de momente sînt de semne contrare, ca în figura 4.22, 


Fig, 4.22 
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7—c, 1801 


ele se desenează de aceeași parte a liniei de reper, iar momentul total re- 
zultă prin scăderea ordonatelor celor două curbe. 


PROBLEME 


4.1, Se dă bara simplu rezemată din figura 4.23 şi se cere să se construiască diagramele T, 
M pentru sistemul de forţe din figură. 

Se determină reacțiunile 
> Pb 50- 6,5 -4- 200-5 + 203,5 + 1003 4- 300-141 


1 75 


266 daN. 


= 


V, = BP — V, = 404 daN. 
Se calculează forțele tăietoare și momentele încovoietoare în diferitele secţiuni indicate 


pe figură 
Tue = Vu = 266 daN 


Tuy = 216 — 200 == 16 daN 

Taz = —4 — 100 = —104 daN Tao = —104 — 300 = —404 daN 

M=0; M=0 M, = 266-1 = 266 daN: m 

M, = 206+2,5—50+1,5 = 590 daN-m  Mg= 266:4—50-8— 200 - 1,5 = 
= 624 daN-m 

Me = 404- 3 — 300- 2 == 612 daN- m M, = 4041 = 404 daN: m. 


Ta = 266 — 50 = 216 daN 
Tes = 16 — 20 = —4daN 


Pentru secţiunile 6 şi 7, momentele s-au calculat de la dreapta spre stinga, avind mai 
puţine forţe în dreapta secţiunii. Se vede că momentul maxim este în secțiunea 5, unde se anu- 
lează forţa tăietoare. 


SD 200 20ah pp” I00daN 


Q o Oe 0 9 1000daN 
[4 (A 75 750 27 hi p 
2 
266 
E 
7 
H 
CĂ ] 
Se, 40k 
580 em 62 
Fig. 4.23 


4.2, Să se construiască diagramele 7, M la bara din figura 4.24, încărcată cu o forţă con- 


centrată și un cuplu, 
Ecuațiile de echilibru dau : 
Vb V,—1000=0; 1000:2 + 2000 — V,:6=0 


Va = 667 daN; V, = 333 daN, 
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Forţele tăietoare sînt 
Ti = Vu = 333 daN; a = 338 — 1000, = —667 daN. 
Pentru momentele încovoietoare se obţine : 
Ms = Vit= 333 2; M=0; Mg= 666 daN:m 


Mas > Var — 1 000 (2 — 2) = 333 — 1000 (2 — 2) = 2000 — 6672 
Mj = 2 000 — 667- 4 = —668 daN- m. 


În punctul 4, diagrama momentului încovoietor are un salt. Astfel, în dreapta punctului 4, 
momentul îucovoietor este 
Mi, = 333+ 4 — 10002 +- 2 000 == 1 332 daN: m. (1) 


Calculind pe intervalul 4—2 momentele 
din dreapta secţiunii, rezultă 


Mia = Vaz” = 607 a 
My = 0; My=1334daN-m. (2) 


Valorile (1) și (2) diferă unumai prin ro- 
tunjirile făcute la calculul reacţiunilox V, şi Va. 
4.3, Să se construiască diagramele 7 și M 
pentru bara din figura 4.25, încărcată cu sarcina 
continuă p și cu forța concentrată P, 
Reacţiunile sînt 


Fig. 4.26 


Curba forțelor tăietoare rezultă, prin suprapunerea efectelor, din linia punctată a sarcinii 
continue p, din care se scade P/2 pe jumătatea din stinga, respectiv se adaugă PA pe jumătatea 
din dreapta. 

Pentru momente, diagrama rezultă scăzind, din parabola sarcinii p , triunghiul forţei P. 
Dacă momentul din mijlocul grinzii este 


di Pl 
. My Doo, 


diagrama are forma din figura 4.25, c, iar dacă M, 4.0, se obţine diagrama din figura 4.25, d. 
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A», Să se construiască diagramele 7, M la bara din figura 4,26. Reacţiunile sint 


pl F pl 2F 
V, + Va + . 


Forţa tăietoare variază liniar pe treimea mijlocie (unde momentul încovoietor variază 
parabolic) și este constantă pe celelalte două intervale, 


Dacă forţa tăietoare se anulează undeva între 2 şi 4, acolo momentul încovoietoreste 


maxima și rezultă diagramele Ta, Ma. În secţiunea 3, unde forța tăietoare nu are salt, linia dreaptă 
şi parabola diagramei de momente se racordează, în timp ce în secţiunea 4 diagrama are discon- 
tinuitate de pantă, 

E Dacă anularea forței tăietoare are loc în secțiunea 4, prin salt, rezultă diagramele o, 
Mo; momentul are un maxim — însă nu algebric — în punetul d. În cazul cînd forța tăietoare 
se anulează în 4, înainte de a avea salt, rezultă diagramele 74, M.; acum momentul are în 4 
un maxim algebric, însă și o discontinuitate de pantă. i 


4.5 Să se construiască diagramele 7, M la bara încastrată din figura 4.27. Reacţiunile 


sînt 
3 
V, = 3-1 000 = 3000 daN; M= 3-1 000 ()- 7 500 daN-m, 
Diagrama forţelor tăietoare se construiește pe baza ecuaţiilor 
Tia 3 Vu = 3000 daN; Ta = pa; Tp = 1000: 3=— 83000 daN; 7p==0. 
Ecuațiile momentelor încovoietoare sînt 
Ma = — Mt Var = —7500 + 3 000 x 
M, = — 7500 + 3000+1 = —4 500 daN: m 
a? 1 000- 32 Ă 
Mas = — Po Ma Ze —4 500 GaN- m; M= 0. 
În capătul 3, panta diagramei de momente este nulă. 
„ph > pp-covadettra 
% (044 
H ( Pe 
p=000dafr , F=2000 dul 
AS 
"E 
W 
4 — zau 1] 
Oda! 
3000 da 
7 -I200dam 
—7500dafmm H |] 
'2000dla 1-a 


HM 


Fig. 4.27 


4.6. Să se construiască diagramele N, TM pentru Dara din figuraz4.28. Ecuațiile de 
echilibru dau reacţiunile în încastrare 


EH, mm F = 2.000 daN: V, = pl = 100*8 = 800!daN; M, = —1200 daN- m. 
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Forţa axială este constantă în tot lungul barei 
Naa = — H, = —2 000 dan, 
Forţa tăietoare variază liniar 
Tia = V, — pr = 800—100; 7, = 800 daN; 7 = 0. 
Momentul încovoietor variază parabolic 


pe 


Me Mt Vat— ; M= — 1200 daN- m; 


100- 82 


Ma = —1200 + 800 8 — —— = 2 000 daN: m, 


Momentul se anulează într-o secţiune « dată de ecuaţia 


Ea 10022 
= = 0; —1200+800 2— 


Mt Vr— 
Prin transformare, ecuația devine 
pă — 16% -- 24== 0; = 8 6,82. 
Este valabilă numai soluţia cu minus, deci 


z= 8 — 6,32 = 1,68 m. 


4,7. Să se construiască diagramele 7, M la bara din figura 4.29. Să se calculeze momentul 


maxim și secţiunea unde momentul este nul. 
Să se calculeze apoi ce relaţie trebuie să existe între [ și a pentru ca; 


— momentul în mijlocul grinzii să fre nul; 


— momentul în mijlocul grinzii să fie egal și de 
semn contrar cu cel de pe reazeme,. 


Se obţine 
LA 
Vp = V4= (2 + -) 


Tape —pri; T4=0; Tp= — pa (1) 


I 
Ti = — pat Va 2 


LA 
Tu = zi — p(z— a) | 3 + -) pr. (2) 
Distanța x se măsoară de la punctul 7. 


pl pl 
T4 === ; Tp= — d Va pa 


Ta5 = Zp— p(2— 1— a)= p(+20)— pz; 
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Fig. 4.29 


7,= 0. 


8) 


Formulele (1), (2), (3) arată că dreptele care reprezintă diagrama forţelor tăietoare au 
peste tot aceeaşi înclinare, deci sînt paralele. Momentele au valorile 


pa a2 
Ma 3 3 M = 0; Ma=— E 
pt pr? UA 
My = = (a — FE: 
24 p + Va (a— a) 3 (3 +a) a). 


Momentul este maxim la mijlocul grinzii, unde forţa tăietoare este nulă 


2 
N. i 1 1 pfe 
atm = = 2-(a+4) Ho(a =) (+ E -a)- Zi 7 =). (4) 
Curba momentelor este formată ditntr-o parabolă pe porţiunea 7—2, apoi o altă parabolă 
între 2—4 și în fine o parabolă la fel ca prima, între d şi 5. i ză şi 


E R ei ca momentul la mijloc să fie nul rezultă din 
ormula E 
Q g.079 
75 
2/2 


CEZ 
Pe Î ve ar] 
[ap & 
MEI 
ă [» 


Condiţia ca momentul din mijloc și cel de pe reazem să fie 
egale în valoare absolută rezultă din egalitatea i 


i 
_2 Ul 
ŞP 


R 
[44| = Mm; 2 [= 2 asa LL = 08541, 
2la /s 


WR 4.8, Să se construiască diagramele T, M la grinda din 
figura 4.30 ştiind că P = pl. Reacţiunile sînt i ui 
Pi 
3 | pl 4 
Fig. 4.30 Wit Va Pre gPi 
sil + pl j Li ! 
2t she Val=0 
3 4 
Wei We. 
Forţele tăietoare şi momentele încovoietoare sînt 
4 "5 y 
Tia mg Pi Ta Pi Zu pu; 
i P 
Ta=0; Tisp== = 
Fi Paz 
4 
Ma = Vie = 3 Po; M=0i; Me Pl 
[i Pl pr? 
Mas = Vaz e(e 7) im 15 3 Ma 3 ;M=0. 


4. BARE COTITE. CADRE PLANE. 


În afara barelor drepte, examinate pînă aici, adesea, se întâlnese bare 
cotite, formate din mai multe bare drepte sau curbe, legate între ele prin 
noduri rigide, de exemplu cele din figura 4.31, a, 0. Se zice că nodul este 
rigid dacă nu permite nici o rotire a unei bare față de alta. 


A 


Sistemele de bare ale căror axe formează o linie îrîntă, sau ramificată 
(fig. 4.31, a), iar nodurile realizează legături rigide sau articulate, poartă 
numele de cadre. Prin figură indetormabilă se înțelege aceea care nu permite 
deplasări de felul celor care au loc în mecanisme, ci numai deformajii şi 
deplasări elastice. Astfel de cadre se întîlnesc frecvent în construcţii de 
mașini : portalul unei mașini de rabotai;, un cap de bielă ete. Ele se întâlnese 
mai frecvent şi în forme mai complicaite în aplicaţiile inginerului constructor. 

În figura, 4.31, b s-a, luat exemplul unei bare cu ramificaţie. 

Pentru construirea diagramelor N, 7, M la bare cotite, bare ramificate 
şi cadre, se/folosese definițiile date anterior. Pentru aplicarea acestor defi- 
niţii, este necesar să se aleagă un. sens de parcurs al cadrului, aşa, cum se 
arată prin săgețile din figura 4.31. Rotind hiîrtia aşa ea, pe rînd, la fiecare 
bară săgeata, să fie orientată de la stinga, spre dreapta, se aplică regulile 
cunoscute pentru calcului eforturilor. Se precizează că forţele din stinga 
unei secţiuni se înțeleg pînă la capătul barei sau cadrului, deci cele aflate 
pe toate barele din stinga secţiunii. 

În calculul momentelor încovoietoare, se ține seama de efectul de nod : 
momentul încovoietor într-un nod rigid este acelaşi și de același semn pentru 
cele două bare care pleacă din nod 2. De asemenea se ţine seama de faptul 


— 
= i 


Fig, 4.31 


2 În cazul'general al unui nod cu mai multe bare concurente, suma algebrică a momen- 
telor din nodjeste nulă. 
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că în orice articulaţie, fie ea în reazem sau între bare, momentul încovoietor 
este nul. În construcția, diagramelor N, 7, 4, linia de reper este însăşi 


Fig, 4.32 


bara, cotită sau cadrul. 

În figura, 4.32 s-au construit; 
diagramele N, 7, M pentru o grindă, 
cu două deschideri, rezemată în 
punctele 7, 2, 4 şi formată din 
două, bucăţi, articulate între ele în 
punctul 3. Separind grinda în 
punctul 3, se pot serie uşor ecua- 
ţiile de echilibru, determinînd. re- 
acţiunile E, Vi, Va. Va După 
aceea, se construiesc diagramele 
de eforturi, după regulile cunos- 
cute. Caracteristic acestui fel de 
grinzi este faptul că în articulaţii 
(în cazul de faţă în secțiunea 3) 
momentul încovoietor este nul. 


PROBLEME 


49. Să se construiască diagramele N, 7, M Ja bara din figura 4.33. O ecuaţie de momente 
dă valorile reacțiunilor verticale 


CIT ui Vs Vas FE 
pi = Vp F— 
a i 
409 [£) 
a ă > iar ecuaţia de proiecţii dă H, = F, 
V [A Forţă axială există numai pe intervalul 1—23. 
Z 2 Forţa tăietoare, pe bara orizontală, este 
e 
di Tis Pa 
N E i 
S iar pe cea verticală Za, == F. 
= Momentul încovoietor variază liniar pe toate cele 
7 trei intervale, Pe bara orizontală, el are valorile 
FE x 
a) e a Snda 
Mas -F-ai MM 0; Mg>=—F 
Ea l 
02 BI pi 
Z 
N e 
> E Ma = — Fa + Fe; 
pe 
Ă Fig F i Fi F &, ; M=0. 
Fig. 4.33 Mae ei te > Pepi Madi 
Pe bara verticală (consolă), momentul încovoietor variază între zero şi. —Fe. 
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4.10. Să se construiască diagramele N, 7, M la bara cotită din figura 4.34. 
Se determină reacțiunile 


pb? 
2 


— Val=0; Vas Vi:= ;H= pb. 


P 
| bi] d 
i Si 
Ea) 
| (a 
TEI] 


Il 


Cu aceste valori, pe baza regulilor cunoscute, 
se construiesc cele trei diagrame, Se observă, în 
nodul 3, conservarea momentului încovoietor, mar- 
cată prin aceea că s-a trasat un sfert de cerc de la 
diagrama barei orizontale la cea a barei verticale. 


4.11, Să se construiască diagramele N, T, M 
la arborele cotit din figura 4,35. 
Reacţiunile sînt : 4 


B> 


Fig. 4.34 


Diagramele forţelor tăietoare sînt formate din porţiuni de valoare constantă pe barele 
orizontale și sînt nule pe' cele verticale, Momentul încovoietor este maxim în mijlocul arborelui 


Mas = = (+a). 


Forţa axială există numai în barele verticale (manivele). 
412, Să se construiască diagramele N, 7, M pentru cadrul simetrie, articulat, din figura 


4.36, 
Din motive de simetrie, reacţiunile sînt 
d 
Vs Va e; Vp=0, 
2 
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Separind jumătate din cadru, ca în figura 4.36, b, so poate construi diagrama de momente 
pe intervalul 3—5. Într-o secţiune z, momentul încovoietor este 


Fig. 4.36 


iar în colțul 5 are valoarea 
pe 


My == 


Pe de altă parte, pentru stilpul 5— 2, momentul M, poate fi considerat ca produs de reac- 
țiunea HI, 


Le Li 
Hah = Pe ; Ha = E a 
E 8 3h 


Cunoscind aceste valori, diagramele N, 7, M rezultă ca în figura 4.36. 


"5. MOMENT MAXIM MAXIMORUM 


În problemele studiate pînă aici, sarcinile ocupau poziţii fixe pe bare. 
Se întâlnesc cazuri în care sarcinile, păstrindu-și direcția, își schimbă 
punotele de aplicaţie. Aşa, sînt sarcinile transmise podurilor de către roţile 
vehiculelor. Asemenea sarcini poartă numele de sarcini mobile. 

Pentru o poziţie oarecare a sarcinilor pe grindă, se poate determina 
secţiunea unde are loc momentul maxim și valoarea acestuia. Pentru altă, 
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poziţie a sarcinilor, secţiunea, unde are loc momentul maxim şi valoarea, 
lui se schimbă. Rezultă că pentru sareini mobile momentul încovoietor 
maxim este o mărime variabilă, care poate avea un maxim, căruia, i se dă 
numele de moment mmazim mazimorum. Se va determina, acest moment 
pentru convoiul formai; in forţele F, şi F, din figura 4.37 » care reprezintă, 
sarcinile pe osii ale căruciorului unei macarale. Se presupune E, > Pa 
Pacă, distanţa dintre cele două sarcini este a, se determină, poziţia Tezul. 
tantei R = Fe + P,, scriind momente faţă, de punctul de aplicație al forței F, 
Fa: a = (BP, + FE) MA E aste + A "a 
Pi + Pa 


_Să presupunem că momentul maxim are loc în dreptul forței F, și să 
notăm cu z distanţa dintre rezultanta, R şi mijlocul grinzii. Se poate scrie 


M mas =V, E — (0 — 2) ]: 


Reacţiunea V, se află din ecuaţia de momente faţă de reazemul din 
dreapta 


VI (B+ 8) (3-2) =0 


I— 28 
V, = (Ar BR). 
1 (F 2) 2 


Se înlocuiește în expresia lui Max 


I—2a[ 1 
Mas = (P+F Ea 
ms = (B+ PI [7 
Pe 
— a+al 
Pa + Fa ] 


Cînd convoiul se deplasează în lungul 
barei, singura, variabilă în expresia lui Mas 
este z. Spre a afla momentul maxim mazxi- 
morum, se derivează Maas în raport cu 2 şi 


se anulează derivata, Fig. 4-37 
Mari î P+PŢ 1 P, 
= = Qi 2 2 Ş . | — 22 Le 
da | 21 & Tae to] ta +zp ETER 
Bezolvînd această ecuaţie, rezultă, 

= E -/ ACI 

PI 2 
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respectiv 
a = 0]2. (4.4) 


Prin urmare, momentul maxim maximorum are loc peniru poziția con- 
voiului în care mijlocul grinzii împarte în părţi egale distanța dinire rezul- 
tanta convoiului şi forța în drepiul căreia are loc momentul maszim mai- 
morum,. 

Întocuind valoarea găsită pentru e în expresia lui Mmaz, se află mo- 
mentul maxim maximorum 


Mae ma = (4.5) 


Se demonstrează că pentru un convoi format dintr-un număr oarecare 
de forţe enonsideraţiile de mai sus rămîn aceleași, relaţia (4.5) modifi- 
cîndu-se corespunzător. i 


PROBLEMĂ 


4.13. Să se atle momentul maxim maximorum al unui convoi de două sarcini egale, de: 
părtate cu distanţa a. 

în acest caz, momentul maxim maximorum poate avea loc în dreptul uneia din sarcini — 
oricare din ele — dacă este satisfăcută relația de poziție stabilită. Ca urmare, distanța c din 
figura 4.37 este 


e= ah. 


Momentul maxim maximorum este dat de (4.5) 


a 2 
(-3) ii 
2F 2 21 
A i ep 0 
i 4 sI 


6, RELAȚII DIFERENȚIALE ÎNTRE EFORTURI LA BARE CURBE PLANE 


Sarcinile aplicate asupra barelor curbe sînt de aceleaşi feluri ca şi 
cele de la, barele drepte : sarcini concentrate, sarcini distribuite, cupluri. 

Pentru stabilirea unor relaţii diferenţiale analoge celor de la barele 
drepte, se consideră elementul infinitezimal din figura 4.38, realizat prin 
secţionarea barei curbe în A şi B. . 

Pentru echilibru, în cele două secţiuni s-au introdus mărimile N, 7, 
M în A, respectiv N + dN, P+AT, N+-AdM în B. 

Asupra, barei se aplică o sarcină uniform distribuită p, în direcție 
radială, care poate îi înlocuită prin forţa concentrată pds, așezată în mijlocul 

„ lungimii arcului ds. Sub efectul forțelor din figură, elementul de bară este 

în echilibru. 
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Se scriu cele trei ecuaţii de echilibru : proiecţii de direcţiile forțelor 
N, 7 şi momente faţă de punctul B: 


N-AI ++ AN) cos de + (7 + AD) sin de + p ds sin 22. = 0 
m —(7 + az) cos dș — (N + AN) sin de — p de cos “E = 0 


M — (M + 0M) + Tr sin de — Nr(l — cos de) — p dsr dig at 

Destăcind parantezele şi ţinînd seama, 

că sin de = de şi cos de 7 I, ecuaţiile de 
mai sus devin 


a 
— AN -- ZĂEGR+ ATas + p âs 2=0 


— 47 — Nde —ANdo —pds=0 


d 
— dU + Tr de — pr as =0. Fig, 4.38 


Infiniţii mici de ordinul al doilea sint neglijabili, ceea ce reduce sis- 
temul de ecuajii la i 
— AN + Tdo=0 


— 97 — NWde —păs=0 
— AM + Trdo=0. 
Făcînd şi substituţia ds = r de, se obţine 
dY _ 7 d7 WAN 
ds râs rr pic Pr Ă a 


Se observă că înlocuind ds prin da și făcînd 7 = oo (bară dreaptă) se 
ajunge la relaţiile cunoscute pentru barele drepte 
az, AU 
d 


7. DIAGRAME DE EFORTURI ÎN BARE CURBE 


O secţiune oarecare în bara curbă poate fi determinată fie prin arcul 
de curbă OS = s, fie prin unghiul q pe care normala îl face cu o linie de 
reper (fig. 4.39). Cînd bara este un arc de cerc, cea mai convenabilă variabilă, 
este unghiul o. 
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Eforturile W, 7, M au definiţii similare cu cele de la bara dreaptă, cu 
observaţia că axele pe care se proiectează forțele sînt tangenta, Si şi normala 
Sm la curbă, în secțiunea dată. Ă 

Prin urmare, se pot; defini astfel: 

Forța amială, într-o secțiune oarecare este suma forțelor diii stinga 
secțiunii proiectate pe tangentă — pozitivă cînd are sensul săgeții St din 
figura 4.39 — sau suma proiecţiilor 
forțelor din dreapta, secţiunii cu semn 
schimbat. 

Forţa tăietoare este suma, proiec- 
ţiilor forţelor din stînga, secţiunii pe 
normală — pozitivă cînd are sensul 
normalei Sn—sau a celor din dreap- 
ta cu semn schimbat. 

Momentul încovoietor într-o see- 
ţiune este suma momentelor forțelor 


Fig. 4.39 Fig. 4.40 


din stînga secţiunii (inclusiv cupluri) faţă de secţiune— pozitiv cînd roteşte 
în sensul acelor de ceasornie — sau a celor din dreapta cu semn schimbat. 
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Convenţiiile de semne se înţeleg, conform celor stabilite anterior, pentru 
faţa, din dreapta a secţiunii. 

La, bara, în formă de 
sfert; de cerc din figura 4.40, 
încărcată cu o singură forță 
în capătul liber, eforturile 
în secțiunea curentă sînt 


N = Pocose; 
T = —Psin e; 
M = PR cos e. 


Formulele stabilite 
dau legea de variaţie a 
mărimilor N, 7, M şi în 
baza lor se construiesc dia- 
gramele de eforturi. 

Se scriu valorile în 
extremităţi ale mărimilor 
respective, ştiind că în O 
unghiul este e = 0, iar în 

T 


B este p=— 
este ș == 
No = P; Na=0 
T>=0; Ip=—P 


My = PR; Mp =0 


De-a lungul arcului de 
cere, mărimile N, £, M va- 
xiază după legea de varia- 
ție a lui sin e sau cos q. 
Diagramele sint; construite 
în figura 4.40, măsurînd în 
orice secțiune pe N, 1, M pe 
direcția razei, care trece prin 
centrul arcului şi păstrind 
convențiile de semne cunos- i 
cute pentru aşezarea mărimilor respective, pozitive şi negative, față de 
are, luu ca linie de reper. * 


Fig. 441 


PROBLEME 
4.14. Să se construiască diagramele N, 7, M la bara semicirculară din figura 4.41, încastrată 
în O şi încărcată în B cu forţele P și 2P. A 
Reacţiunile sînt 
H=2P; V=P; M=2PR. 
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Într-o secţiune oarecare S, la unghiul ș, expresiile mărimilor N, 7, M sînt 
N = PA sin p — cos ș) 
T= P(2 cos e + sin q) 
M= PR(—1 +2 sin e — cos e). | 
Valorile în originea O, în mijlocul D al barei și în capătul B, respectiv pentru p= 0, 
Q = sie = x, sînt 
N= —P; Np= 2P; Na= P 
T=2B; To= P; Tp= —2P 


M, = —2PR;  Mp=PR;  Mp=0 


Pe baza ecuaţiilor de variaţie stabilite, se determină unghiurile la care nmărimile N, 7, 
M sînt maxime sau nule și apoi se construiesc diagramele de variaţie din figura 4.41. Diagrama 
dM 
dp? 


de momente încovojetoare are un punct de inflexiune la e == 2635”, aciolo unde derivata 


se anulează. 


8. DIAGRAME DE EFORTURI LA BARE COTITE 
ÎN SPAȚIU 


Diagramele de eforturi se construiesc, pentru bare cotite în spaţiu, 
luînd pe fiecare interval un sistem de axe rectangulare z, g, 2, după regulile 
cunoscute. 

În fig. 4.42 s-au redat diagramele N, M,, M, pentru o bară, încastrată 
la un capăt, formată din. trei porţiuni, de lungimi a, d, e, paralele cu cele 
trei axe rectangulare, încărcată cu două forțe în capătul liber. 


Fig. 4.42 


În exemplul ales, diagramele N, M, se construiesc destul de uşor. 
Pentru diagrama M, (analog şi diagrama 7) se va avea în vedere că, în 
general, efortul are două componente, cum s-a arătat în fig. 1.5. 
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CAPITOLUL 5 


ÎNCOVOIERE 


1. DEFINIȚIE - 


Solicitarea la încovoiere se întâlneşte în diferite variante, atît datorită 
poziţiei vectorului moment încovoistor faţă de axele principale de inerție, 
cât şi prezenţei simultane a altor eforturi. Din acest motiv, studiul încovo- 
ierii va, cunoaşte, în cadrul acestui capitol, următoarele etape : 

— încovoierea, pură (cînd forţa tăietoare este nulă) ; 

— încovoierea cu forță, tăietoare (încovoiere simplă) ; 

— încovoierea, oblică ; 

— încovoierea cu forță axială ; 

— încovoierea barelor curbe. : 

În paralel, vor fi studiate deformajţiile barelor drepte solicitate Ia 
încovoiere. 


2. EFORTURI UNITARE LA ÎNCOVOIEREA PURĂ 
a. FORMULA LUI NAVIER 


În capitolul anterior s-au examinat; unele cazuri de bare solicitate 1 
încovoiere pură, deci avînd momentul încovoietor constant în lungul lor, 
iar forţa, tăietoare nulă, În secţiunea, unei asttel de bare există numai efor- 
turi unitare normale. 

Pentru rezolvarea problemei, se fac unele ipoteze : 

1. Bara are un plan de simetrie — planul vertical ay, care este şi 
planul forţelor ; ca urmare, axa y, fig. 5.1, este axă de simetrie a secţiunii, 
deci axă principală de inerție. 

2. Axa barei nedeformate, z, este linie dreaptă. 
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3. Înălţimea secţiunii barei, k, este relativ mică în raport cu lungimea 7. 
4. Maserialul ascultă de legea lui Hooke. 
5. Se foloseşte ipoteza lui Bernoulli. 


Se consideră un element de lungime dz din bara, solicitată la încovoiere 
pură (fig. 5.1). i 


Fig. 51 - 


Pa 
Vectorul moment încovoietor M, perpendicular pe planul forţelor, 
este aplicat pe axa, principală 02. | 
Lungimea, dz a elementului este delimitată de liniile AB, 0D, per- 
pendiculare pe axa longitudinală a barei, ele reprezentând două secţiuni 
normale ale barei. Experiența arată că, în urma aplicării momentului M, 
bara se deformează, luînd forma, din figura 5.1, c. Se constată că axa, barei 
RS, care era.linie dreaptă, ia forma, unei curbe, iar secțiumile A.B şi 0D rămîn 
tot plane, însă normale pe aza defor- 
mată a barei. Aceasta Înseamnă că, 
L este aplicabilă ipoteza lui Bernoulli. 
! ă O verificare experimentală, a 
a ipotezei, la, exteriorul barei, se face 
desenind o reţea de pătrăţele ca în 
4) m îisura 5.2, a. urma aplicării 
3) momentului, figura 5.2, b, liniile 
Ş longitudinale se curbează pe cînd 
| cele transversale, reprezentând sec- 
P iunile plane, rămîn tot drepte. 
Fig. 5.2. E Dreptele A'B' și 0'D' din fi- 
gura 5.1, e sînt concurente într-un 
punct, care este centrul de curbură al areelor A'0", RS, m'n' şi B'D'. Se 
constată, de asemenea, în urma, deformaţiei, că segmentele BD, mn, se 
lungesc, pe cind AC se scurtează. Linia RS, care uneşte centrele de greutate 
ale tuturor secţiunilor, numită fibra medie a barei, rămîne de lungime 
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neschimbată. Arcul de curbă RS, de lungime infinit; mică (fig. 5.1, e), 
este un are de cerc, iar lungimea; sa (egală cu RS din fig. 5.1, a) este 


dz = pde (5.1) 


unde p este raza de curbură a fibrei medii deformate. 

Se consideră o fibră reprezentată printr-o linie mn pazalelă cu axa, 
barei, situată la distanța y de fibra medie. În urma, deformării, fibra mn 
se lungește, devenind arcul 7m'r/, de lungime ' 

aro mw = (p-- y) de. 


Iniţial, fibra mn a avut lungimea, dz. Creșterea lungimii fibrei este 
diferenţa, dintre cele două valori de mai sus 


A(mn) = Ada = (p +9) de 


| pde = gde. 
Jamgirea spevitică a acestei fibre este raportul 


_ Ada __yde _y 


€ = . 
da: pe e 


(5.2) 


Unghiul de măsoară rotirea celor două secțiuni, depărtate cu dz una 
de alta. Relaţia (5,1) se poate serie i 


= o, (5.3) 


d S : 
unde raportul a reprezintă unghiul cu care se rotesc, una, faţă, de alta, 


două secţiuni depărtate cu unitatea, de lungime și poartă numele de rotire 
specifică, notindu-se cu w. Relaţia (5.2) devine 


e = Y- = ay. (5.4) 


e 
Ea arată că pe secțiune lungirea spe- ( 


cifică variază liniar. (consecinţa ipo- | 
tezei lui Bernoulli). În figura 5.3 s-a, 
făcut o reprezentare grafică a varia- 
ţiei lungirii specifice e pe secţiune. 
"Ținind seama de curba caracteristică, 
a materialului , 


o = fie) 


şi înlocuind pe e cu valoarea (5.4), rezultă, 
o = fie) = flag). 
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„„ Pe secţiune, eforiurile unitare variază după curba caracteristică a mate- 
ritului. În cazul mat;erialelor care ascultă de legea lui Hooke, de care ne 
ocupăm în prezent, 


j o = Be, : 
astfel că se găseşte legea de variaţie a efortului unitar pe secțiune 
B 
o = Boy =, (5.5) 
[:] 


Efortul unitar variază liniar pe secţiune ca, înfigura, 5.3. 

La bara din figura 5.1, fibrele longitudinale inferioare se lungesc, iar 
cele superioare se scurtează. Datorită efectului de contracție transversală, 
în secţiune, latura su peri- 
oară selungeşte, iar cea infe- 
rioară se scurtează, curbin: 
du-se ca în figura 5.1, d. 

Pentru a se afla: legătu- 
ra dintre mărimea eforturi- 
lor unitare şi momentul în.co- 
voietor, se scriu, în secţiu- 
nea considerată, ecuajiile 
de echivalență din mecani- 
că. Eforturile unitare c 
(fig. 5.4) produc în seoţi- 
une eforturi elementare 
c-dA4,paralele. Fiind vorba 
de forțe paralele, se pot 

Fig. 5.4 serie trei ecuaţii : proiecţii 

i „pe axa & şi momente faţă 

de axele g și z. Întrucât nu există forţă axială, iar momentul încovoietor este 
dirijat de-a lungul axei z, ecuajiiile de echivalență sînt 


z7 =| cd4 =0; Zu = oy d4 = M; =u, =$ oa 44 =0. 


4 A 


Se înlocuieşte o cu expresia (5.5), ținind seama că într-o secţiune dată 
w este constant i 


$, Bovă4 = Boţ ya4=0 
$, Zoo a4 => Bo păa=u 


$, Boya dA = Boţ, jeăd4. =0. 
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Din aceste relajții, ținînd seama, că 


$ va =1, și j. ya dA = In 


rezultă 
| yĂA =8,=0 (5.6) 
4 
Bol, = M (5.7) 
Ia =0. (5.8) 


Relaţia (5.6) arată că aza Oa trece prin centrul de greutate, întrucît; 
momentul statie față de ea este nul. Ea poartă numele de ază neuiră a 
secțiunii. Contorm relaţiei (5.5), eforturile uniiare sînt nule în axa neutră, 
crese liniar cu distanța la asa neutră şi sînt mazime în fibrele extreme ale 
secțiunii (unde distanţa y, faţă de axa neutră, este maximă). Întrucât 
în premisele problemei s-a considerat că axa verticală Oy este axă de sime- 
trie, rezultă că axele Oa şi Oy sint axe principale, ceea, ce are drept conse- 
cinţă In = 0. Din relaţia (5.7) se seoate expresia produsului Bo şi se 
înlocuieşte în formula (5.5) 


YM, 


z 


(5.9) 


0 = 


Formula (5.9), numită formula lui Navier, dă valoarea efortului unitar 
s în ozice punct al secţiunii. Singura variabilă în. formulă este FA Apariţia 
lui 7, axată că momentele de inerție sînt mărimi care întră calculul 
de rezistenţă la încovoiere. i 

în calculele de rezistenţă interesează în special valoarea cea mai mare 
a efortului unitar, aceea, care se produce în fibrele extreme. Din formula 
ui Nawier rezultă 


Ymaz ll _ _ AM EI M 5.10 
Omaz = 7, 7, Y, tă ( ) 
Ymaz 
unde 
12 
Pe = (5.11) 
Umaz 


este un element geomstrie al secţiunii şi se numește modul de rezistență la 
încovoiere. În calculele care urmează se va renunţa la indicele lui omaz 
scriind 


i 
i 


i 


iar uneori se renunţă şi la indicele lui W,. Ca toate formulele de rezistenţă, 
aceasta poate fi scrisă sub una din următoarele forme : 
Pormulă de dimensionare 


M 
VW azo = - (5.12) 
i Sa 
Pormulă de verificare 
ar SR SS 04. (5.13) 
ez 
Formulă, de calcul al momentului capabil 
Meap = Wer0a (5.14) 
„merită 


b. DIMENSIONAREA BARELOR SOLICITATE LA ÎNCOVOIERE. 
RORMA OPTIMĂ A SECȚIUNII. MODULUL DE REZISTENȚĂ 


Pentru dimensionarea unei bare solicitate la încovoiere se parcurg 
următoarele etape : $ 

a) Se construiește diagrama, momentelor încovoietoare, determinind, 
valoarea momentului maxim, la care se dimensionează bara. Desigur, 
dacă bara are secțiune variabilă, se va căuta momentul din secţiunea, 
periculoasă. Așa, de exemplu, pentru bara din figura 5.5, momentul va, fi 
calcula; atît peniru secţiunea I cât și pentru secţiunea II, întrucât după ce 
se va face dimensionarea pentru momentul maxim (secţiunea II) va 
trebui verificată şi secţiunea, 7. 

6) Se alege rezistenţa, admisibilă Ja încovoiere, după criteriile arătate 
în capitolul 1. | 

7) Se aplică formula de dimensionare (5.12), din care rezultă modulul 
de rezistenţă necesar, măsurat în cms. Găsirea valorii numerice a lui PP 
nu rezolvă însă problema, "Trebuie aleasă forma, secţiunii şi găsite dimen- 
siunile ei, respectiv trebuie căutată forma, optimă a, secţiunii. Dacă se 


Ora W - „N 
4 F 3 le 


Fig. 5.5 Fig. 5.6 


consideră figura 5.6, dinte cele două secţiuni cu arii egale, secţiunea, 
în ormă de I este mai avantajoasă decât cea, dreptunghiulară, deoarece 
este capabilă a prelua un moment încovoietor mai mare. Acest lucru rezultă 
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a pate taia 


din faptul că o bună parte a supraieței este aşezată în apropierea, fibrei 
unde o este maxim. i i 

It că pentru barele solicitate la încovoiere sînt de preferat; 

formele de secţiuni la care materialul este sl nai depărtat de axa neutră, 

înt; profilele I și U sau secţiunile inelare. 1 

iii pai stabili inci modulului de rezistenţă W, pentru cîteva forme 
curente de secțiuni: ă 
Drepiumghi. Bibra extremă are mas = h|2y ceea ce dă 


bh3 
EI 2 nb? 
17, — 12 __12 _bh MA be (5.15) 
i k 6 6 
ul Ymaz — 
2 
Secţiune circulară. Distanţa fibrei extreme este ymaz == d/2, deci 
nd 
N 64 md 5.16 
PP == Wy = d 32 (5.16) 
2 


Seojiume îmelară cu diametral interior d şi diametrul exterior D 
(fig. 5.7): 


a (D1 — di) 4 a 
64 (Di — dh), 5.17 
Mie Sp ( ) 
2 


Spre a se putea, dimensiona o astiel de secţiune, trebuie să se dea, și 
un raport; între d şi D, sau să se cunoască unul dintre diametre. Ș 
Pentru profile laminate, valoxile modulelor de rezistenţă sint date în 
tabele. Cunoscând valoarea dată de formula e dimensiunare, se poate 
rofilul cel mai apropiat care-i corespunde: 
A CEE de lemn i oo etil de rezistenţă maxim. Se pune problema, 
ca dintr-un buștean rotund să se execute o grindă de secţiune dreptun- 
ghiulară cu cel mai mare modul de rezistenţă posibil (fig. 5.8). Se serie 


expresia lui W, şi teorema lui Pitagora : 


Pe ; B+ == const, - 
i 6 


Variabilele sînt b, h, W,. Se derivează W, în raport cu una din varia- 
bile, de exemplu b, şi se anulează derivata, - 
A, 2 a dă 

db 6 3 ab 


0. 


119 


Raportul L se află diferenţiind cealaltă relaţie 


20ă5 + aha 0, hd 
do 


şi se înlocuieşte în expresia lui Sr 
he bh b 
1) h = V20. 
6 3 : a 


În practică se ia de obicei 
= 15 9. (5.18) 


Observaţia 1. În expresia modulului de rezistenţă W, intră atit monen- 
tul de inerție 7, cât; și distanța ymaz. Pentru a obţine valori mari ale lui 
2» figurile trebuie să aibă momente de inerție mari, dar să nu aibă 
îibrele extreme depărtate prea mult. Dacă se compară cele două secţiuni 
din figura 5.9, se observă că secţiunea, din figura 5.9, b are un monent 
de inerție ceva mai mare decit cea din figura, 5.9, a, datorită plusului de 
suprafaţă hașurată. În schimb, figura, 5.9, b are Pe ymaz mult vai mare, 
ceea, ce face ca modulul său de rezistenţă, să fie inferior celui din figura 
5.9, a. În consecinţă, ariile haşuraite sînt dezavantajoase, contribuind la, 
micșorarea capacităţii de rezistență a, barei. 

Observajia 2. S-a văzut anteior că, pentru a calcula momenţul de 
inerție al unei secţiuni compuse faţă de o axă dată, se calculează 
momentul de inerție al fiecărui element component; și se face adunarea, 
momentelor de inerție. Trebuie să fim atenţi că modulele de rezistență 
W nu pot fi adunate, ei trebuie calculat momenţul de inerţieal ansamblului 
şi aplicată formula, (5.11). Este posibilă adunarea modulelor de rezistenţă 
W numai în cazul particular cînd axa neutră trece prin centrul de greutate 
al fiecărui element component şi. toate elementele au acelaşi mag» 
consecinţă, nu se pot; aduna modulele de rezistență 1, pentru cele două 
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grinzi suprapuse din figura 5.10, a, dar se poi aduna pentru. profilele I 
aşezate alăturat, din figura 5.10, b 

Observaţia 3. Secţiunile la care axa neutră este axă de simetrie sînt 
cele mai potrivite pentru materialele care se comportă identic 1a întindere 


max 


Fig, 5.9 Fig. 5.10 


şi compresiune : la, astfel de secţiuni, eforturile unitare din fibrele extreme 
întinse sînt egale cu cele din fibrele extreme comprimate. a 
La materiale care rezistă diferit; la întindere față de compresiune, 
astfel de secţiuni nu mai sint; economice, deoarece, aiunci cînd în una 
din fibre se atinge rezistența admisibilă, în cealaltă efortul unitar este 
mult superior sau interior rezistenței admisibile. i 
Ca urmare, pentru astiel de materiale se folosesc secţiuni la care 
axa neutră (ce trece prin centrul de greutate) nu este axă de simetrie. 
Aşa, de exemplu, pentiru bara de fon- 
tă se preteră secţiuni în formă de T 
(fig. 5.11) sam de I, cu tălpi neegale. Ţ 
Xatrucit la fontă rezistențele admisi- “| 
bile stau în raportul 2,5, secţiunea 
din figura 5.11 va fi astfel alcătuită, 
încât 


Ce max 


Ana meutră . 


2 


fa Sem 25, (5.19) 


& Cimas 


La așezarea grinzii se va avea în e max 
vedere ca fibrele cele mai depărtate Fig, 544 
de axa neutră să fie cele comprimate. 0 că 
Eforturile unitare în fibrele extreme ale unei astfel de grinzi sînt 


ea M aM 


. 9. = 
i Lannz 
I, Ie 


(5.20) 


| Ocmaz| = 
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PROBLEME 


| 5,1. Să se dimensioneze o grindă de oţel, din profil I, solicitată de un moment încovoietor 
M = 5000 daN- m, dacă se ia az = 1500 daN/em?, 
Formula (5.12) dă 

M 500 000 


Waee = — 
pe 1500 


= 333 em3, 


Tabelul anexă 8 (după STAS 565-—71) arată că trebuie ales un profil 1 24, care are W, = 
= 354 cm?. Dacă profilul din tabel diferea mai mult de cel calculat, trebuia să se verifice apoi 
efortul unitar efectiv în grindă. 

5.2. O grindă de lemn, de secţiune 16 X 24cm?, cu ca = 100 daNjem?, poate fi așezată 
în două feluri, ca în figura 5.12, a sau 5.12, b. Se cer momentele încovoietoare pe care le poate 
suporta grinda în cele două poziţii. 


9 
Fig. 5.12 
Se aplică formula (5.14), notind cele două cazuri cu a și b, conform figurii : 
ve 16:242 
Pa= = 1536 cm. 
hb? 24 162 
Wa= = = 1 024 cm? 


Mapa = 153 600 daN: cm, 


M, = 102 400 daN: cm. 


capeb 
Deci este preferabil ca grinda să se așeze ca în figura 5.12, a. 


5.3. O grindă simplu rezemată, de lungime ]= 2 m, este formată din două profile U 20, 
așezate alăturat, și este încărcată cu o sarcină uniform repartizată. Se cere să se calculeze valoa- 
rea sarcinii uniform repartizate pe care o poate suporta grinda, dacă că = 1 500 daN/em?, Dacă 
grinda ar fi încărcată cu o forţă concentrată în mijloc, care este valoarea ei? 

Conform STAS 564-71 (tabelul anexă 7), 


3 820 
12 => 2lq = 2* 1 910 = 3 820 emiş Li ara 382 cm3. 
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i Momentul de inerție al semicercului 


Momentul capabil al grinzii este 


Meap = Waca = 382-* 1 500 = 573 000 daN- cm, 
Între moment şi sarcina uniform repartizată există relaţia 


pe 
Maze ai 
de unde rezultă sarcina 
8Mmaz 8 573 000 


RR 2 = 114,6 daNjem, 
F [ii 2002 | 


Întreaga sarcină aplicată grinzii este 


i, P= pl = 114,6 200 = 22 920 daN, 


La o sarcină concentrată, se obţine 


pi 4Momaz 4" 578 000 
" M, : P 
ui TI i 200 


e 11460 daN. 


| În consecință, în cazul sarcinii uniform repartizate, grinda suportă o încărcare totală dublă 
2 faţă de cazul sarcinii concentrate, 


5.4. O grindă de lemn de forma unei jumătăţi de buştean, avînd d == 30 em, este așezată 

. ca în figura 5.13 şi supusă unui sistem de 

sarcini verticale care dă un moment încovoie- [i 

tor maxim M = 600 daN:m. Să se calculeze 
i eforturile unitare maxim și minim care se 
j produc. 
i Axa neutră hetiind axă de simetrie, se 
Ă produc în cole două fibre extreme eforturi 
unitare diferite, care se calculează cu formu- 
Iele (5.20). 


faţă de axa neutră a fost calculat Ja capito- 
lul 3, problema 3.1 


ci Ia = 0,0068 d+ = 0,0068 » 304 == 5 508 emit 
li 
2a. 2-3 
zic ilie” alecu = 
e.M  6,37-:60000 
Omaz = See '70 daN/em? 
FA 5508 
eM 8,63 - 60 000 94 daNjeme 
miri 7, 5 508 i 


A Dintre cele două eforturi unitare, în cazul lemnului care se comportă relativ Ia fel la întin- 
dere şi la compresiune, va interesa cel mai mare în valoare absolută, adică Geniu. 
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3. DUALITATEA EFORTURILOR UNITARE XANGENȚIALE 


Se consideră un element de volum paralelipipedic, ca în figura 5.14, a, 
solicitat prin eforturi unitare normale și tangenţiale paralele cn axele 
&, y, pe cele patru feţe avînd ca, normale axele z, y. O astiel de stare de 
solicitare, care poate fi reprezentată printr-o figură plană, ca în figura 


g, 
Zi 
i: A E 
|| | ze S 
VA 
GA > | [a 
| Ca 
e 
b | ud 
Vl 


Fig. 5.14 


5.14, b, poartă numele de stare plană de eforturi unităre. Btorturile unitare 
normale poartă, indicele axei cu care sînt paralele. Bforturile unitare 
tangenţiale poartă doi indici: primul arată direcţia axei cu care sînt 


paralele, iar al doilea direcţia normalei la planul pe care ele sînt aplicate. * 


La schema, din figura, 5.14, b, eforturile unitare sînt aplicate pe fețe 
care au o latură d sau dy, iar a doua latură, perpendiculară pe planul 
desenului, luată, pentru simplificarea scrisului, egală cu unitatea. Dacă 
se scriu momentele celor 8 forțe din figura 5.14, b faţă de punctul O, (pa- 
tru dintre ele trecînd prin acel punct), rezultă, 


2: dy 1 SE — arprăo-1- SV — i 


de unde se obţine 
Ta 57 Tae (5.21) 


Această relaţie exprimă una din; teoremele fundamentale ale teoriei 
elasticităţii, numită dualitatea sau paritatea eforturilor umitare tangenţiale. 
Ba se poate enunţa astfel : dacă pe un plan din înieriorul unui corp există 
un efort unitar tangenţial, atunci pe un plam perpendicular pe el ewistă 
același efori umitar tangențial, ambele fiind simetrie orientate faţă de muchia 
comună a plamelor și perpendiculare pe ea. 
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4, EFORTURI UNITARI NORMALE ŞI FANGENȚIALE ÎN BARA 
SOLICITATĂ LA ÎNCOVOIERE SIMPLĂ 


a. STABILIREA FORMULEI LUIJURAYVSKI 


Sub numele de încovoiere simplă se înţelege solicitarea, cea mai uzuală» 
produsă de existenţa simultană a momentului încovoietor şi a forţei 
tăietoare. Aceasta are ca urmare faptul că într-un punct oarecare al 
secţiunii (fig. 5.15) există simultan efort 
umiţa» o, dat de formula (5.9), şi efori 
unitar 7, a cărui expresie urmează să se 
stabilească. 

Considerind un element de volum pa- 
ralelipipedic dintr-o bară (fig. 5.16), avind 
faţa abcă în planul secţiunii transversale, 
iar faţa abef într-un plan orizontal, paralel 
cu w0z, el este supus pe aceste feţe unor 
eforturi unitare tangenţiale egale, în baza 
principiului dualității. Aşa cum s-a arătat; 
în figura 1.8, sub efectul acestor eforiuri 
unitare apar deformaţii de lunecare, iar E 
paralelipipedul devine oblic. Acest lueru 1 
are drept consecinţă, că seoţiunile plane, normale pe axa barei (fig. 5.17,a), 
în urma deformajiei, nu mai rămîn plane, ci se deplanează, ca 
figura, 5.17, b. Aeastă deplanare este mai accentuată în apropierea pla- 
nului neutru al baxei, unde, cum se va vedea mai departe, eforturile 
unitare tangenţiale au valori maxime, 
şi este mai mică în apropierea fibre- 


Fig 515-— 


lor extreme. 
VA 
C saa! (Dy 
// 
Fig, 5.16 Fig. 547 


Ca urmare, datorită efectului forţei tăietoare, ipoteza, secțiunii plane 
nu mai este riguros valabilă şi deci nici formula, lui Wavier nu mai este 
exactă. Se demonstrează că abaterile de la valoarea dată de formula lui 
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Nanier depind de raportul f;/], dintre înălțimea secţiunii și deschiderea 
grinzii, crescînd cu el. La cazurile uzuale de bare, unde acest raport este 
mic, erorile sînt neînsemnate şi formula, lui Navier se consideră perfect; 
aplicabilă. Din contra, la barele care 
au raportul h/L relativ mare, efor- 
turile unitare date de formula lui 
Nanier sint sensibil superioare celor 
reale din piesă, 

Se va face acum studiul etfortu- 
zilor unitare tangenţiale, pentru bare 
la care formula, lui Navier rămîne va- 
labilă. Se consideră o bară cu secţi- 
une de formă oarecare; pentru cla- 
ritatea desenului, s-a, luai; o secțiune 
dreptunghiulară în figura 5.18. Daito- 
rităforței tăietoare Z, în orice element; 
al secţiunii barei poaitie exista un efort 
unitar +, de direcţie necunoscută, 
care poate fi descompus în compo- 
nente 7yz Şi Tzz, paralele cu axele din 
secțiune, Aceste eforturi unitare trebu- 
ie să satisfacă ecuaţiile de echivalență 


4 g 


Tig. 5.18 
ţ <a d4 = T; | da AA = 0. (5.22) 
A A 


Rezultă, că în secţiune componentele +, trebuie să existe, pe cînd 
Taz Sînt sau nule, sau de semne contrare, aşa că rezultanta lor să fie nulă. 

Se consideră elementul din secțiune, 7, din vecinătatea, laturii verti- 
cale BO a conturului secţiunii. Componentei +, îi corespunde compo- 
nenta, 2 de pe elementul 2 al feţei exterioare BB'00'. În rezistenţa, maite- 
xialelor se consideră însă că fețele exterioare ale corpurilor sînt nesolicitate; 
afară de locurile unde se aplică forţele. Ca urmare, pe elementul 2, com- 
ponenta Taz este nulă și în baza dualității şi componenta; 72 de pe elementul 
1 este nulă, Deci pe elementul 7 există numai componenta ryz, paralelă 
cu conturul. Cum elementul 7 ar putea fi ales oriunde în vecinătatea con- 
turului, se poate deduce că: eforturile umitare pe elementele de suprafaţă 
dim vecinătatea conturului sînt totdeauna paralele cu conturul. Din acelaşi 
motiv, pe elementul 4, componenta 72 este nulă. Rezultă de aci că efortul 
unitar Tu este nul în vecinătatea fibrelor extreme, iar cum relaţia (5.22) 
arată că el trebuie să existe, rezultă că my nu ss distribuie uniform pe 
secțiune. i i 

Se consideră un element; de lungime dz (fig. 5.19, a), detaşat dintr-o 
bară solicitată la încovoiere. Pe cele două secțiuni acționează eforturile 
NM, Mi AM şi forţa tăietoare 7, considerată constantă. Aceste efor- 
uri produc în cele două secţiuni eforturi unitare o, o -- do, uz, desenate 
pe figura 5.19, b. Se face și o secţiune orizontală prin bază, printr-un 
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plan paralel cu «Oz, obţinindu-se elementul de volum hașurat ; pe planul 
orizontal se exercită eforturi unitare 12, = Tyaz. Se face ipoteza — dato- 
rită lui Juravski — că pe o coardă BO, paralelă cu axa neutră (fig. 5.19,b), 


a [ 
Fig, 5.19 


eforturile unitare +, sînt constante. Se va studia echilibrul elementului 
de volum de lungime dz, situat sub planul orizontal BO. Pentru aceasta, 
se notează cu y depărtarea coardei B0 la axa neutră şi cu y, depărtarea 
unui element oarecare al suprafeţei BOD la axa, neutră, 
Pe suprafaţa din stinga, aeb, efortul unitar o în punetul situat la 4 
distanța g, de axa neutră este 
ML 


z 


= 


Pentru întreaga supraiață eb, eforturile unitare o dau o forţă 
PM aa M a4 = 
cp Ie | Ia ez 


a, 
I 


=) 


BCD 


dA ţ 
a 


S-a scos de sub integrală raportul M/I,, constant în secţiune, iar 


in egrala, 
E | 
i i 


este momentul statie al părţii de secțiune BOD, siiuată sub linia BO, calculat 
faţă de aza neutră Oa. 
Analog, pe faţa fă a elementului de volum, la aceeaşi distanță g, 
de axa neutră, efortul unitar este 
side MO Ea), 


z 


Vaz 


mdA = 8 
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iar forța rezultantă 


Y+ ax = HM AM) sa 
cp Ze 


3 


_ M+AM (A ++ dM)8 
Dj PP Ma Cfr 1 A 
Ie, sc ZI, 


Bara, este prismatică, deci integrala, are aceeaşi valoare S. Se serie 
acum ecuajia de proiecţii 2 tuturor forţelor aplicate elementului de volum, 
pe direcţia axei z. În ecuaţie întră forţele VW, Y +- d, calculate mai sus, 
Şi forța zz,b de, produsă de eforturile unitare +, pe fața ef. Această supra 
față fiind infinit mică, efortul unitar 7, este uniform distribuit pe ea. 
Eicuaţia, de echilibru este 


N + sa băz — (N i 4) =0, 
respectiv, fătind înlocuiri, 


MS, MS AM-8 
E Tab do 
1, Le IL 
de unde xezultă, 
_ _dM-8. 
“ aabl, 


Întrucât a == 7, se obţine 
a 


7-8 

Ta Sup 5.23 
| Pt pr (9:28) 
relație care poartă numele de formula lui Jurawski. În ataxă de S, definit 
mai sus, în această relaţie, 'T este forţa tăietoare în secţiune, 1, momentul 
fine de inerție al întregii secțiuni faţă de axa neu- 
ră, iar b lăţimea secţiunii la distanţa g de axa 
neutră. Întrucît 7 şi I, sînt constante în secţi- 
une, rezultă că legea de variaţie a lui 7, în 
secţiune, de-a lungul axei , este cea de varia- 

ţie a raportului 8/Bp. 

Dacă se consideră o secţiune cu contur 
curbiliniu, de exemplu circulară ca în figura 
5.20, se ştie că pe un element dA din vecinăta- 
tea conturului efortul unitar + este tangent la 
contur. Ca urmare, pe acel element există atât 
componenta 7y Cît şi Taz. Dacă se studiază în 

Fig, 5.20 detaliu această problemă, se găseşte că compo- 

Denta, 1, este maximă în vecinătatea conturu- 

lui şi nulă atît pe axa Oz cît şi pe Oy. Valorile lui +2, sînt; destul de mici 
şi de aceea, în calcule, nu vor fi luate în considerare. 


128 


b. VARIAŢIA BRORTURILOR UNITARE ps LA SEOȚIUNILE DREPTUNGIULARĂ, 
CIRCULARĂ ȘI I 


Să aplicăm formula, lui Juravski (5.23) la, secțiunea dreptunghiulară 
din figura 5.21 , 


h Roy LA hă A. ad, d =A4 
S (2 1) (+a ) 3 Y|> z Ei ; 


a 4 a 
za (2 i) oz (2 sp) 
ala > E 
ve VR8 Vis 
poe 
13 
2 2 5 
_87 (PPP (15 6y ): (5.24) 
Ala 2] A [7 


Cînd y variază, efortul unitar <a variază după o parabolă, fiind 
maxim în axa neutră, la y = 0, și nul în fibrele extreme, la y = 2. 
Valoarea maximă a, lui 2 este 

= 15 i (5.25) 


T, 
yz maz î 
A 


Se observă că efortul unitar z,, este maxim în axa neutră și nul în, 
fibrele extreme, în opoziţie cu o, care este nul în axa, neutră și maxim în 
fibrele extreme. Rezultă că maximul fiecăruia dintre eforturile unitare 


ZZ////4 
//// 


Fig, 521 Fig, 5.22 
se produce singur, deci în fibra CU Gmaz DU trebuie să se ţină cont de 72 și 
reciproc în axa neutră. i 
La secțiunea, circulară, contorm figurii 5.22, se poaie serie 


y=reos0; dy= —rsin 040. 
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Lăţimea variabilă a elementului de arie este 
b = BO = 2rsin 8. 


Se calculează momentul static al suprafeţei haşurat; i ală 
pentru îișiile de suprafață dA = băy ui : dl iale id 


iu UI] 
s=| yd4 = | r cos 0-2 rsin B-rsin0 40. 
o o 
Se integrează cînd y variază de la OD la OE, respecti i iază 

“ v unghiul variazi 
de la 612 0. Se inversează limitele, schimbînd sei îrite ceai laici 


9 
s= 273 sin? 0 cos0d9 = 2 posin30; ÎI, = E AER ul 
o 3 64 4 
Se aplică formula (5.23) 
2 
4 (tă "3 sinâ 
gind „mreina0 
34 


ea (5.26) 
Sia -2r sin 6 


Biortul unitar z, variază după legea de vaviaţie a tuneţiei sin20. 
El este nul în fibrele extreme și maxim în axa neutră, cînd 9 = Ru 
| i 2 


Tyamaz >: (5.27) 


Secţiunea, în formă de I (fig. 5.23) se 
poate considera ca formată din dreptunghiuri 
cărora li se aplică formula lui Juravski. Se 
observă că, în timp ce momentul static S 
variază continuu cînd se merge de la axa 
neutră spr6 fibrele extreme, în B apare un 
salt al lăţimii b, ceea ce dă o discontinnitate 


unitar Try. Rezultă că la profilul I, din cauza 
formei sale, se produc eforturi unitare 7, des- 
tul de mari în apropiere de fibrele extreme, 
Fig. 5.23 la, trecerea, de la inimă la talpă. 


e. NEGLIJAREA BFORTURILOR UNITARE TANGENȚIALE 
ÎN UNELE CALCULE DE ÎNCOVOIERE 


Este interesant de examina ce raport; există între valorile maxime 
ale eforturilor unitare + şi o într-o bară solicitată la, încovoiere. 
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a parabolei care reprezintă variaţia efortului 


Calculul se poate face pe exemplul particular al grinzii simplu reze- 
mată la, capete, cu o sarcină concentrată la mijloc (fig. 5.24), de secţiune 
dreptunghiulară, la care în secțiunea de mijloc a 
eforturile au valorile maxime 

E apesi 
2 4 i 

Ca urmare, eforturile unitare ;maxime în 

aceeaşi secțiune sînt 
i 3 2 32 = _M 3PL 
eo A ah IV ab 

Împăsţind între ele aceste valori, se află 

me Ah. 


oma 2 Fig. 5.24 


Grinzile obişnuite au, în general, raportul 4/1 destul de mic, ceea ce 
face Că Taz Să aibă o valoare neglijabilă în comparaţie CU omaz: Din 
acest motiv, la, grinzile omogene, făcute dintr-o singură bucată, de obicei, 
nu se ţine seama în calcule de eforturile unitare tangenţiale, dimensio- 
narea, jăcindu-se în baza momentului încovoietor, La grinzile care au 
vaportul h/I mare, se va ţine seama şi de eforturile unitare tangenţiale. 


"5. LUNECAREA LONGITUDINALĂ ȘI ÎMPIEDICAREA EI 


Pe planul orizontal ef din figura 5. 19, a eforturile unitare tangenţiale 
dau o forță paralelă cu axa barei 


AX, == cb de bd da. 


Pe o lungime oarecare de grindă 1, forța de lunecare longibudimală esie 


al = dă zii 7 


Dacă bara, este prismatică, mărimile S, I. ies de sub integrală și 


[Si : 
N, = Paz. 5.28 
ze I j 3 y 


z 


Evident, acestei forţe i se opun eforturile unitare a, din planul ef. 
Dacă însă acesta este un plan de separare efectivă a grinzii, lunecarea 
longitudinală nu mai este împiedicată şi cele două părţi lunecă una pe 


131 


alta. Aşa este cazul grinzii din figura 5. 25, a unde sînt două grinzi de lemn 
de secţiune pătrată, suprapuse. 

Ă În urma încărcării, grinzile se deformează ca în figura 5.25, d, iar 
ipoteza, secţiunii plane nu. mai este valabilă pentru ansamblu, ci pentru 
fiecare grindă luată aparte. Ca ur- 
mare, modulu! de rezistență al 
intregii grinzi este suma, modulelor 
de rezistență ale celor două grinzi 
separate . 


Spre ase menţine ipoteza lui 
„Bernoulli pentru ansamblul grinzii, 
trebuie împiedicată lunecarea, lu- 
cru ce se poate realiza, de exem- 
lu, prin două buloane, ca, în figura, 
d, e. Acum modulul de rezistenţă, 
este 


Se vede că W, = 2W, deci, 
în cazul particular considerat, grin- 
da; solidarizată rezistă de două ori 
mai mult decit cea, nesolidarizată, 

Fig. 5.25 Se poate calcula ușor forța 

de lunecare la care se va dimen- 

siona, bulonul. Schema de încărcare corespunde figurii 5.24. Integrînd pe 
lungimea 1/2 — pe care forța tăietoare este constantă —, se află forța 
preluată de un bulon E 


AD cca BEE 


b 2 4le 


imi 


În această relaţie, S se referă la suprafaţa care caută să lunece, faşţă de 
restul secţiunii, adică la un pătrat complet; 


3 3 3 4 
Soga. Al pape bh3 __ a(2a) 29 
2 2 „12 12 3 
a3 2 
pi e tale 
: 20 16a 
3 
132 


Problema lunecării longitudinale şi a împiedicării ei se pune întot- 
deauna, cînd secţiunea, grinzii nu este realizată din o singură, bucată de 
majerial. ; E Ă 

În cazul grinzilor de lemn, împiedicarea lunecării prin buloane 
reușește numai dacă execuţia este ireproşabilă, iar lemnul nu se defor- 
mează prin uscare. Cum aceste condiții sint greu de îndeplinit, în mod 
obişnuit lunecarea se împiedică prin pene (fig. 5.26) sau prin încleiere. 


PIZ] 


PLAN 4447 TPZZZA 
ELE p a155, 


SSSSSey 
SSS5SSSiş 


SER 
SS 


SS 


AS 


p 


SA //4444444 


Fig. 5.28 Tig. 5,29 


La, grinzile metalice, se pot realiza de asemenea secțiuni compuse, 
împiedicînd lunecarea prin nituire sau sudură. La grinda cu înimă plină 
din fig. 5.27, formată din o platbandă centrală (inimă), din 4 corniere 
şi din 2 tălpi, împiedicarea, lunecării se realizează prin nituire. A 

Se va examina în cele ce urmează calculul împiedicării lunecării 
longitudinale prin sudură, la o grindă în formă de I, compusă din o inimă 
şi două tălpi solidarizate prin sudură, ca, în figura 5.28. În prealabil se va 
determina, modul de calcul la rezistență al cordonului de sudură, avînd 
secţiunea în formă de triunghi dreptunghi isoscel, arătat în figura 5.29. 
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Pe fețele BO şi CD, cordonul aderă cu cele două piese care se îmbină; 
acestea exercită asupra lui forţele de lunecare longitudinală X,, de sensuri 
contrare. Se admite că cordonul s-ar putea rupe prin forfecare, pe planul 
de simetrie CEO'E', cele donă jun:ătăţi ale sale plecînd în sensuri, contrare. 
Ca urmare, pe acest plan, a cărui arie este A. = a c, se produce eforturi uni- 
tare de forfecare, +, care se consideră uniform distribuite, deci au mărimea, 
Ț 

= a, (5.29) 

«e 


În cazul grinzii din figura 5.28, lunecarea, tălpii față de inimă este 
împiedicată de cele două cordoane de sudură, situate de o parte şi de alta 
a inimii. Sudura se poate face în donă variante : prin cordon continuu 
(fig. 5.28, a) sau prin cordon intermitent (fig. 5. 28, b). 

În cazul sudurii. continue, dacă se ia o lungime oarecare de cordon c, 
şi se egalează forţa, de lunecare cu forţa capabilă a celor două cordoane 
vezultă, 


N, = adie Te S 2 e, 
Ș I 
de unde 
«> ap (5.30) 
o Dale 


În această relaţie, $, este momentul static al suprafeței tălpii (haşu- 
vată în fig. 5.28, a), calculat faţă de axa neutră, 7 forţa, tăietoare, consi- 
derată constantă pe lungimea, c, și ra, rezistența admisibilă, la fortecare 
a cordonului de sudură. Pentru construcţii metalice din OL 37, se ia Ta, = 
= 1000 daN/em?. Grosimea a se ia de cel puţin 4 mm. 

Adesea cordonul continuu nu este necesar şi se face sudură intermi- 
tentă, ca în figura 5.28, b. Soriind condiţia de rezistență pe distanța e 
dintre două cordoane, rezultă 

So T- e ss 2asc, 


de unde 


AC < 20 rasi . : (5.31) 
e 527 : 


Dacă se alege e, rezultă c, sau invers. 


PROBLEME 


5.5. Să se dimensioneze o grindă simplu rezemată la capete, compusă prin sudură și for- 


mată din inimă și două platbande.: Grinda are lungimea 1 = 8 m şi este încărcată cu o sarcină - 


uniform distribuită p = 100 daN/em. Se dau rezistenţele admisibile ag = 1500 daN/cm? şi 
Tas = 1 000 daN/em?. Lăţimea platbandelor se va lua între limitele d = (0,2... 0,3)B. 
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Se alege înălțimea inimii (a se vedea cotele pe fig. 5.28, a) 


h = 100 cm, (a) 
iar grosimea ei 
u>=lem. 


Grosimea platbandelor se ia mai mare, de exemplu 
i=2em. (3) 
Modulul de rezistenţă necesar al grinzii este 


M pb 100: 800? 


vw, ă 333 cm5, (4) . 
Mee  O8op O 81500 
Distanţa de la axa neutră Ia fibra extremă este 
h 
Ymaz > gt b = 52 cm, 
4 
ceea ce permite calcularea momentului de inerție necesar 
L, = Waeclmaz = 5 333* 52 == 277 316 emit. (5) 
Momentul de inerție al inimii este 
th 1+100% 
= —— = = 83333 cm. 
zi) 12 


Se găseşte astfel momentul de inerție al plathandelor 
2Ip = Ia — Ie = 277 316 — 83 333 = 193 983 cmt 


Ip = 96 990 emi. (6) 
: Li șa i 
Întrucit momentul de inerție al platbandei faţă de axa sa proprie Ti este neglijabil, 


rezultă expresia lui 1, din care se determină lățimea b 


h 42 
I» (+4) b- 2: 512 == 96 990; b = 18,7 cm. 


- Se alege valoarea 
= 20 cm, E (7) 


care se încadrează in limitele date inițial, 
Se calculează valoarea forţei tăietoare 7 pe reazem și a momentului static a) platbandei S, 
în vederea dimensionării sudurii 


- 8 D n+i 
pa PL 190-800 _ 40000 daN; Sp u[ 27 ) 20. 2. 51 => 2 040 em. 
3 2 
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Se calculează valoarea momentului de inerție, după rotunjirea valorii 8, 


20-23 
12 


Ie == ÎI + 2lp = 83333+2 | + 20: 2-0] 2 291 440 cmt. (8) 


Dacă sudura este continuă, grosimea minimă a cordonului este dată de relaţia (5.30) 


2 040 - 40 000 


e 0 3 
a > 271000 91 qap ȘI lt cm Sei 


Se obţine o grosime foarte mică, ceea ce arată că sudura continuă este de prisos. Dacă 
- se face sudură intermitentă, relaţia (5.31) dă, cu a = 0,4 cm, 


e 2- 0,4: 1 000 291 440 
< 


2,86. 
Pi 2 040” 40 000 
Dacă se ia lungimea cordonului 
6=5cm, (10) 
xezultă distanța între două cordoane succesive 
e < 2,86: 5 = 14,3 cm. 
Se poate alege : 
e == 10 cm. (1) 


6. ENERGIA DE DEFORMAȚIE LA ÎNCOVOIERE 
În capitolul 1 s-a stabilit; expresia, energiei de deformaţie 
2 
U = ţ ap, 
Ld 


Neglijînd efectul etorturilor unitare tangenţiale, această relație este 
valabilă şi pentru o bară solicitată, la încovoiere. Se ţine seama că o vari- 
ază de la un puneti la altul al secţiunii și se înlocuiește prin expresia sa 


VU 
A 


Acest efort unitar are loc pe un element d.A din secţiune. Ca, urmare, 
elementul de volum este dV = dA: da şi expresia energiei se serie 


2 2 
D= 2 PM" aa. ax. 
p2Bp 22 


Integrala de volum se separă în-integrală de arie şi integrală de linie 
(de-a lungul barei), ţinind seama că y şi dA. sînt mărimi care variază 
în secţiune, iar M şi da în lungul barei | 


_p 2 ea4 
$, 2p 22 


ţ M2da. 
(ă 
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Cum ţ PAA = 14, relaţia de mai sus se transformă în 
, A 
U = î ţ Mda 
281, Ji 
sau, în cazul general al barei de secțiune variabilă, 
d 2 
i U= ţ Meda, (5.32) 
, 2812 


În această relaţie, M este funcţia momentului încovoietor. Dacă 
momentul are ecuații diferite pe diverse intervale ale barei, integrarea 
se face pe intervale. ; 


7. ÎNCOVOIEREA OBLICĂ 


Dacă forţele aplicate unei bare nu se află toate într-un plan principal 
de inerție, atunci vectorul moment încovoietor nu se găseşte pe o axă 
principală de inerție a secţiunii. O asemenea, solicitare, la care vectorul 
moment încovoietor are o înclinare 
oarecare față de direcţiile principale 
ale secţiunii, se numeşte încovoiere 
oblică. Există numeroase cazuri de 
solicitare care pot produce încovoie- 
rea oblică, de exemplu : 

— la corniera din figura 5.30, 
toate forţele sînt în planul vertical 
20y, deci M se află pe axa orizontală, 
Oz, pe cînd axele principale 7 şi 2 
sînt pe bisectoarele unghiului forma 
de axele 02 şi 0y:; 

— dacă asupra unei bare acţio- 
nează atât forţe verticale (F., Ps, Vu 
V,) cât şi orizontale (P, A, H.), ca 
în figura 5.31, a, se pot construi două 
diagrame de momente încovoietoare 
— în plan vertical, My, şi în plan 
orizontal, Ma — , ceea ce face ca Fig. 5.30 
într-o secţiune oarecare e momentul sei 
încovoietor să aibă două componente, M, şi M,, ca, în figurile 5.31, d, e, d. 

Se consideră o secţiune de formă oarecare (pentru simplificarea dese- 
nului s-a, ales un dreptunghi), căreia i se cunose axele principale de inerție, 
Oz și Oy, ca, în figura, 5.32. În secţiune există un moment încovoietor, al 
cărui vector este înclinat cu un unghi a față de axa principală Oz. Acest 
vector se poate descompune în componentele 


M, == M cos a; M, = Mina. 
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Aplicind succesiv formula lui Vavier (5.9), se poate serie că într-un 
punct oarecare al secţiunii, de coordonate 7, 2, cele donă componente ale 
lui M produce eforturile unitare 


g = yH, _YH Cos a gr = 2M, _ aMsina 


d LL =? 7, 


LA 


Întrucit sistemul de axe de coordonate folosit; este sting, aplicînd 
xegula burghiului în sens invers, se constată că în cadranul I al axelor 


20y componenta, M, Qă etorturi unitare g' de întindere, iar componenta, 
M, dă pe oc“ de compresiune. Ca urmare, in cadranul Z, efortul unitar 
zezultant; este 


YM 2, (e alee au (5.33) 


E PRE AI i Za 
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Se observă că eforturile unitare maxime au loc în cadranele I7 şi 
IV, unde cele două componente au același semn. Dacă vectorul JI se 
mută în alt cadran, se fac modificările de semne corespunzătoare. 

Ecuația, axei neutre se află anulînd expresia (5.33) 


COS 4 sin 4 
Yy —a2 =0. 
A Il 


Înclinavea axei neutre este 


tg 0 = tea t. (5.34) 


Se vede că direcţia axei neutre nu coincide cu direcţia momentului 
încovoietor decit; la secţiuni care au I2 = I,; la aceste secţiuni, de exem- 
plu cerc, toate direcţiile sînt. direcţii principale, deci nu există încovoiere 
oblică. Cunoscînd axa neutră, se află punctul cel mai depărtat de ea (la 
distanţă duaz) unde are loc efortul unitar maxim. Înlocuina coordona 
tele acelui punct în formula (5.33) rezultă omaz. 

În cazul particular al unei secţiuni dreptunghiulare, ca în figura 5.32, 
efortul unita» maxim are loc în punctul D, ale căzui coordonate sint 


PE b 4 h - 
mia = E) i Vmaz = 9 
Btovtul unitar maxim, este 
MU, Mu MM, R 
Omaz = I, see Ia = t 1, (5.35) 
:] =) 
2 / 2 


Această expresie este valabilă pentru orice secțiune având două une de 
simetrie și la care ambele coordonate ating în unele puncte valori absolute 
mamime, cum este, de exemphi, un profil I. 


8. BARE DE EGALĂ REZISTENȚĂ LA ÎNCOVOIERE 


Bara, avind secţiune constantă, sau moment de inerție constant în. 
lungul ei, reprezintă o soluţie neeconomică, întrucît materialul este folosit; 
în mod economie numai în secțiunea unde momentul încovoietor este 
maxim. Din acest motiv, adesea, în tehnică, se folosesc bare cu moment 
de inerție care variază de la o secţiune la alta. Cea mai potrivită soluţie 
o constituie bara de egală rezistenţă, la care momentul de inerție variază, 
în lungul ei, în așa fel ca, în fibrele extreme ale oricărei secţiuni efortul 
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unitar maxim să fie acelaşi. Dind acestui efort unitar valoarea og, ecuaţia 
barei de egală rezistență, devine 


ata), 


So 
adică modulul de rezistenţă variază, în lungul barei, după aceeaşi lege ca 
momentul încovoietor. În relația, (5.36) s-au notat prin W(2) şi M(a) 
valorile lui W şi M într-o secţiune oarecare &, iar prin agvaloareacon- 
stantă a efortului unitar din fibrele extreme ale tuturor secţiunilor. 

“Pinînd seama de factorii de care depind M(z) și W(a), rezultă că 
forma, barei de egală rezistenţă este tuneție de modul de rezemare, de modul 
de aplicare a sarcinilor, şi de forma secțiunii. i 

Se vor examina, în cele ce urmează, două cazuri particulare, ambele 
pentru bară încastrată la un capăt, ca o sarcină concentrată în. capătul 
liber şi avînd secţiunea dreptunghiulară. 

a) Dacă secţiunea, barei are lățimea constantă b, înălțimea ei y tre- 
buie să varieze. Într-o secţiune z', momentul încovoietor este 


W(a) = (5.36) 


J4| = 27, 
iar ecuaţia, barei de egală rezistenţă este 
4 2 
rasfat, 

Go 6 

de unde rezultă legea de variaţie a înălţimii y (fig. 5.33) 
' , 
n od (5.37) 
bo9 


Fig: 5.33 


care reprezintă o parabolă. Bara se poate realiza fie ca parabolă nesi- 
metrică, (fig. 5.33, a), fie ca parabolă simetrică (fig. 5. 33, b). Dind lui se 
valoarea 6p = Ga se poate calcula înălțimea maximă, în încastrare 


12 = 6 Pljbo,. 
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În capătul liber, formula (5.37) dă o înălțime nulă, ceea ce este impo- 
sibil dacă se ţine seama, și de efeotul forței tăietoare. Pe de altă parte, 
consideraţii de ordin tehnologic impun a se renunța la profilul parabolic. 
De aceea profilul parabolic se înlocuieşte practice prin liniile întrerupte 
arătate în figura 5.33. 

b) Dacă, la aceeaşi schemă de rezemare şi încărcare, bara se face cu 
înălţimea k constantă şi lățimea 2 variabilă (fig. 5.34), ecuaţia ei este 


W(2) = Pe a, 
S9 6 
de unde rezultă 
ada, (5.38) 
ooh2 


adică lățimea 2 variază liniar. Aceasta este forma, teoretică a arcului de foi, 
asupra căreia se va reveni în capitolul următor. 

În figura 5.35 se arată forma, pragtică a unui arbore pe două reazeme, 
rezultată, din forma, teoretică a barei. de egală rezistenţă. 


Fig. 5.34 


Fig. 5.35 


9. ÎNCOVOIERE CU FORȚE AXIALE 


O astfel de solicitare, la care în secțiunea, barei există moment; încovo- 
ietor şi forță axială, este o solicitare compusă. Ambele eforturi (M şi N) 
produc eforturi unitare o, care se compun algebric, deci problema se poate 
rezolva pe baza principiului suprapunerii efectelor. 

Într-o grindă solicitată prin forţe înclinate faţă de axa, longitudinală 
se produc atit momente încovoietoare cît și forțe axiale. Un caz parti- 
cular este al grinzii solicitată prin forță axială excentrică, care produce 
un moment încovoietor constant în lungul barei. 


141 


a. INTINDERE SAU COMPRESIUNE EXCENTRICĂ 


Se consideră bara din fig. 5.36 — cu secțiune de formă oarecare— 
solicitată prin forță normală de întindere F (sau de compresiune), aplicată 
în punctul B, pe o axă principală de inerție. Se poate reduce forța în 

centrul de greutate aşa cum se arată prin linii în- 


ment încovoietor M, = eF. 
Forţa axială N produce pe întreaga secțiune efor- 
turi unitare 


o' = Fj4, 


iar momentul -încovoietor produce eforturi unitare 
date de legea lui Navier 


Pi YM yef 
A 1, 


așa cum se arată în figura 5.36. Însumînd. efectele, 
se află efortul unitar rezultant Ă 


rm PF Ye = 
o=o-+ == „39 
il rio a (5.39) 
Lă | 
| respectiv, înlocuind 12 =: 424, se obţine 

P ve 
: s==—|1+7] 5.40 
Fig, 5.36 A ( i =) uit 


În partea secţiunii în care se aplică forța F, eforturile unitare c' și 
a” au acelaşi semn, pe cînd în partea opusă au semne contrare. Ca urmare 
a acţiunii excentrice a forţei P, axa neutră se mută din centrul de greu- 
tate şi trece prin punctul N, a cărui poziţie yx este obținută prin anularea 
relaţiei (5.40) 


. 2 
1 b =0; ppt. (5-41) 
e 
Dacă efortul uniţar de întindere (compresiune) este mai mare decit 
cel maxim de încovoiere, axa neutră iese din secțiune, ceea ce face ca pe” 
secţiune eforţurile unitare să fie de un singur semn (fig. 5.37). 
Etortul unitar maxim are loc în fibra extremă din apropierea punctu- 
lui de aplicaţie al forței F. El se obţine înlocuind în (5.39) pe y Prin maz 


P Uma 0P PF , ef 
Gmaz T : 
A FA A VW, 


(5.42) 
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trerupte, şi rezultă o forță axială N = F şi un mo- 


Se observă că formula (5.42).serveşte la verificarea barei. În anumite 
cazuri (de exemplu problema, 5.8), cînd A. şi W, se pot; exprima în iuncţie 
de o singură necunoscută, ea poate servi la dimensionare. 

În toate relațiile de mai sus, dacă 
forţa P' este de compresiune, se va lua 
semnul minus. Tot astfel, dacă față de 
sistemul de axe ales excentricitatea este 
negativă, al doilea, termen va fi luat cu 
semnul minus. 

n figura 5.38 s-a luat cazul cel 
mai general, cind forţa excentrică este 
aplicată într-un punct oarecare al sec- 


s! 9 


Fig. 5.37 Fig. 5.38 


ţiunii B(yo, 20). S-a ales acest punet în cadranul 7 aj axelor 20y, iar forţa 
a fost luată de întindere. Reducerea în centrul de greutate al secțiunii dă 
o forță axială N = P şi două momente încovoietoare, M, = Pyo, M, = Pazo. 
Aşa, cum arată figura, în cadranul I eforturile unitare daitorite forței axiale 
şi momentelor încovoietoare sînt de acelaşi semn, ceea ce dă efectul re- | 
zultant într-un punot oarecare al secțiuni 


Puf e of 3 
DE Apele; a, „43 
77063007 patati A A 


o 


respectiv, înlocuind momentele de inerție prin produse între arie și păitra- 
tul razei de inerție, 
P Yyo 20 | 
o = — [1 pipe). (544 
DN | ata ) dia 
Axa, neutră — linia pe care co este nul — va avea ecuaţia 


z u 


=0, (5.45) 


De astă dată, în ecuaţia (5.45), g și 2 sint coordonatele unui punct 
curenţ al axei neutre, nu ale oricărui punot al secţiunii. Poziţia axei neu- 
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ine irina îi determinată prin intersecțiile ei cu axele (punctele C şi D din 
ig. 5.38) 


(5.46) 


Fig. 5.39 


Cunoscind axa neutră, se duc tangente la conturul secţiunii, paralele 
cu ea, şi se obţin punotele-din secţiune unde au loc valori maxime și minime 
ale efortului unitar (punetele G şi H din fig. 5.39). Înlocuină în formula 
(5.43) pe y şi 2, pă rînd, prin coordonatele acestor punote, se află omaz 
ȘI  Omta: : 

La secţiunea dreptunghiulară din figura 5.40, eforturile unitare maxime 
sînt în colţuri. Înlocuind, pentru punctul &, 


h 


i a SL 
= == 
ui 2 A 2 


rezultă 


pu Jo 20P' PP VoP of (5.47) 


În punctul H, ultimii doi termeni din (5.47) se iau cu minus. 


-». SÎMBURELE CENTRAL 
Dacă în. ecuaţia (5.45) se consideră yo, 20 variabile, iar y, 2 constante, 


ea reprezintă tot o dreaptă. De astă dată punctul de aplicaţie al forţei 
B(yo, 20) parcurge dreapta MN din figura 5.41, pe cînd axa neutră va trece 
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printr-un puneti fix O(g, 2). Cînd punctul de aplicaţie al forței ajunge în M, 
el are 2, = 0 şi ecuaţia axei neutre (5.45) devine 


14 4Ve =0; LR 
Li Yo 


Ea este deci o paralelă la axa 02 (linia ON, din desen). 

Analog, dacă punctul de aplicaţie se mută în N, axa neutră ocupă 
poziţia O0N,. Se poate spune deci că: atunci cînd punctul de aplicaţie al 
forței excentrice parcurge o dreaptă din secțiune, înfimitalea de axe. neutre 
corespunzătoare se rotesc în jurul unui punct fit. 

Se consideră secţiunea dreptunghiulară MNPR din figura 5.42, 
solicitată de o forță excentrică F, aplicată în punctul B(0,y0). Axa neutră 
este paralelă cu Oz şi ocupă poziţia în, dată de relaţia 
2 
00 =y= — Bic 
Yo 


Se observă că pe măsură ce y scade y creşte, deci axa neutră se depăr- 
tează de centrul de greutate. Pentru poziţia B.(0, 9) a punetului de apli- 
caţie al forței excentrice, axa neutră devine tangentă, în poziția MY, 

h 


deci y = ymaz = — ri, 


de unde 


Fig. 541 Fig. 5.42 
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10 — c. 1801 


Analog, dacă punctul de aplicație se mută în B, (o, — 2) axa ne- 


utră ia poziţia PR. Cind punctul de aplicaţie este în B, (3 0 | axa ne- 


utră este în MP, iar pentru Bg corespunde poziţia NR. Dacă punotul de 
aplicaţie al torţei parcurge linia B,B,, axa neu- 
tră se roteşte în jurul punctului M, trecînd de la 
poziţia MN la MP, fără a intersecta, secţiunea, 
Se obţine astfel conturul B,B.B,B,, numit; sâm- 
bure central al secțiunii, avînd proprietatea că 
pentru orice poziţie a forței excentrice pe acesi con- 
tur corespunde o axă neutră tangentă la secţiune, 
deci în secțiune există eforturi unitare de un 


Formula de dimensionare este 


N M 117830 200 000 


Sa 


A î W 1,55 0,375 b 


de unde rezultă ecuaţia de gradul III 
i p3 — 11,5330 — 5333 =0. 
Prin încercări se ailă o primă soluţie 
b = 17,7 cm. 
Împărţina prin (b — 17,7), rezultă ecuaţia 
B ră 17,7 5 +4 302 =0, 


care are rădăcini imaginare. Înălțimea secțiunii este 


100, 


singur semn. Dacă forța excentrică se aplică în 
interiorul sîmburelui central, axa neutră iese 
din secţiune. 

Construirea simburelui central şi aplicarea 
forţei excentrice de compresiune în interiorul lui 
este importantă în special la materialele de construcţii care nu rezistă la 
întindere (beton, piatră etc). i 

La o secţiune poligonală corespunde un simbure central poligonal. i 
Secțiunea, circulară (fig. 5.43) are simburele central un cerc, de rază 


h = 1,5: 17,7 = 26,6 cm. 
Se iau valorile rotunjite 


b= 18cm; h = 27cm,. 


5.7. Dacă bara ABC din figura 5.45 este din oţel, de secţiune circu- 
lară, cu d = 2 cm, să se calculeze excentricitatea maximă ape care o poate 
avea forţa P = 100 daN spre a nu se depăși rezistența admisibilă oa = 
= 800 daN/em?, 

! Se aplică formula (5.42) 


) ă P P-e 100 100 e 
i 3 = or 3800 
pg 2 Sa tai 800 ze m-a 
z . ; Lă 
OB, = 95 = — => (5.49) | SI ani Ta ED 
a ideii şi rezultă e = 6,03 cm. 
; ; ă 4 5.8, Să se dimensioneze bara cu secțiune pătrată din figura 5.46, 
desenat hașurat în figură. 4 făcută din lemn, cu og = 100 daN/cm?, solicitată prin forța P = 1 000 
i daN. 3 
| Se vede că secţiunea periculoasă este un dreptunghi de dimensiuni 
i a şi a/2 și că ea este solicitată la întindere prin forța P și la iîncovoiere 
PROBLEME prin momentul M = Po = Pa/4, Faţă de axa neutră, modulul de rezis- 
A tenţă este 
5.0, Să se dimensioneze bara din figura 5.44, făcută din lemn, de secțiune dreptunghiulară, a 2 
cu hk = 1,5 b, dacă se dau: P = 2 000 daN, « = 309,1 = 2'm, ca = 100 daNj/cm?, i al — î 
Secţiunea periculoasă este în încastrare, unde există un mment încovoietor M și o forţă h. = 2 pa ui 
de întindere N, date de relaţiile gi 


1 
P Mb sina: Li 200042 * 200 = 200 000 daN: em 


i a 
E Sa. 
N > P cos = 2000 = 1730 daN, Dube P ; 4 Ac see sP 
„ A Sa > Wat a a Li a 
naoea Aria secţiunii şi modulul de rezistenţă, cu h=1,5 5, 2 24 2 ICE 
Fig, 5.44 au expresiile 
| 2 9,95 sp 8 x 1000 
ASWM=155; Wa a = 087582, a= || — = || —— n 9cm 
3 $ j Sa 100 Fig, 5.46 
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5.9. Dindu-se o secțiune dreptunghiulară, de laturi 5 și P, ca în figura 5.47, să se detet nine 
poziţiile axei neutre pentru cazurile în care forța excentrică esete aplicată în 


h L) n L] 
C | ue pr pp]: El 3] 


Pentru punctul C se înlocuiesc coordonatele sale în ecuaţia (5.45) şi rezultă 


dn — 3by + 32 =0. (0 


Aceasta este ecuaţia axei neutre. Se determină intersecțiile sale cu axele de cooraonate: 


L) 
Cuaxa 07: y=0; air (punctul D). 


h 
- Cuaxa0y: z=0;y= 3 (punctul E). 


Cu aceste valori, se trasează axa neutră DE. 
Întocuind coordonatele lui B, se găsește 


dh -— 6 by + 6. = 0. [&)) 


Fig. 5.48 


Această axă neutră este paralelă cu a lui.C și taie axele de coordonate în 


F o a ES " o 
RF = 0,z=—— i: = —,za . 
y 3] si6lu=s 
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5.40. Un zid de piatră are forma din figura 5.48, cu dimensiunile b = 40 cm, h= 3mși 
greutatea specifică y == 2,5 daN/am?. În afară de greutatea proprie, asupra zidului lucrează o 
sarcină unitorm repartizată în lungul său, p == 40 daN/cm așezată cu excentricitatea e. Se cere: 


a) Să se calculeze valoarea limită a excentricităţii e, ca pe baza CB să nu apară eforturi 
unitare de întindere. 
b) În cazul de mai sus, să se calculeze efortul unitar maxim pe baza CB. 


a) Pentru a afla valoarea limită a excentricităţii, e, se consideră că axa neutră se depiasează 
tocmai în C, deci diagrama eforturilor unitare va îi cea indicată pe figură. Se ia o porţiune de zid 
de lungime 1 = 1 m și se scriu solicitările care lucrează asupra lui, 


Greutatea proprie (cu dimensiunile în dm) 
G = Who 1-%y = 4* 40 30- 10-2,5 = 3 000 daN. 
Sarcina uniform repartizată dă o forţă 
P = pl = 40: 100 = 4 000 daN. 
Momentul încovoietor dat de forța P este î 
M = Pe = 4 000 e daN- cm. 


Se scrie că pe muchia C (în lungul zidului), efortul unitar este nul. EI rezultă din cel de 
compresiune, dat de G și P, și cel de întindere, dat de M. Secţiunea pe care se calculează aceste 
eforturi unitare este baza zidului, de lățime b = 40 cm și hmgime 1 = 100 cm 


G+P Pe 3 000 -t- 4 000 4 000 e 7 3e 
Li) Y La = = 3 e= 11,66 cm. 
A W 40 100 100* 402 Li 20 
6 


5) Efortul unitar maxim, de compresiune, are loc în punctul B 


G+ P Pe  3000+ 4000  4000:11,66 
|Omaz| = —— + PT ai 


A 40100, 100 40% 
6 


= 3,5 daN/em?. 


Citra, mult sub rezistenţa admisibilă pentru piatra de construcţie, poate fi periculoasă insă 
pentru teren, 

5.11. Să se construiască sîmburele central al secţiunii inelare din figura 5.49, cu D = 10cm 
şi d=6cm. 

Din motive de simetrie, sîmburele central este un cerc. Se aplică relaţia (5.48) spre a afla 
raza cercului 


T 
— (Dias 
ca ) 


2 a di DA di 10: — 64 Ș 
sa 1 Ar 1000) — 36005207) 
ma pusi (D2— d) 
4 
pd 85 
Umaz 3 5cm; ys Fi 1,67 cm. 


Sîmburele central este un cerc cu diametrul 
d = 2ys = 34 cm. 


reprezentat pe fisură dublu hașurat. 


149 


5.12. Să se construiaşcă simburele central al secţiunii unui profii 1 20. 
S-a trasat profilul numai prin linii, la scară, în figura 5.50. Din tabelul anexă $ se găseşte 


i, = 8ecm; iy= 1,87 cm; h= 20cm; b= 9em. 


AA 
47 
/4Ă 

A z 
47 
i i (7 
:z VU 

t 
Fig. 5.49 Fig, 5.50 


Aplicind succesiv relaţia (5.48), rezultă 


& 1,82 
luşi = — = 64cm; lzg| PER die = 0,78 cm. 
10 4,5 


Sîmburele central este rombul BCDE, cu diagonalele de 12,8 em și 1,56 cm. 
10. EFORTURI UNITARE ÎN BARE CURBE 


Eforturile W,. 7, M produc în secțiunile unei bare curbe eforturi 
unitare de întindere, de forfecare şi de încovoiere. 

Efortul unitar de întindere, considerat uniform repartizat pe secţi- 
unea barei, este dat; de formula cunoscută 


N 
o=—: 
Ș A 
Ca de obicei, eforturile unitare produse de forţa tăietoare. vor fi 


neglijate. : 

Se va examina modul de calcul al eforturilor unitare de incovoiere 
în bara curbă. În acest scop, se precizează ipotezele de calcul, precum şi 
o serie de simpliticări, care duc la un calcul destul de comod : 

a) Se studiază bare curbe plane (a căror axă este o curbă plană), 
solicitate prin forțe conţinute în planul axei. 

Ș) Se admite legea lui Flooke şi ipoteza lui Bernoulli. 


150 


”) Planul forţelor este un plan de simetrie al barei, deci axa N din 
figura 5.51 este axă de simetrie a secţiunii. Vectorul moment încovoietor 
este aplicat pe axa Wz, 


Oi A 


Se consideră un element de bară cu unghiul la centru de (fig. 5.51), 
delimitat de secţiunile plane ab şi cd, solicitat la încovoiere pură prin 
momentul JI. Se notează: 

Ru Ro, razele extreme (interioară şi exterioară) ale barei curbe; 


R, raza centrului de greutate 0 ; pentru secțiuni cu două axe de sime- 
trie, ea, este egală cu n.edia aritmetică între R, şi Ra; 


r, raza fibrei neutre, adică a curbei N, care reprezintă succesiunea 
punctelor în care axele neutre Nz înțeapă planul de simetrie al arcului ; 


BD, o fibră oarecane, la distanța y de la fibra neutră; 
e, distanța de la centrul de greutate 0 la axa neutră Ne. 


În cele ce urmează, se face o convenţie suplimentară, considerind 
pozitiv momentul care mărește raza de curbură, ca în figura 5.51. În caz 
contrar în relaţiile ce se vor stabili, momentul se:consideră negativ. 


Sub efectul momentului încovoietor, elementul de bară se deformează, 
fibrele dinspre centrul de curbură lungindu-se, iar cele opuse scurtindu-se, 
Dacă se presupune secțiunea ab imobilă, în urma deformaţiei, secțiunea cd 
se rotește în raport cu ab, cu unghiul Ade, ajungind în poziția 0c'%/. Ca urma- 
re, fibra BD se lungeste, punctul D ajungind în D'. 

Înainte de detormuţie, langimea fibrei BD a fost 


ds = are BD = (r —y)de. 
Lungirea acestei fibre este 
Ads = DD' = y-Ade. 
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Ca urmare, lungirea specifică a tibrei este 
e et (5.50) 


În baza legii Imi Hooke, efortul unitar este 


BAde . y. 


Be E, 
de  7r-—y 


(5.51) 


Cum în secţiunea aleasă mărimile E, Ade, de sînt constante, rezultă 
că efortul unitar variază pe secțiune după o lege hiperbolică. Biortul unitar 
este maxim spre interiorul arcului de curbă, unde >0 şi minim spre 
exterior. În exprimarea lui e şi o, s-a considera că linia Na este axa neutră 
a seoţiunii ; poziţia ei va fi determinată în cele ce urmează. 

Întrucît în secţiune nu există forță axială, se serie că suma, tuturor 
forțelor normale elementare o -dA este nulă 


. dA. Li! Y _.a4=0 
7—y de ar —y % 


de unde rezultă 


j Y _g4=0. (5.52) 
4aT—y 


Bieotuarea acestei integrale dă poziţia axei neutre, determinată de 
raza, 7. : 

Bouaţia de momente faţă de axa Ne arată că sumă monientelor tuturor 
forțelor elementare egalează momentul încovoietor M 


. : 2 
u =) ge căa = Pe Ya, 
A de ar—g 


Ultima integrală poate fi transformată şi rezolvată astfel 


ja Ș, + pei 


aa rr aa. 


Întrucât ultima, integrală este, conform relației (5.52), nulă, rămîne 


aa = fara sea 
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Expresia obţinută este momentul static al secţiunii, în raport cu axa 
Na, egal cu aria înmulțită cu ordonata ga a centrului de greutate. La 
rindul su, yq== —e, aşa că 


2 
aa 


Înlocuind valoarea obținută în expresia momentului, se află 


dA = 


Vo A = Ave. 


BAde PE BAde _M, 
de de Ae 


Introducînd ultima valoare în formula (5.51), se obţine 


Mg 


g = —— 


= ——. 5.53 
Ae r—y rca) 


În această relaţie, singura, necunoscută este raza 7, care se va determina, 


cu ajutorul integralei (5.52). Distanţa e rezultă din 


e=R—r. (5.54) 
În fibrele extreme ale secţiunii, la y = d, și y = —de, eforturile unitare 
au valorile î 
3 M d M d 
m de rd, 4e Ri 


(5.55) 
M da 
O9mtn E. i 
Ae rd 


M d. 
Ae Ra 


şi ele corespund valorilor extreme ale hiperbolei din figura 5.51. 

În concluzie, eforturile unitare variază pe secțiune după o lege hiperbolică, 
valorile extreme fiind date de formulele (5.55). . 

În mod obișnuit, în secţiunea barei curbe există atât; moment; încovo- 
ietor cit şi forţă axială. Efortul unitar se obţine prin suprapunerea efec- 


telor. Într-un punct oarecare al secțiunii, efortul unitar are valoarea 


AM. _y 
ii a Aa r=y 
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iar în fibrele extreme 


Se i prea lee DRE IE N 
« Fig. 5.52 


Se va trata un exemplu simplu, 


LAU d 
(5.56) 
N OM de 
Omnia SI 
A Ae R, 


Se înţelege că, în aceste for- 
mule, dacă forța axială este de 
compresiune, ea se ia cn semnul 
minus. De asemenea, dacă mo- 
mentul încovoietor are sens contrar 
celui arătat în figura 5.51, se consi- 
deră negativ. i 

Poziţia axei neutre se sta- 
bileşte prin efectuarea integralei 
(5.52). 
cel :al secţiunii dreptunghiulare. 


„ Aria unui element de suprafaţă din figura 5.52 este 
dA = băy. 
Se face o schimbare de variabile, introducînă pe » în locul lui y 


o=r—ypy=r—o, 


Integrala (5.52) devine 


$ aa Pa 
4 


4AT—Y i!) 


$ aa —f aa 


AP 


Il 
„e 


$ aa A; A ţ aa rp 4, 
Pi a? 4 9 
ș A dh LR 
R 
(Sa (ae la Re 
4» a, 9 Ri 
Se dezvoltă în serie In: Ra 
Zu 
h h 
In -E2 ja arta itp h (2-23) ] 
BR Op „_Ah_ al. 3428] 58] 
2 2R 


Imind numai primii doi termeni, se obține 


h -R , 
h E 3 1 ( h )] 14 1 ( h X2 
R 3l2R 3 l2R 


Se determină excentricitatea e cu relaţia (5.54) 


R ii Ea 
e=R PRI DE are (5.57) 
3 | 2R ) 


„Pentru alte forme de secțiuni, valorile razei 7 care dă poziţia axei 
neutre, sint indicate în tabelul 5.1. 

Este necesar a sublinia că în calculul mărimilor 7 și e trebuie lucrat 
cau mare ewactitate (de obicei, cu trei aecimale), căci în caa contrar se obțin 
erori: mari sau chiar rezultate absurde. 

Se poate da şi o soluţie aproximativă, valabilă la orice secțiune, pentru 
excentricitatea e a axei neutre. În acest scop, în expresia stabilită mai sus 


A 


| 


se face o nouă schimbare de variabilă, notînd cu y, distanţa unui element 
de arie la axa centrului de greutate; cu aceasta rezultă . 


= Ryu 
iar integrala de mai sus se serie 


dA. dA 
j, LC) SA lu ou SA 


R 


Se dezvoltă în serie expresia de sub integrală 
1 nu (hYPu (Yu 
i i T Li Li 
1 R R R 
R i 


şi se iau numai primii trei termeni 


d 1 1 y EA 1 Ie A „Ie 

da $ (a 1 aa (44 ) pie, 

sia (ir a+i i i 
R 
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Tabelul 5.1 
Se r — poziţia axei neutre 
A == aria secţiunii 
R = raza centrului de greutate 
tă 


4QR — VAR — d2) 


le 


"on as) 


bah + balha 


a Ra 
bi m— + bon — 
1 E 2 a 


bila + baha A bsha 
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data E -+ bn -€- + din E 
n pă Re 
di Ra, : a 3 e 


În eteatuarea integralei, termenul al doilea, reprezentind moment; 
static faţă de axa centrului de greutate, este nul. Înlocuind în expresia 
lui r, rezultă . 


r ti 
A de 
gta 
Se află excentricitatea axei neutre 
le 
A R? 
e=R—r=R Z FA pi - 
pia Bt 


În această relaţie, Ic/R3 este neglijabil în raport cu A/R, aşa că re- 
zultă 
PI E . 
AR 


(5.58) 


În tormula (5.58), Io este momentul de inerție al secţiunii faţă de axa 
care trece prin centrul de greutate, paralelă cu axa neutră, iar A este aria 
secţiunii. 

Dacă la o bară curbă raportul R/h între raza de curbură şi înălţimea 


-seaţiunii este mare, se zice că bara este cu rază mare de curbură. În ase- 


menea cazuri, excentricitatea e tinde către zero, axa neutră se apropie de 
centrul de greutate, iar în relajia (5.51), r se poate înlocui prin E şi y se 
poate neglija, la numitor, în comparaţie cu R 


Ecuația, de momente față de axa neutră se scrie acum 
B- Ador p-dA  BAde 1, 
= : Lă 
de $, R do R 


unde I2 este momentul de inerție al secţiunii faţă de axa neutră. Se scoate 
expresia 


u = y* AA. 
4 


B:-Ade MR 
de 1, 
și înlocuind-o în ecuația care dă pe o 
B-Ado y MR yu _yM 


de 8 1 8 1, 


se observă că se regăseşte formula lui Navier. 
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Prin urmare, rezultă că formula barei curbe (5.51) sau cele deduse 
din ea se aplică numai barelor cu rază mică de curbură ; pentru cele cu rază 
mare de curbură, se vor folosi relaţiile de calcul ale barei drepte. 

Pentru bara de secţiune dreptunghiulară, avînd raportul R/k = 10, 
folosirea, formulei de calcul de la bare drepte dă o eroare de 3,2%, în minus. 
La un raport mai mare, eroarea scade şi folosirea formulei lui Nawier 
este cu totul justificată. Din contra, pentru R/h = 1, formula barei drepte 
dă eforturi unitare cu 35% mai mici decît cele reale. 

Relaţiile de calcul pentru bare curbe se vor folosi la piesele cu rază 
mică de curbură, cum sînt : cîrligele, ochiurile, zalele de lanţuri, capetele 
de biele etc. , 

Bste evident, că dacă se ia, în considerare solicitarea compusă produsă 
de forța axială' şi momentul încovoietor, axa neutră se mută din poziţia 
dată de formula (5.58). În cazul particular a] cârligului (fig. 5.54), la care 
forța excentrică este aplicată tocmaiîn centrul de curbură, axa neutră a 
solicitării compuse se deplasează chiar în centrul de greutate al secțiunii. 
La cârlig, forţa axială și momentul încovoietor în secțiunea periculoasă 
sînt 

N=P; M=PR. 
Efortul unitar într-un punct oarecare al secţiunii este 
NN y PPR _y (+24). 
A de roy A de r-y Al e r-y 
Axa neutră se atlă anulînd expresia efortului unitar 
Ry 
Ea 
er —y) 
care, rezolvată în raport cu-7, dă 
y=—0 


G 


0, 


* Prin urmâre, la, cârlig, axa neutră trece prin centrul de greutate 0, 


indiferent de forma, secţiunii. , 


PROBLEME 


5.19. Să se verifice eforturile unitare care se produc într-o bară curbă de secţiune drept- 
unghiulară, avind: b= 3 cm, h= 5 cm, R= 10cm,solicitată de un moment încovoietor 
M = 12 300 daN: cm. Să se compare rezultatul cu cel găsit prin aplicarea formulei lui Navier 
şi să se deseneze ambele diagrame de variaţie a eforturilor unitare pe secţiune, 

Aplicind formula lui Navier, se găseşte 


M M 6 12 500 


i 1000 daN/em?. 
mas > 9min = 3 DRE FR h 
6 
Pentru calculul barei curbe se determină excentricitatea e cu formula (5.57) 
pai 52 
e= = = 9,208 cm, 
12R 12-10 
9sST 


Se aplică formulele (5.55) 
A = b'-h= 3-5= 15cm?; 
h h 
d= = e= 2,5 — 0,208 = 2,292cm;  da= a + e= 2,5 + 0,208 = 2,708cm; 


h h j 
R= Rp 10-25 = 75em; R= R+ > 10+25= 125em; 


M , di 12 500 2,292 


a, - 1 224 daNjem:; 
ma se n,  15:0,208 75 ap jera, 

M d 1250024708 _ 8 aNtent 

3 ; i 2, 
ii Ac K 150,208 123 — 565 daN/em 


| Reprezentind grafic variaţia efortului unitar în figura 5.53, se obţine linia dreaptă c4 
prin calculul aproximativ de ia barele drepte şi hiperbola e Nf dacă se aplică metoda de calcul 
exact pentru barele curbe, Eroarea care se comite prin calculul aproximativ este 


3 1 224 — 1 000 
i a o 100 = 18,3% 
5.14. Un cirlig de macara are forma din figura 5.54, secțiunea fiind trapezoidală, cu bazele 
rotunjite. Forţa care solicită cirligul este P := 1 000 daN. Dacă dimensiunile secţiunii AB (cu 


notaţiile din figura care se află în tabelul 5.1) sint B= 4cm,b= 2ecm.h= 6cm, R,= 3 cm, 


Fig. 5.53 Fig, 5.54 


se cere să se calculeze efortul unitar maxim și minim care se naște în secțiune, În secţiunea peri 
culoasă „4 B, momentul incovoietor are valoarea maximă A = PR, iar forţa axială N = P, 
Raza exterioară este : 


R= R+h=3+6=9cm. 


Ă Aplicind formula din tabelul 5.1, se obţine 


B+b 2 
cs h ci "6 
2 2 ă 
5,15: * 
BR DR, Ra 4:9— 2-3 9 poa cin 
In (8-5) n = — (4 —2) 
h R, 6 
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Pe de altă parte, conform tabelutui 5.1, poziţia centrului de greutate este 


2548 și 2:24 3 
3(B+ d) 34 +2) 
Excentricitatea axei neutre este 


e= CN = (R, + e) —r= 3 + 2,666—5,153 — 0,518 em, 


CA 2,666cm. 


Celelalte mărimi care intră în formulele (5.56) sînt 


d, = r— R = 2453 cm; d; ha, = 3,847 cm; 


= PR = 1000: 5,666 = 5 666 daN- cm; 


B-+b 
R= RL + eş= 5,666cm;  A=: 


h = 18 cn, 


Se aplică formulele (5.56) 


N „AM d 1.000. 5 666 2,153 
Li + € = i 


496 daN/om2 


A 4 Ri 18 180,513 3 
N ME d 1000 5 606 3,847 

Aa aie DE a A 207 daN/em2, 
A Ac Rp 18 18:0,513 "9 


5,15, Să se calculeze eforturile unitare care se produc în fibrele extreme ale secţiunii AB 
a inelului din figura 5.55, cunoscînd că: R, == 40 mm, Ra = 140 mm, P = 2 000 daN. Diametrul 
secţiunii barei curbe este 


d= Rp — R, = 100 mm, 
Poziţia axei neutre se e alculează conform formulei din tabelul 5.1 


d : 102 8,242 cm 
ra a ii FE 
40R— VIE 2) 40:90 105 
R 
RA 3 Ra = 9em 


e= R—r= 9 — 8,242 = 0,758 cm. 
În secțiunea considerată, eforturile sînt 


M = — PR= —-2 000 * 9 == —18 000 daN: cm 


N = —P= —2000 dan. 


d d 
A = 78,5 cm, d, = ial da 4,242 cm, d = z -k+e= 5,758 em, 


Fig. 5.55 


se află eforturile unitare 


g 2 000 18 000 4,242 
Omaz E «+ Ada —: — 346 daN/em?. 
Ae RR, 78,5 '78,5*0,758 
A 2 000 18 000 5,758 
Gmin d — AM î de . = 99 daN/ecm?. 
A Ae Re 78,5 78,5-0,758 14 + 
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“CAPITOLUL 6 


DEFORMAȚIILE BARELOR SOLICITATE 
LA ÎNCOVOIERE 


1. ECUAȚIA DIFERENȚIALĂ A FIBREI MEDII DEFORMATE 


zi sira i ati 5 atît 

i eformaţțiilor barelor solicitate la încovoiere interesează, atit 

PNI ar fă e impun. condiţii de rigiditate — adică anumite valori 

Sia detorzanțiilor — cât şi pentru rezolvarea, sistemelor statie nedetermi- 

nate, cum se va vedea ulterior, . IV ct e Pina 
tudiu se cercetează forma pe care o ia după J 

PI carea Acenată linie poartă numele de fibră medie deformată sau 

Wnie elastică a barei. A ii ali scoiia 

nsideră bara; din figura 6.1, care în urma, defo i vine 

Pe can Sf enaie calculate deplasările pe direcţia azei Oy, numite săgeți, 


Fig. 6.1 


iară , : ; i iveşte 
i unghiurile tongentei la, fibra medie deformată. în ceea, ce priv 
deplasările în jude acei Oz, ele sînt neglijabile. Într-o secţiune oarecare, 
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11—€. 1801 


cele două mărimi care caracteriz 


Studiul deformaţiilor constă, în a, cunoaște funcţiile 


2 = (2); e = file) 
pentru orice secţiune a, barei. În sistemul de axe ales avem 


dv 


is (6.1) 


ată $ ă 
ie ă are raza, de curbură p, 
1 pr 
p (Ikea! 
Cum unghiurile î 
, e sînt cel multde câ i 
2 = m? este neglijabilă faţă de ca pl sie e pt mila 
pentr mn tengieaebllă paranteză. De exemplu, 


A un Ă se ştie că = = i 9! 
total neglijabil faţă de unitate. a he. ie da Da vic 


„Pe de altă, parte, din relaţia, (5.7) rezultă, 


tărani i cale 
p BI 


Din egalarea, celor două, valori, se obţine 


d M 
da pi 


Cu sistemul d înti 
i e axe ales; în figura, 6.1, deri 
£ : „L, der ivă 
pe cae ema incovoietor este pozitiv. tele pe d tau lia 
5 Şi rezultă ecuaţia, diferențială a fibrei medii ie rorala ii 


do MN 
da pi Aa) 
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ează deformaţiile se notează cu v și e 


în această relaţie, M este funojia momentului încovoietor. Studiul 
deformaţiilor se bazează pe efectuarea acestei integrale. Se observă că la 
barele solicitate la încovoiere pură (JM = const) deformația are loc pe un are 
de cere ! 


1 MM = const. (6.3) 


; p EI, 
“pinînd seama, de relaţiile (4.1) şi (4.2); derivînd de două ori ecuaţia 
(6.2), rezultă, 


da3 da | EI, 
(6.4) 
div 2 ( M ) 
dat OA lEI, 
respectiv, la bara cu moment de inerție constant; 
d% TD d 9 (6.5) 
das EI,” da BI, 


Expresia, EI, se numește rigiditate la încovoiere a barei. 


2. INTEGRAREA ANALITICĂ A, ECUAȚIEI FIBREI MEDII DEFORMATE 


Integrarea, analitică a ecuaţiei (6.2) este recomandabilă în special la 
cazurile simple de încărcare, cînd momentul încovoietor are o ecuaţie unică, 
pe toată lungimea. barei. Prin integrare, se introduce două constante, care 
se determină pe baza condiţiilor la li- 
mită. În afara unor cazuri speciale, Li fe 
aceste condiţii sînt; : 0) (6) 

— îm reazemul simplu şi în articu- i E 
laţie, săgeata este nulă ; 

— în încastrare, unghiul şi săgeala 
sînt nule. . 

Dacă momentul încovoietor are ecu- 
aţii diferite, pe intervale, se face inte- 
grarea pe fiecare interval, obținindu-se . 
câte două constante de integrare. În afara, - 
condiţiilor de mai sus, se vor folosi con- 
diţiile de continuitate a fibrei medii defor- 
maote : în punctul de trecere de la un 
interval la altul, săgeala și unghiul au 
aceeași valoare, pe ambele intervale. 

Conform. ecuaţiei (6.2) şi figurii 6.1, pe intervalele unde momentul 
încovoietor este pozitiv, centrul de curbură se află deasupra axei 02; 


Punct de inflexivne 


Fig. 6.2 
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invers pentru porțiunile pe care momentul este negaiiv. Acolo unde mo- 
meniul încovoietor se anulează, fibra medie deformată, are punet de in- 
flexiune. Pe baza, acestor consideraţii, cunoscând diagrama, de momente 
încovoietoaire, se poate trasa forma fibrei deformate, cum se arată, în exem- 
plul din figura, 6.2. : 


a. BARĂ ÎNCASTRATĂ LA UN 
AT 


CONCENTR U 0 SARCINĂ 


„Se consideră, bara, din figura 6.3, la, care momentul încovoietor în sec- 
ţiunea, a este negativ şi are expresia. 


M= —P1+ Po = — PU — a). 


Ecuajia, diterenţială a tibrei medii deformate este 
d2p a _ MA  _ PU—a) 
da? BI, BI, 

Se integrează de două, ori şi se determină constantele, scriind că în 


încastrare, pentru 4 = 0, se cunose e = 9=0şiv=0 
a 


Pe 
= Ta ai 
srl iii ) (6.6) 
E AIE le = 
de BI, ( 2 ). (6.7) 


În capătul barei, pentru z = [, se găsesc valorile maxime 


PB 
me] sar, (05) 
> (du) 
7 221, i, 


icaţți ideră, in fi ţa P nu este 
licaţie, se consideră bara din figura, 6.4, unde forţ 

aplice pară liber. Între punctele A și B, momenţul este nul, ceea 
ci 9! = const. Rezultă că între A şi B fibra medie detor- 


ce face vw” = 0, de i între A. ! fo 
mată este o linie dreaptă care are aceeași înclinaţie ca tangenta dusă în 


punctul A la fibra medie. Cu notaţiile de pe figură se poate scrie 


po PR 
%4 —sa7,? 04 281, 


PRE Pha 


f= 08 =0D + DB = + as 9437 * anl, (6.10) 


cv o 
d». BARĂ ÎNCASTRATĂ LA UN CAPĂT, INCĂROATĂ 
SARCINĂ UNIFORM DISTRIBUITĂ 


în cazul barei din figura 6.5, momentul încovoietor într-o secţiune z 
este 


a? pl? PE _ _2 (nau 2, 
= Me +Vga — PE = — + pla — ai pi, 21 + a?) 


Fig. 6.5 


dz? EI,  2E 
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Se integrează de două ori 
do 2 
dz 2EI, 


i FE 
(22 la? + 3 )- 0, 


E (22, a, 
281| 2 3 12 


_ Pentru determinarea, constantelor se serie că în origine unghiul și 
săgeata sînt nule 


2=0; v=0; 0; 0, = 0,=0. 


Ecuațiile finale ale unghiului de rotire şi săgeţii vor fi : 


2. =9=- (03 — 3la? + 322) i PA 

= Ze. Ta (idila? + 60272), (6.12) 

În capătul liber al barei, unde e = 1, unghiul şi săgeata maximă, sint; 
a = za (6.13) 

f= a | (6.14) 


e. BARĂ SIMPLU REZEMATĂ LA CAPETE, ÎNCĂRCATĂ CU 0 
SAROINĂ UNIFORM DISTRIBUITĂ 


Momentul încovoietior într-o secţiune « a; barei din fig, 6.6 este 


2 
MN = Va po Sg 7 pa ? (a z?). 
. 2 2 2 2 


Se serie ecuaţia diferenţială, a; fibrei medii deformate și se integrează, 
de două ori i 


do _ pal —a). — 
da 9? 
dv p ( la ză 0 
az 287| 2 3 ă 
_p [la ai 
Oe + 07. 
| 6 i) apa 


Se determină constantele, folosind două dintre cele trei condiţii: de 
mai jos 


Prima condiţie dă 0,=0; ultima con- 
diţie dă valoarea constantei 0, 


pl? 1 ) [i 0. . 
Ş fra 24] i 
pb 
Ci = azi, 
Rezultă ecuaţiile de deformaţii | 
do p (= la, 73 ) (6.15) 
dz 2BI. | 3 2 12 
pb (3 13 | 2) (6.16) 
BI 12 6 12 
Săgeata, mazină, la mijlocul barei (2 = 1/2), este | 
pa (6.17) 
3841, 
iar unghiurile pe reazeme sint Ă 
e (6.18) 
i A iza == Pa 
2481, 


A BARĂ SIMPLU REZEMATĂ,AVÎND UN CUPLU PE UN REAZEM 


La, bara, din figura 6.7, momentul într-o secţiune oarecare este 
E 
A 


M = MM, — Van = M, — Ma 
Se serie ecuaţia fibrei medii deformate 


BIo” M M+ M 


2 
Bo = — Mo + Moat Co 


mă 
BL N, = + M, i, ț die r 0a. 
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Condiţia £ = 0, v = 0, dă 0, = 0. Din condiţia e = 1, v = 0, rezultă 


ze e 
A Mg Me 


+ CL; 


) 
GU 


Fig. 6.7 
Bouaţiile deformaţiilor devin 


lg = i , 

ic 1 + M, Priui Miz (6.19) 
2 ceia XD 3 la 

Bo = - M, = pla rep A, (6.20) 

Se determină unghiurile pe reazeme, făcînd 4==0, şi ==lîn ecuaţia (6.19) 
MU. Mi. g 

hi o sar i O Gr pia (041) 


Dacă se anulează ecuaţia (6.19) se află secţiunea z unde are loc să- 
imă, si, înli ind î 6.20 PA Pre) 9) ii. Făcînă 
g ? " ă S 
eata maximă, ȘI ocuima in ( ) se găsește mărimea, săgeții acin 


Me 


2 = 0,423 1; f = 0,064 


3. METODA PARAMETRILOR INIŢIALI 


Cînd de-a lungul barei momentul încovoietor are mai ii 
a ] i : ai multe e 
metoda descrisă anterior devine dificilă. Se va, stabili o metodă niveau 
pentru studiul deformaţiilor barei drepte, numită metoda parametrilor 
îmiţiali, în care intervin numai două constante de integrare : valorile ini- 


ţiale (în origine) ale săgeţii și pantei. 
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Se consideră o bară dreaptă (fig. 6.8), la care — la început — nu se . 
precizează modul de rezemare, încărcată oricum, de exemplu cu. cupluri 
concentrate, sarcini concentrate, sarcini uniform distribuite etc. Se no- 
tează Cu a, b, € ... distanţele de la origine la punctele unde ecuaţia mo- 


Fig. 6.8 


mentului încovoietor se schimbă. Se seriu ecuaţiile momentelor pe inter- 
valele notate pe desen 


Ma =0 
Mae = — m(a — a) 


Myg = — m(a — ab — P(a — b) 


Ma = — ma — ab— P(e — 3) pe 
(e — 0 (0 — d 


Mas m(a — ap P(a—b) pre 


În scrierea acestor ecuaţii, se observă că 

— cuplul concentrat; m s-a înmulţit cu (e — a) = 1, ceea ce nu-i 
schimbă valoarea. ; 

— după secţiunea 4, unde sarcina, p se termină, se consideră că ea ar 
continua pînă la capătul bazei și se aplică o sarcină egală şi de sens contrar 
cu ea, aşa că, de fapt, de la 4 spre dreapta nu mai există sarcina p ; 

— pe fiecare interval, ecuația de momente este cea de pe intervalul 
precedent plus un. nou termen. 

Se procedează acum la integrarea ecuaţiilor, ştiind că . 


Bio = — MI. (40 


a, 
149 ch 15 


Cu această ocazie, toate bin i i i 
N Îi oamele din ecuaţia de m, ințe- 
grează sub formele , iii dă at 


(e ab dz = a a; (ce 0) do = Sete, 


ceea ce duce numai la o schimbare a constantelor de integrare. 
Efectuînd cele două serii de integrări, rezultă : 
Pentru unghiuri 


Eli = 0, 
Bota = 02 + m(a — a) 


Bus = 03 + m(e — a) + P 


Boy = 0 + mie — 0) + PE ZI a ple=9k 


2 6 
Blois = 0; + me — 0) + P (p50) , pe = p(2 — dp 
2 / 6 gi > 
Pentru săgeți 
Boa = Cu + Di 
Eloa = Cao + Da + me 
Elvay = Oy + De + mie 20 plot 
6 
Sigji Diga ue pot A 2200 ae pi 0 Da (0 0) 
2 6 94 
Blogs = Ose + Dyk m 0 pe 2 pla edi 


2 6 24 24 


Aplicind prima ecuaţie a unghiurilor în origine, unde unghi 
valoarea eo, rezultă EI eo = C,. Aplicînd prima, ) a doua daia ia 
ghiurilor în secţiunea, 1, la 2 = a, rezultă, în baza condiţiei de continuitate 
0, = 02. Tot așa, în continuare, se află 0, = 0a = 03 = 0, = 0; În mod 
analog prima ecuaţie a săgeţilor, aplicată în origine, Ja z=—0, dă Bo =D,, 
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iar condiţiile de continuitate dau D, == De = Ds = Di = D;. Ca urmare, 
ecuajțiile deformaţiilor se pot; serie sub toxma concentrată 


Blg = Elqola "+ ma — &la + 


(2 — dk (e —ckl. (e —d9 
- P ! 6.22 
2 o i 6 34 ? 6 45 ( ) 
EIo =— Elv + Elootloa + 
(4 —ak (e —bk (2 — o (2 — dh 
Fm P — . (6.23 
2 zi 6 23 id, 24 la “i 24 as: € ) 


În aceste relaţii, semnul | arată că ecuaţia deformajiei pe intervalul 
2-3 este dată de toţi termenii care se află în stinga acestui semn. În scrierea, 
ecuajiilor (6.22) şi (6.23) se observă că apar cu plus toți termenii care în 
secţiunea 4 dau moment încovoietor negaitiv, şi cu minus ceilalți. 

Metoda va, fi ilustrată prin câteva exemple. 


a, BARA SIMPLU REZEMATĂ, CU 0 FORȚĂ CONCENTRATĂ 


La, bara din figura 6.9, ecuaţiile detormaţiilor sînt 


i vb 2 (2 — a) 
Elo = Bla —P-—-— Pi 
e Pa E pa lei 2 i 
3 aa 
fa Alo Ap a Pe 25| pi], 
U 6 13 6 32 


Se vede că pe reazemul 7 săgeata este v, = 0. Unghiul q, se poate afla 
din a doua ecuaţie, scriind că în reazemnul 2, la & == l săgeata 2 este nulă 
LI ay 


6 


0 Bal [A AP + P 
= / 6 : 
O. 


Ela = p— (12—b2), (6.24) 


Îniocuind în ecuaţia lui e 4 
şi făcînd a == 1, rezultă W=Pi 


Blog Pe (12—a2). (6.25) 


Fig. 6.9 
Ecuajţia săgeţilor este 
d b at (2 —ak 
Bl =P 2 — bg — P—: P 6.26 
6L i ) 6 6 ne. 6 32 ( ) 


Dâcă a> db, cum s-a luat; pe desen, se vede că săgeata maximă are loc 
pe intervalul J—3. Anulînd ecuaţia unghiului e de pe acest interval 


] LL d 
BI P— (B2—b2 P—. P—(B — 02 — 382) =0 
Pr si ( ) Ia Fri 2?) > | 
se găsește secțiunea unde săgeata este maximă 
[2 —bp2 
z = / z— (6.27) 


Înlocuind această valoare în expresia (6.26) pe intervalul 7—43, rezultă 
Pb(B2 — pe 

93157 
Se obține cea mai mare valoare a acestei săgeți cînd sarcina se aplică 


f= DT ui 


în mijlocul barei ( =b= îi 


= 6.28 
par (6.28) 
iar unghiurile pe reazeme devin 
. Pe 
=— _——e 6.29 
Pi > Pa T6EI (6.29) 


Din relajția (6.27) se observă că pentru b —> 0 rezultă e = 7 = 0,5771, 
adică, orice poziţie ar ocupa forţa P pe bară, săgeata maximă are loc pe 
intervalul a = 4 0,077 1; aceasta permite. să se considere că săgeata 


maximă are loc practic în mijlocul barei. 


VW. BARĂ 0U CONSOLĂ 


La, bara, cu consolă din figura 6.10, reacțiunile sînt 


Yi PE; Va P( | =). 


Ecuațiile deformaţiilor sînt (cu 1, = 0) 


a mi a) (a— 
Be = Bla + P<: P(1+ )- 
, al i 2 le ( A 2 23 
3 — PR 
Bo = Big + Ph. £ P(+9). (2—9 
A 6 | A 6 23 
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Aplicînd ecuaţia săgeţii în reazemul 2 (2 = 1, 9 = 0), rezultă 


Fig. 6.10 


Făcând înlocuiri, ecuaţiile deformaţiilor devin 


a) a(— 
= Phil DR 
„2(i+3)-sa 


Pe 
2 


bi 23 


al a 
ati DOL De 
Ele = dia j 


a a 
E ee 


i) sale 


A 6 


Elo = — Pa+P 


12 


Din prima ecuaţie se pot; calcula unghiurile qa şi 93 


: N/A 
Fl = P a, Bes = PQI + 3). 


Din a doua ecuaţie, făcînd a = | + a, se aslă săgeata 


EIf, = pe. (+ a). 


e. BARA 0U ARTICULAȚIE 


Se consideră o bară avînd o articulaţie intermediară, ca în figura 6.11, 
încărcată într-un mod oarecare, de exemplu cu un cuplu pe reazemul 3. 
Reacţiunile se determină uşor, separind bara în articulație. După aceea, 
se construieşte diagrama de momente încovoietoare Se observă că momentul 
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încovoietor în articulație este nul. Se scriu deformaţiile, ţinînd 
seama, că în origine săgeata, şi unghiul sînt nule 


— Boa las 
12 


Di d i Pe a Ma 2 


ze | Eeste — a) 


: Particularitatea problemei constă în aceea, că în secţiunea, 2 s-a, intro- 
dus un salt de pantă 2, considerat; negativ, arătat pe desen ; da = Z 


Mărimea, acestui salt; se află scriind că pe 'reazemul $ săgeata, osie: cală 
la z=a+i, 
2 Mo (a+I 
0 = mt (at _ Mo d zi 
”j = j , Blosl 
Mo, 20 —1 
Ea, = (a +. De p 5 
174 


Ca urmare, ecuaţiile deformajiilor sînt 


2 —1 
re pi does tis Ei Moca pe 8 
A l 2 ha i 6 2 
a a Mo as MM da —1 
Elo = My—: O. 9 (a +1 z—a 
%7 a A 6 | 2 (3E4) 6 ( li 
Răcînd a = a, se află săgeata în articulaţie 
q3 
= Me —— 
i Aaa CTF 


De asemenea, făcînd z =.a în ecuația, unghiurilor de pe intervalul 
1—2, se află 


d | 
iar prin scăderea pp— ap se găsește o. Fcăcind & = a -+ 1 în ecuaţia com- 
pletă a unghiului, rezultă, : 


: IAA [A 22 
Mat (: Li ), 
Pola 2) 


În expresia, lui a2, se vede că ea poate fi pozitivă sau negativă, funcţie 
de semnul diferenţei 2 a—l. Cu alte cuvinte, saltul de unghi este ca în figura 
6.11 cînd 24a—15>0 sau de sens contrar (92>> 2) cînd 20—1<0. De 
asemenea, se vede că, în afară de salt deunghi, în secţiunea 2 fibra medie 
detormaită își schimbă curbura, căci momentul trece de la un semn la altul. 


d. APLICAREA PRINCIPIULUI SUPRAPUNERIA EFECTELOR LA CALCULUL 
DEFORMAȚIILOR PRIN ÎNCOVOIERE 


Ca, şi la calculul momentelor încovoittoare, pentru deformaţiile prin 
încovoiere se poate aplica, cu rezultate avantajoase, principiul suprapunerii 
efectelor. Dacă într-o secțiune dată ea 
unei grinzi, încărcată cu un sistem de forţe | 
ZPu se produce o săgeată 2, şi dacă în 7 
aceeaşi secțiune a grinzii, încărcată cu un Z 
alt; sistem de sarcini 5F, se produce o să-! 
geată, v2, în cazul când lucrează simultan 
ambele sisteme de sarcini, săgeata este Fig. 6.12 
PSM +. 

Aşa, de exemplu, la bara din figura 5.12, deformajiile se obţin prin 
însumarea, relațiilor (6.8) cu (6.14) şi (6.9j cu (6.13) 


PE E PL pla 


at Hi | . 
sa * 381? * 281, GRI, 
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4. MEFODA GRINZILOR CONJUGATE 


Se consideră ecuaţia diferenţială a fibrei medii deformate 


Dacă bara studiată se consideră încărcată nu cu sarcinile reale, ci cu 
o sarcină distribuită, care este tocmai diagrama de momente încovoietoare, 
numită sarcină fictivă, 
M = Pr 
ecuaţia diferenţială se poate serie 


d _ 


BI —— = — Dr 6.30 
Ep pr (6.30) 


Grinda încărcată cu sarcina fictivă se numeşte grindă reciprocă sau 
conjugată a, celei reale. ” 
La rîndul său, sarcina fictivă satisface relaţiile cunoscute 


ceea, ce permite ca ecuaţia, (6.30) să se integreze de două, ori 


Br = 7; Bo = My. (6.81) 
da dr 


Cu ocazia acestei integrări, s-a pus şi condiţia ca constantele de integrare 
să fie nule. Din relaţiile (6.31) rezultă că: 

— unghiul fibrei medii deformate a grinzii reale, într-o secţiune oare- 
care, este egal cu forţa tăietoare a grinzii reciproce, împărțită prin EI; 

— săgeaita, grinzii reale, într-o secțiune oarecare, este egală cu mo- 
mentul încovoietor al grinzii reciproce, împărţit prin EI. 

Este necesar să se precizeze şi modul de rezemare a grinzii reciproce 
spre a satisface condiţia impusă, referitoare la constantele de integrare. 
Astfel la, o grindă încastrată în capătul din stînga, şi liberă în. cel din dreapta 
(v. fig. 6.3), unghiul şi săgeata în origine sînt nule. Aceasta cere ca grinda 
reciprocă să aibă în acel pune; forța tăietoare şi momentul încovoietor 
nule. Se ajunge la acel rezultat; dacă grinda, reciprocă are capăt liber acolo 
unde grinda reală avea încastiraire şi reciproc la capătul opus. Pe consideraţii 
similare se stabileşte modul de rezemare şi la alte grinzi reciproce, ajun- 
gînd la următoarele concluzii : 
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— reciproca grinzii încastrate la un capăt; şi liberă la caelălalt; este 
o grindă la, care reazemului încastraţ de 1a prima îi corespunde unul liber, 
ia» celui liber de la prima îi corespunde o încastrare ; 

— reciproca grinzii sim- 
plu rezemate la capete este P 
tot o grindă simplu rezemată 
la capete ; 

— reciproca grinzii cu 
două reazeme simple şi o 
consolă este o grindă la care 
reazemul simplu din capăt 


IJ2 
Eul] 


rămîne reazem simplu, reaze- PA 272 
mul simplu intermediar se 7" pe 


transformă în articulaţie, iar SA 
capătul liber devine încas- 4 
trare ; analog pentru grinda 
cu două console. 

Metoda, grinzii reciproce are avantajul că înlocuieşte complet deter- 


Fig. 6.13 


" minarea constantelor de integrare. 


În schimb, datorită faptului că diagrama de momente reprezintă o 
sarcină destul de complexă, calculul forței tăietoare 7, şi al momenţului 
M, este dificil. Metoda va interesa, în special din punet; de vedere teoretic, 
pentru alte demonstraţii. Se va face o aplicaţie, la bara simplu rezemată, 


„avînd o sarcină concentrată în mijloc (fig. 6.13). 


Reacţiunile grinzii reciproce sînt 


Unghiul pe veazem al grinzii este egal cu reacţiunea grinzii reciproce 
împărțită prin BI, i 
9. = PP . 
* 1627, 


Se obţine aceeaşi valoare din formula (6.29). i 

Într-o seoțiume oarecare, panta fibrei medii, deformate este egală_cu forța 
tăietoare a grinzii reciproce împărțită prin BI. În cazul figurii 6.13, forţa 
tăietoare a grinzii reciproce în secțiunea a este 


2 2 
m, = Ph _ Pa ; 
16 4 
ceea ce dă înc inarea 
NE (2 aa 
4 BI, 4 
12 — e. 180 177 


Se observă că în mijloc, la 4 = 1/2, rezultă e =0. 

Săgeata într-o secțiune oarecare este egală cu momentul încovoielor al 
grinzi reciproce împărţit prin EI. După figura 6.13, în secţiunea z se 
poate serie i i 


1 (272-222) (ze 
EI, | 16 4 3 4BI, | 4 =] 


Aplicind această ecuaţie în mijloc, se obţine 


PL 
je 48E1, 
PROBLEME 


6.1. Să se determine efortul unitar de încovoiere care se produce într-un cablu avînd fire 
de diametru d, înfășurat pe o tobă de diametru D, Aplicaţie numerică : d == 1 mm, D = 800 mm, 
E = 2,1 - 10% daN/em?, 

Cablul este format dintr-un număr mare de fire. Dacă ne ocupăm de un fir care este în 


d 
atingere chiar cu toba, putem să-i aplicăm formula (5.5), ştiind că el are ymaz= 22 lat fibra 


Și D+ăd 
deformată a sa este un arc de cere curaza p= toc 
d 
B— 
Ey EI Ed Ed 
Li = = 2 
p Dra Dra D 
2 


Se neglijează d in comparaţie cu D. În cazul aplicaţiei numerice date rezultă 


2,1*105xX0,1 i 
sa > 2 625 daN/em2. 


Acest exemplu arată ce efect important are încovoiesea pe tobă asupra solicitării cablului 
și interesul ca toba să aibă diametrul cit mai mare. S-a precizat mai sus că d este diametrul unui 
singur fir, nu al cablului. Este permis a se folosi această ipoteză de calcul, deoarece la cabluri 
nu se împiedică lunecarea longitudinală, fapt care face ca fiecare fir să lucreze ca o bară inde- 
pendentă solicitată la încovoiere. Dacă firele ar îi lipite, cablul ar fi înlocuit printr-o bară, iar 
în calculul de mai sus, diametrul firului s-ar înlocui prin alcablului întreg, fapt care ar mări 
considerabil efortul unitar și ar produce ruperea în urma înfășurării pe tobă, În consecinţă, la 
cabluri este necesar, tocmai contrar grinzilor, de a mări flexibilitatea, permiţind o lunecare uşoară 
a firelor , lucru care se realizează prin îmbibarea cu ulei a inimii de cînepă a cablului. 

La problema de față, dacă diametrul firului ar fi numai de 0,1 mmm, efortul unitar de înco- 
voiere pe tobă ar scădea la o = 263 daNjem?. Aceasta arată că este bine a se lua fire cit mai 
subțiri la construcţia cablurilor. Peste efortul unitar de încovoiere, calculat mai sus, se adaugă 
cel de întindere, precum și cel de răsucire, datorit înfășurării cablului. 
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6.2. Să se calculeze săgeata maximă a unei grinzi de lemn, de deschi i 
e Pi idere 1= 5 m, 
rezemată la capete, încărcată cu o sarcină uniform distribuită p = 400 daN/m, crea 
așa îel ca efortul unitar maxim să fie cz = 100 daN/em2.+ i . 
Se face dimensionarea la încovoiere 


2 
m Pe 4:5002 


Wa = 
o oa —8:100 


2 
1 250 cm? ați 
6 


Alegind raportul hi = 1,5 b se găsește 


dh 15:238 
b= 15cm; h= 23 cm; Iz= = = ) 
z 13 FE 15 208 cmf, 
Săgeata maximă este dată de formula (6.17) 
5put 5-4-5004 


38457, "384-105-19 2087 204 Cr 


Faţă de deschiderea grinzii, săgeăta are valoarea făt Lă 
234 


6.3, Să se dimensioneze o grindă profil 1, ca în figura 6.3, dacă P:= 500 daN, 1=4 m 
E i ! potul , , 
așa ca săgeata în capătul liber să fie f= —1, 


200 
pa 22400 
7 200 7 100 SS 
- Formula (6.8) dă 
Sp Pie ani a AEP: 2 < BNUMUORE atei fa 
SEI, ! 19 dă” S-ăa-aosa > 2540cm:. 


Se alege un profil I 22, care axe 17 = 3 060 cmă, 


6.4. O bară simplu rezemată la capete, încărcată cu o sarcină unito istrii 
4 î T » rm distribuită p, 

in mijloc săgeata f== 3cm, iar în origine unghiul este Pi = 0,02. Care este lungimea Varei? 
Se folosesc formulele (6.17). și (6.18), care se împart una prin alta E 


5plt 

f _ 34£7, si, 16 7 16 3 

îi pe asi 1 33 ospă — 480cm. 
MEI, 


6.5. La o bară încărcată ca în figura 6.14, cu sarcina uniform distribuită p şi cu 
0 b al 14 T forţa P 
se constată că săgeata în mijloc este nulă, Dacă p este dat, să se calculeze P, sălse Ie pl 
diagrama momentelor încovoietoare şi să se scrie ecuaţia fibvei medii deformate. 
Sarcina uniform distribuită p dă o săgeată pozitivă dată de formula (6.17), iar forţa P 


dă o săgeată negativă dată de formula (6.28); prin Îi ă 
mină li tat [( ); p suprapunerea efectelor se obţine săgeata 


Ă 5 
;P= ră : (ID) 


În acest caz, reacțiunile V, şi V2, egale, sînt date de ecuaţia de proiecţii pe verticală 


- 5 3 
V+ Va 2 = pl—-ppl= gpl 
3 ; 
Vs Va= pl 2 
1 a 75 Pi 2 


Momentul încovoistor, într-o secţiune « între reazemul 7 și mijlocul barei are expresia 


M = V, ca ş 1 P a, (3) 
XR ă 
beat de Ra -3a ui ic 
Ecuația fibrei medii deformate este 
dp p2?  3ple 
= -uM= 
El as i 216 
do pr 3pla? 
El — = = C, 
“ar 6 32 A 
pzt pla 
El = == Cz+ Ca 
m ga gat Ge + Ca 
Se determină constantele scriind condiţiile pe reazem și în mijlocul barei 
Z 
r=0, v=0, Ca=0,; 2= ri >=0 
pi pl I pb 
op; C pată ici 
04 330 fai Cn ag4 
Ecuațiile de deformaţii devin 
A d 3 3pla? “DB « 
EI, Se = PE ABE „Pe (4) 
da 6 32 384 
at lac8 l3a 
Elp = PEPE i Bee 5) 


Ca verificare, se găsește că panta fibrei medii deformate la mijloc este nulă 
d pă pb pt 
EI, 3 — RE 0, 
dz jz=z 48 128 384 
Formulele (4) şi (5) sint suficiente, căci de la mijloc spre dreapta bara este simetrică. Se 


observă că aceste formule se aplică numai pentru 0 s z s i. i 
Diagrama momentelor încovoietoare s-a construit în figura 6.14. Momentul în mijlocul 


barei este dat de formula (3), în care se face == 1/2. 


3 1 12 pe, 
Mm = ag Piz a2P(3 32 


Momentul încovoietor are un maxim algebric acolo unde forța tăietoare se anulează 


dM 3 3 
7 i 
16 


pi : 
dz 1pPl” Pr=0i e 


3 
M, 10900 8 
mac = 16 P'16 


Momentul încovoietor se anulează în sec- 
iunea =, dată de 


12 1 20 3 
= 2 = 0; aa e 
16? 3 p pe Fi 


În acea secţiune, derivata d?ojdz? este 
nulă, deci fibra medie deformată are un punct 
de ințiexiune. S-a figurat pe desen fibra medie 
deformată, pe care se văd punctele de infle- 
xiune Aşi 8. 

Forţa P, determinată în această pro- 
blemă, poate fi reacţiunea din reazemul mij- 
locin al unei grinzi static nedeterminate cu 
două deschideri. 


5. CALCULUL GRAFIC AL DEFORMAȚIILOR DE ÎNCOVOIERE 


Pentru sisteme de sarcini complicate şi în special pentru bare cu moment de inerție variabil 
metodele analitice descrise devin greu de aplicat. Problema se rezolvă uşor pe cale grafică, în 
special la bara cu moment de inerție variind în trepte, Se consideră o astiel de bară, în figura 6.15, 
la care se construiește diagrama de momente încovoietoare M. Într-o secţiune oarecare, unde 
momentul de inerție este I;, ecuaţia diferenţială a fibrei medii deformate este 


Se observă că în această ecuaţie 7; se schimbă, prin salturi, pe diferitele intervale ale 
barei. Dacă se ia un moment de inerție de bază, de exemplu cel mai mare, Jp, se poate înmulţi 
ecuaţia de mai sus cu ei 


1, do 
ELL: —=-M, 
Ip dx 
respectiv Su 
Br, 5 me M, 6.32 
0 ae = FF r. (6.32) 


Se vede că în acest fel ecuaţia diferenţială se reduce Ja cea a barei cu moment de inerție 
constant, Ip, cu condiţia ca, pe diferitele intervale, momentele încovoictoare M să fie transfor- 


Ie 
mate în momente încovoietoare reduse M, = M = „ Acest lucru s-a făcut în figura 6.15, în 
i 
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care se vede că în secţiunile unde momentul de inerție I are un salt și diagrama M, are salt. 
Conform teoremei grinzilor conjugate, săgețile grinzii reale sint date de diagrama de momente 
a sarcinii fixctive M,. Ca urmare , se împarte diasrmama M, în o serie de suprafeţe Siormentate, 
Oas Oa, Oas Qa ---, cărora li se determină aria și poziţia centrului de greutate ; se construește 


Fig. 6.15 


poligonul de supraieţe Q;, iar poligonul funicular este tocmai diagrama săgeţilor p. Ducînd 
linia de închidere 0” și apoi o paralelă la ea, se află săgeata maximă f. Evident, dacă bară este cu 
moment de inerție constant, construcţia grafică descrisă se aplică diagramei reale M. 


Trebuie stabilite scările construcţiei grafice. Figura se enstruiește cu următoarele scări : 
— scara lungimilor: 1 cm = acm; 

— scara suprafeţelor de momente : 1 cm = b daN- cm?; 

— distanţa polară : H cm efectivi în figură. 

Pentru momentele încovoietoare, scara momentelor este 


1 cm = abH [daN-cm]. 
Această relaţie este valabilă și pentru momentul sarcinii fictive, dacă mărimile, a, b, H 
au definițiile de mai sus . Conform teoriei grinzilor conjugate săgețile grinzii reale sînt egale cu 


momentul încovoietor al sarcinii fictive, împărţit prin E], Ca urmare, scara la care se măsoară 
săgețile este scara de momente arătată, împărţită prin Elo 


zi [em]. (6.33) 


Pentru a obţine săgețile în mărime naturală, se vede că trebuie luată o distanță polară 


Întrucît aceste săgeți sint foarte mici, uneori invizibile pe figură, se caută să se obţină 
mărite de n ori, ceea ce necesită alegerea unei distanțe polare 


go. - (6.34) 


Fie următorul exemplu numeric ; 

scara lungimilor: 1: 100; a= 100; 

scara suprafeţelor de momente : 1 cm = 10% daN-cm?; 5 = 10; 
grindă de oţel cu: E = 2,1 . 10€ daNjem?; 1, = 1 000 cmâ. 
Dacă se alege distanţa polară H = 5 cm, rezultă scara săgeţilor 


ab 100:10%:5 5 
cm 
El 2,1*10%-1000 21 


1 cm 


Invers, dacă se impune să se obțină săgețile mărite de n == 10 ori, trebuie luată distanţa 
polară 


ma Po 2010-1000 ti 
a n = 24 em : 
abn — 100-10€-10 pauză 


6. ARCUL DE FOI 


Unul din rolurile arcurilor este ca, folosind elasticitatea materialului, 
să realizeze o amortizare a efectului șocurilor. Se vor examina pentru 
moment arcurile de foi, luerînd în baza solicitărilor de încovoiere. Defor- 
majii elastice apar la oricare din solicitări : întindere, compresiune, încovo- 
iere, răsucire. Deformaţiile de întindere sau compresiune au însă, pentru 
metale, valori foarte mici. Numai cauciucul poate servi ca amortizor, 
lucrind la compresiune. În cazul încovoierii însă se pot întilni deformaţii 
elastice — săgeți — destul de mari, care pot amortiza șocuri puternice. 
Cu cît deformația este mai mare, materialul poate acumula o energie mai 
mare, deci poate amortiza un şoc mai puternic. îi 

Arcul de foi se bazează pe bara de egală rezistenţă din figura, 5.34. 
Această bară, încastrată la un capăt, reprezintă de fapt jumătate din. 
arcul arătat în figura 6.16. Se va stu- 
dia deformația acestei bare, ţinind 
seama că are moment de inerție vari- 
abil în mod continuu. Conform figurii 
5.34, momentul încovoietor într-o sec- 
ţiune oarecare este 


M PL+ Pe 
" Lăţimea secţiunii oarecare este 


iar momentul de inerție al acestei secţiuni 
2h3 _b(l—a)hi l-a 


Z, E 
? 12 121 Dea 
3 
= unde s-a notat cu 1, = La momentul de inerție maxim, din încastrate. 
Ecuația fibrei medii deformate este 
E d OM PU — ) Pl 


da OEI pp Ele 


ia 0 pi d d 
de 


VĂ 
Bl = iri + Cu + 0. 


p Se ştie că la bara încastrată 
se obţine 0, = 0, = 0, deci 


2 
Dig ip 
2 


ceea ce dă săgeata maximă, la 
oa=kh 


PB 
js 
2B1 
6-a Dacă bara are moment de inerție 
constant. Ip, săgeata este 
PE 
Ar a 
EA 


Rezultă f = = fa deci bara de 


egală rezistență, avînd aceeași re- 
zistenţă cu cea de secţiune con- 
stantă, poate acumula cu 50% mai 
multă energie, deci este mai avan- 
-tajoasă pentru amortizarea șocu- 
rilor. ] 

Forma, de bară de egală rezistenţă din figura 5.34 este. nepraotică, 
datorită faptului că lăţimea b ocupă spaţiu mult, iar fisurarea, foii de arc 
duce la ruperea completă a, lui. De aceea, în practică se folosește arcul 
trapezoidal, cu mai multe foi, ca în figura 6.17. Se împarte lățimea b, 


Fig. 6.17 
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determinată din calcul, în o serie de foi de Lăţime b, şi grosime k. Prin con- 
strucţia geometrică din figura 6.17 se determină lungimile foilor 7,2, 
3, ..+, ete. Foaia preincipală, 7, nu se poate face ascuţită la vîrf, din cauză 
că aici trebuie executat dispozitivul de aplicare a sarcinii P. În general, 
dimensiunile b,, h sînt standardizate, pentru diferite tipuri de vehicule. 
Ca formă, arcurile de foi pot îi fără săgeată iniţială (fig. 6.17) (a vagoane, 
locomotive) sau cu o săgeată iniţială (la autovehicule). 

Se precizează că arcurile de foi se fac din oţeluri speciale, de mare 


„rezistență, pentru care se iau rezistenţe admisibile o, = 4000 — 


—6 000 daN jem2. 


7. EFECTUL FORȚEI TĂIETOARE ASUPRA DEFORMAȚIEI DE ÎNCOVOIERE 


În studiul făcut pînă acum s-a luat în considerare numai deformajia 
produsă de momentul încovoietor. Se va examina acum care este efectul 
forței tăietoare. Forţele tăietoare produc lunecări ale secțiunilor, una, faţă 
de alta, ceea, ce dă naştere unor săgeți suplimentare. Din cauză că eforturile 
unitare tangenţiale nu se repartizează uniform, secțiunile iniţial plane se 
curbează în urma încovoierii, cum se arată în fig. 6.18. Elementele secţiu- 
nilor aflate în centrele de greutate (unde efortul unitar tangenţial este 
maxim) rămîn verticale și lunecă unul față de altul. Ca urmare, este sufi- 
cient a studia deplasările centrelor de greutate ale secțiunilor pe axa y. 


"Dacă secțiunea, din dreapta, în figura 6.19 are o deplasare dv faţă de cea 


din stînga, forţa 7, considerată exterioară pentru elementul din desen, 
produce lucrul mecanic (energia acumulată de bară) 


L = 7âo. 
2 


| 


CA | y i 
Fig. 6.18 Fig. 6.19 
Aceeași energie se poate exprima pe baza relaţiei 


D= j azer 
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şi făcînd înlocuirile 


__ 78 
o, 
2 Ş'2 
=$ 178 d dy dz 
420 b212 


Se egalează cele două expresii ale energiei, împărțind cu de 


A aţ ISdy, 
da $, GI 


Expresia se mai poate transforma 


do __T At Say 
de GA zi, d 


Notînd mărimea adimensională 


Ar S2dy 
k == . 6.35 
Te j, (A (90 
se poate scrie: 
do RT (6.36) 
da GA 


Aceasta este ecuaţia diferenţială a deformajţiei datorite forței tăietoare. 
Dacă există sarcină distribuită, ea se derivează 


ni i MESE A (6.37) 
da? GA 
iar ecuaţia Qiferenţială completă va fi 
2, 
do N p. (6.38) 


Un calcul simplu axată că pentru dreptunghi & = 6/5, iar pentru cere 
k = 10f. 
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8. METODA CELOR TREI NECUNOSCUTE 


Pentru barele cu moment de inerție variind în trepte, se va stabili o 
metodă, analitică de calcul al deformajiilor de încovoiere. Se consideră; 
(fig. 6.20) o bară solicitată prin forţe concentrate, uniform distribuite şi 


A : LIZA 
ZA fi | 
q 
d 
[A 


Fig. 6.20 


cupluri, cu moment de inerție variind în trepte. Se împarte bara într-o 
serie de intervale, determinate fie prin salturi ale momentului de inerție, 
fie prin discontinuități ale sarcinilor (puncte de aplicare a forțelor con- 
centrate sau cuplurilor, de începere sau terminare a sarcinilor distribuite). 
Se consideră două astfel de intervale succesive, de lungimi 4; și lua la 
care s-au notat : , 

— cu indicele capătului din dreapta : lungimile î4, pay Sarcinile uni- 
form distribuite p Pr Şi momentele de inerție 1, Ia ; 


1 Stabilită de M. Blumenfeld, de la catedra de Rezistenţa materialelor a Institutului 
Politehnic — București. 
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— cu indicele punctului respectiv : forţele concentrate P., Pur 
momentele încovoietoare My_s My Muay săgețile opoas 0 Și Pa pantele 
pay Pr Ou+a, Eventual cuplurile exterioare. 

Se consideră porţiunea de bară între k şi k + 1 şi se iau axele de coor- 
donate z,ky (fig. 6.20, b). Peniru a scrie momentul încovoietor într-o sec- 
ţiune oarecare, se secţionează bara ea în. figura 6.20, d. Se observă că în 
forţele tăietoare 74, +a se includ şi forțele concentrate care eventual sint 
aplicate în acele secțiuni (Py, P4+.)- Dintr-o ecuaţie de momente îață de 
capătul din dreapta, al acestei porțiuni se află forța tăietoare 7, 


op Per lia M 
Tir aa Li 2 Lapi 0 


7, = Mu — MN: Piata 


eta 2 


Se poate serie momentul încovoietor într-o secțiune oarecare, între k 
şi F+l 


MM + Ma — Me, Peter) PA Pieta? 
c ii a 2 


Se seriu, pe acest; interval, ecuaţia diferenţială a fibrei medii defor- 
mate şi integralele ei succesive 


d? | Mita — Ma Preta Pat? 
AI = MM, [An e Ba ) a Put 
Lie [N ( AR + 2 + 2 
— 2 3 
Bra do e Me (a: Me Pitaleta ). Li + Pe? | C, (6.39) 
dz 95 2 2 6 


Bl = —M, a2 (Pa Pete ) [ăi j Diva - Cup + Oa. 

Lea 2 6 24 

(6.40) 

Se determină constantele, punîndu-se condiţia ca la capetele interva- 
lului săgețile să fie », şi dn: 


2 = 0, 0 = 8 her DP > Va 
Cu aceste condiţii, se găsesc constantele 


0, = By Cu Ea — 2) (Ma 4- 2Mi) hr | Petalisa R 
lira 6 24 
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Din. relaţia (6.39), făcînd z == O, rezultă unghiul în secțiunea k, notat 
pe desen cu q 
0 O LII (Mera + 2Mu) beta Patulisa | 
Bla la GEL - 241 


” 
Pi 


În mod cu totul analog se poate studia intervalul de bară între k—1 
şi &, luînd originea tot în k, deci cu axele aky. Se obţine valoarea unghiu- 
lui e, făcînd permutările necesare în expresia lui q, 

gi Va Ze (Mea + 2Mle Pak. 
LA 6BI, 2451, 


Se observă pe desen că unghiurile e; şi e sînt egale, dar de sensuri 
contrare : unghiul q!/ se obţine rotind axa ka, spre axa ky, pînă se supra- 
pune cu tangenta, î,; pentru unghiul e, rotirea axei 2 se face depărtin- 
du-se de axa ky. 

Ca, urmare, rezultă o, + pr = 0. Adunînd cele două expresii şi gru- 
pînd termenii în mod. convenabil, rezultă, 


— Oulu AF Pula beta) — Vitali = 


= CCM 4 25 3 2 (Mera + 20) Aaa] + 


IAR! 
+ i (Pretal? a Deta A Prltd) „ (6.41) 
unde s-a notat 
de = ee ata = beta] Tae (6.42) 


În cazul particular al barei cu moment de inerție constant, unde 
Is = Ip =, Telaţia (6.41) devine 


— Duoalera Fe Polls e bata) — Deta => 


Ul ă i Taul 
E [Mcab + 2Mu(lg A beta) + Mvalea] Alee B+ Dal). 


(6.43) 

Relaţia (6.41) sau (6.43) poartă numele de ecuaţia celor trei necumoscuie . 

Ea, este relaţia de recurenţă între mărimile vp_3 9 9x+a dela capetele celor 

două intervale considerate. Ea se va serie de atitea ori câte perechi de 
intervale se pot stabili pe bară. 
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PROBLEME 


6.6. Să se afle săgeata v, la bara din figura 6.21. 
Cele două intervale sînt determinate de punctele 7, 2, 3. Se folosește relaţia (6.41), în care 
se înlocuiesc E 


De = 014 = 0; D= 020; Dea = 03; = li; ku 0; Mea = M=0 


Ms = M Pa; Mih = M3=0; Pr = Poe Pi; Pra > Pa=0 
A = L; A; pe a - 
E 2 ra > Aku 3 FĂ 
Rezultă 
a la 
ul — 2Pa* — — 2Pa: 4 pb , 
A FA 24£ A 


de unde 


Pa (i a pla 
LA + — i 

3E (711 24 E1 
6.7. Să se determine săgețile v, şi vg la bara cu moment de inerție constant din figura 6.22. 
Se aplică ecuaţia (6.43), succesiv pentru intervalele 1—2—3 și 2— 3-4. În prealabil s-au 

determinat reacțiunile, care dau momentele încovoietoare 
M = 0; M= pP[8; M = pbR?; M=0. 
i Li 


în: 
Ținînd seama că v,== 2 = 0 h= ze = = e Pa = 0, ps = Pe Pa == 0, apli- 


carea ecuaţiei (6.43) dă sistemul 


Fig. 6.21 

Rezolvarea acestui sistem dă soluţiile 
Mpa 6pr 

e V, . 
1944 E77  *  1944E1 


Va 


CAPITOLUL 7 
RĂSUCIRE 


Răsucirea este solicitarea predominantă din arborii mașinilor. De 
asemenea, ea este prezentă în multe piese de maşini sau construcţii (șasiuri 
de autovehicule, construcţia metalică a avioanelor etc.). 

Această, solicitare este produsă de forțele care nu întîlnesc axa barei, 
respectiv nu sînt paralele cu ea. Efortul care produce solicitarea de răsucire 
este momentul de răsucire, avînd vectorul dirijat pe axa barei. 

Studiul solicitării de răsucire este simplu pentru secţiunea circulară, 
sau inelară — de aceea se va începe cu acest caz — și mult mai complicat; 
pentru alte forme de secţiuni. | 3 


1. CALCULUL MOMENTULUI DE RĂSUCIRE , 


Pentru calculul momentelor de răsucire, problemele practice se întil- 
nesc sub cîteva, forme, care vor fi examinate în cele ce urmează. 


Uneori, pe un arbore se găsesc o serie de roţi de curea, ca în figura 7.1. 
Dacă roata mare este motoare şi dacă S$,> S2, momentul de răsucire 
transmis de ea este 


Me = (8 — SR. 


Condiţia de echilibru cere ca acest moment; să fie egal cu cel preluat 
de roata mică, la care trebuie ca Sa > Ss. 


, 


Me = (5, — 88 = (Sa Bor 


Pe toată distanţa dintre roțile de curea, momentul de răsucire este 
constant. Sa 
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Dacă este vorba, de o tobă pentru cablu, ca în figura 7.2, momentul 
de răsucire este 
M. =SR. 


Şi în cazul momentelor de răsucire rămine valabilă definiția, generală : 
momentul de răsucire într-o secţiune este egal cu suma momentelor de 
răsucire din stînga, secțiunii sau a. celor din dreapta secţiunii, luate cu 
semn schimbai. 


Fig. 74 


Un caz practic curent este acela, cînd se dau puterile diferitelor maşini 
care produc sau consumă energie de la arbore, precum și turajiile lor. 
Pentru o maşină e putere P şi turație n, cuplul la arbore este 


M = 95 460 = [daN- em] (7.1) 
în care P se dă în KW şi n în rot/min, respectiv 
M — 70 260-£ [da em] 3) 
LA 


cînd P se măsoară în CP. 


2. STAREA DE FORFECARE PURĂ 


Se consideră o stare plană de eforturi unitare (fig. 7.3, a), la care pe 
cele patru fețe avind ca normale axele & şi 7 acţionează numai eforturi 
unitare tangenţiale, toate egale, conform principiului dualității, Se zice că 
acest; element de volum se află în stare de forfecure pură. EL se deformează, 
schimbindu-şi unghiurile, fără a-şi modifica lungimile laturilor, Este inte- 
resant; să se determine eforturile unitare pe o secţiune înclinată cu unghiul a« 
faţă de Oy. Acest lucru se face seriind echilibrul elementului de volum din 
figura, 7.3, b, şi anume, proieeţiile forţelor pe direcţiile o şi 7. S-a notat 
cu A aria feţei CD, deci faţa, OC are aria A cos a, iar 0D, aria A sin a. B- 
cuajiile de echilibru sînt 


GA — TyzA COS a*sin e — Toy. Sin a+cos « = 0 


TA. + Tag COS &*COS 4 — Toy sin o«sin a =0. 
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Cum Ta ST vezultă 


6 == Tpy SN 20 - | (7.3) 
7 = — ay COS 20 


: ilie ae D220 i 
Se observă că pe secţiunea, înclinată cu a = 45 rezultă 


Ge Ta Tae = O. 


Asinat 
/ 


Fig. 7.3 A 
i __ 1850 
De asemenea, pe o secţiune perpendiculară pe aceasta, la a = 135, 


rezultă | . 
Gras = — Tau Ti85 = O. 


Aceste concluzii sint ilustrate în figura 7.4, a. Reciproc, dacă se consi- 
deră, starea plană din figura 7.4, b, cu eforturile unitare oz Și Gy = — dz 
pe secţiunile înclinate eu E 450 axe loc starea de îorfecare pură. 
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13—c. 1801 


| Practic, solicitarea, de foxtecare pură se poate realiza la un tub subţire, 
solicitat la, răsucire, ca în figura 7.5. Se observă că; detașind un element; 
abed din tub se realizează tocmai starea de solicitare din figura, 7.3, 
Dată fiind grosimea mică a peretelui, efortul unitar poate fi consi- 
derat uniform distribuit, ceea, ce duce la 


M, ii 75 2xR- R, 


de unde 
ae, (7.4) 
2 R20 


3, EFORTURI UNITARE ŞI DEFORMAȚII 
ÎN BARA DE SECȚIUNE CIRCULARĂ 


Rezolvarea problemei se face ana- 
lizînd deformaţiile produse de un mo- 
ment de răsucire. Dacă se trasează pe 

mp 


9 


Ba 
ay 


CAI m. S pa 3 i LA i 
Fig. 7.5: sd Fig, 7.6 
conturul basrei o serie de generatoaie şi cercuri paralele, construind o reţea, 
de pătrăţele curbilinii, ea în figura 7.6, în: urma aplicării unui moment 
de răsucire, se constată că :. i j 

— o secţiune plană A.B rămîne tot plană, A'B”; 

— pătrăţelele curbilinii a b c d. se transformă în romburi, moditicin- 
du-şi numai unghiurile, ceea ce arată, că are loc o stare de forfecare pură. 

În timp ce o generatoare BO (fig. 7.7) se înclină, datorită solicitării de 
răsucire, Cu unghiul Yar, S6 constată că în secţiune o rază oarecare OB se 
rotește cu unghiul ș, rămînînd toţ; dreaptă, deci ajungind în poziţia OB”. În 
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Joc de a considera întreaga, bară, în figura 7.8 s-a ab numai o lungime 
elementară da respeetiv numai o parte centrală, de rază oarecare 7 < B. 
Din consideraţii de deformaţii, se poate serie : are bb' = de = rdo, de 
unde £ 


E” pile ="9, ( 
da 


Fig. 7.7 


S-a notat; unghiul de răsuoire specifică (unghiul cu care se răsucese, 
una, faţă de alta, două secţiuni transversale distanțate cu 1 cm) 


da 
Aplicînd relaţiei (7.5) legea lui Hooke peniru răsucire 
a = Gyr = Gr0, (7.7) 


Fig. 7.8 Fig. 7.9 


s-a obţinut legea de variaţie a eforturilor unitare tangenţiale pe secțiunea: 
barei de secțiune circulară : ele sînt nule în centru (la 7 = 0), variază liniar 
cu vaza 7 și sînt maxime lîngă conturul secțiunii 

“az = Gmaz = GOL. (7.8) 
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dau A „A (7.8) 


Întrucit ma este tangent la contur, deci perpendicular pe rază, se 
auhnite că în orice punct al secţiunii efortul unitar este perpendicular 
pe rază. Se obţine astfel diagrama de variaţie a eforturilor unitare din 
figura 7.9. În baza principiului dualității, se produc eforturi unitare şi în 
secțiunea, longitudinală, ca în figura 7.10. * i 


Fig, 740 Fig. 711 


, Pentru a stabili legătura dintre momentul de răsucire M, şi efortul 
unitar, se serie că momentul de răsucire este suma, momentelor 7: dA: 7 
ale tuturor forțelor elementare îață de centrul O (fig. 7.11) 


M,= $, sdAr = ( GOA — G01,. s 


Se obţine 
"auz be. 
i În 
şi, înlocuind în relaţia (7.7), 4 
2 a Aer 7.9) 
FA . (7. 
În vecinătatea conturului, efortul unitar este 
MR MM, 
“"naa £= === 7.10 
2 FA î wp (7 L ) 
R 
unde 
7 Ș 
WV, = = (7.11) 


este modulul de rezistență polar al secţiunii. 
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Renunţind la indicele lui zmaz formula (7 10) se serie sub diferite 
forme, după cum este vorba de dimensionare sau verificare. 
Peniru dimensionare 


Won = ab, (7.12) 
Pentru terificare 
za A S fa. (7.13) 
Wa 
Pentru caleulul momentului de răsucire capabil 
Mu cap Wor Ta- (7.14) 


La secţiunea circulază, modulul de rezistenţă polar are expresia, 


pă 
3 
îi cz e aaa 2 ME (7.15) 
R d 16 
2 


La secţiunea, inelară, modulul de rezistenţă polar este 


Re gt 
Şi: 32 (Di — d) _ (DI — 0). 
R D 16D 


2 S 
(7.16) 


Secţiunea, inelară este mai avantajoasă 
decit, cea circulară plină, întrucît la aceeaşi 
mărime a suprafeţei, deci cu aceeași canti- 
tate de material, are modulul de rezistență 
polar mai mare şi deci poate suporta un 
moment; de răsucire mai mare. În figura 7.12 
s-a reprezentat variaţia eforturilor unitare 
tangenţiale pe o secţiune inelară, 

Din formulele (7.7) şi (7.9) rezultă 


ati (7.17) Fig. 742 


Cu această relaţie se poate calcula unghiul de răsucire specifică, Pe 
de altă parte, din relaţia 


de = 0da 
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vezultă unghiul de răsucire pentru o bază de lungime infinit mică 


__ Ade 


d - 18 
e 7.15 
ETA (7.15) 

Dacă se integrează, pe o lungime 1 pe care momentul de răsucire este 
constant, se află deformația totală 


MA 
AS Ag. (7.19) 


4. EFORTURI UNITARE LA 45 FAȚĂ DE AXA BAREI. ÎNCERCAREA 
LA RĂSUCIRE 


i Se consideră elementul de volum BODE âin figura 7.13., avînd două 
feţe în planele secţiunilor normale, două în plane jongitudinale și două în 
plane paxalele eu planul tangent la cilindru. EI este supus stării plane de 
torfecare pură, Conform celor stabilite anterior, elementul de volum 
B'O'D'E,, avind paru feţe înclinate cu45* față de cele ale elementului 
plecoilent, este solicitat pe o direcţie la întindere, cu c == s, şi pe cealaltă 
ee aci i Eug cu 6 = E (a se vedea și fie. 7.4 a). Ca urmare, în bara 
i i tă la ucire se produc, pe secţiunile înelinaite, eforturi unitare de 
mtindere, respectiv de compresiune, i 

Ă „Dacă se: face încercarea la răsucire a unei bare, înregistrindu-se va- 
riaţia momentului M, şi a unghiului Ag, se poate construi o curbă carae- 
teristică în coordonate M, — Ag. Cu ajutorul relațiilor stabilite mai sus 
ea se poate transforma, în coordonate = — y. S-a arătat că pentru oţel ea, 
„are forma, din figura 1.20. 


Fie cazul unei bare din material care rezistă mai puţin la, întindere 
decît la torfecaze, cum ar fi fonta. În acest caz, ruperea se face din. cauza, 
eforturilor unitare de înţindere c de pe feţele B'0” și D'77 și ca apare e 
o elice la 45 faţă de axa barei, ca în: figura, TI, ic rau 
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3. EXERGIA DE DEFORMAȚIE LA RĂSUCIRE 


Pownind de la o relaţie generală analogă cu (3.21) 


in Sa 
YU =$ —aV, 
p 24 
se poate face o transformare, pentru bara de secţiune circulară, tinind 
seama că 


Ținînd seama că 


ţ re dA = Toi 
: A 
xelajția, de mai sus devine 
Mi? da . 
U=f >. 7.20) 
j 2GIp ( 


Pentru nn arbore de secţiune cirenlară, de diametiu d, lungime Î și 
an moment de răsucire constant pe toată lungimea, energia de deformaţie 


aenmulătă este 


dea ali ADA iri (7.21) 
"901 o GA: A 


6. CALCULUL, ARCURILOR ELICOIDALE CU SPIRE STRÎNSE 


Arcurile elicoidale, foarte des folosite în construcţia de maşini, sînt 
solicitate, în ansamblu, la întindere sau la, compresiune. Forţa aplicată 
acului este, în majoritatea cazurilor, de un singur semn, deci în cazul 
solicitărilor variabile eforturile unitare sînt; oseilante. 

Conform figurii 7.15, se notează : P, saueina aplicată arcului ; R, raza 
de înfăşurare ; d, diametrul secţiunii transversale a firului; 2, numărul 
de spire. : 
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Dacă unghiul de înclinare al elicei « este mare, în secțiunea firului se 
produc : forță axială, forţă tăietoare, moment încovoietor și moment de 
văsucire. La arcul cu elice de înclinare mică unghiul « este mic, ceea ce 
face ca torţa axială şi momentul încovoietor să, fie practice nule, iar mo- 
mentul de răşucire și forța, tăietoare, arătate în figura 7.16, să aibă valorile 


£ M,= PR; T=P, 


Cu destulă exactitate, calculul arcu- 
lui elicoidal se face ţinînd seama numai 
de momenţul de xăsucire, ceea. ce duce 
la următoarea relaţie de dimensionare 


Fig. 7.15 Fig. 7.16 


d= J* A (7.22) 


Ta 


Rezistenţele admisibile ale oţelurilor. de arcuri călite au valori za == 
== 4 000 ...6:000 daN/em?. 

Se poate ţine seama şi de efectul forţei tăietoare P, care a fost studiat 
în capitolul 5. Pe axa orizontală AC a secţiunii din figura 7.17, efortul 
unitar tangenţial, produs de torţa tăietoare P, are valoarea maximă dată 
de formul (5.27) 


4 _P__16P 
3 x 3 


Se vede pe desen că singurul punet din secţiune unde efortul unitar 
Te se adună aritmetice cu +, — produs de momentul de răsucire — este 
punctul A. Aici are loc efortul unitar tangenţial maxim 


___ 16PR , 16P IER (1 2-a | 2) (1.23) 


=7 3 ț T 
me aaa Toni mai | 3) tag 


200 


Efectul forţei tăietoare depinde deci de mărimea, raportul d/3k: 
la axcurile unde acest; raport este mie, efectul forţei tăietoare este negli- 


jabil și se foloseşte numai velaţia, 
(7.22); din contra, cînd acest ra- 
port este relativ mare, este necesa- 
ră o verificare cu relaţia (7 .23). 

Studiul complet al arcului 
cere determinarea săgeți, adică, a, 
Scurtării sau lungirii pe direcţia, 
torţei P. Aceasta se face Ușor ega- 
lînd lueuul mecanice produs de forța, 
P cînd areul suteră o săgeată sta- 
tică f 


1 
D= 


cu energia de deformaţie dată de 
formula, (7.21), în cave se fac sub- 
stituţiile 


16 P2R2.2a Rm __ 32 PR 


U = = 
za „Gai 


Aplicînd principiul conservării energiei, deci egalînd cele două expreșii 
ale ci, se obţine formula săgeţii arcului 


__ 64 PR5 
Ga 


f 


(7.24) 


Uneori, se calculează variaţia săgeţii Af datorită unei variaţii de 


forţă AP 


GI-AP- Rn 


aa (7.25) 


Af = 


Se observă că între sarcină și deformaţie există o relaţie liniară, fapt 
care ușurează, calculele și servește la, numeroase aplicaţii industriale (dina- 
mometre). 

Pentru oţelurile de arcuri, se iau uzual constantele elastice 


B = 2,2-10% daN/em? și G = 8,5:105 daN/em2. 
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N PROBLEME 


neze un arbore inelar al unei maşini, cunoscind P= 2250 KW şi 


7.1. Să se dimensioi 
= 400 daNjem?, 


n = 300 rotfinin, dacă se dă raportul d= 08 Dşi ra 
Relaţia de dimensionare dă 


a, „n 
i = A Le) = = 1790 em? 
Mirea ta = 400 


_MDi—di) _ m(DI—0,8iD1) _ 0,595 D3 
W> 100 16p 16 


D= 2449 cm; d = 19,92 cm. 


Se aleg valorile rotunjite 
D= 250 mm; = 200 mm, 


7.2. În secţiunea arborelui unui motor, de diametru d= 20 mm, se produce un efort 
unitar = == 700 daNfem:. Se cere lungimea arborelui dacă deformația totală pe această lungiine 


este Ap= 4%, Ă 
Formulele (7.10), (7.15), și (7.19) dau 


164, Mal _ B231d 
TE PG ic ! 


= Da ș Ap = 40 = 0,0698 rad 


G-d- A9 810 000 - 2 - 0,0698 


l= - = 80,8 em. 
27 2700 


arbore de transmisie de forma din figura 7.18, lucrează un motor de 
are consumă 40 kW, 20 KW, 40 kW, turaţia fiind de 300 rot/min. 
pe intervale, luind za = 500 daN/em?, a 

variaţia puterii transinise pe diferitele porțiuni ale arbo- 


7.3. Asupra unui 
putere P=100kW și trei maşini c 
Să se dimensioneze arborele, 
Se construiește diagrama care dă 


relui (fig. 7.18). 2) 
Se aplică relația (7.1) pe cele trei intervale 


100 
Me oa == 95 460 300 == 31 820 daN- cm 


60 

Alp sa = 95 460 —— = 19 092 daN- em 
ct 300 
40 

93 460 —— = 127728 daN- em. 
300 


Mia 
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Se dimensionează, separat pe cele trei intervale, cu relația 


Fi du = =6,57 cm, 
E Dea 
16» 19 092 

dia = 7000 5,79 cm, 


50, aleg valorile rotunjite : d = 7 cm, dia = Gem, dap = dem 
LE Că A i ) ÎL i înc: A cadet i 
cit înca musa pani ATHOTE, Ce lungime, În incastrat la capete, se aplică un cuplu Ag, așa 
£ ă g 19. cere să si rmi " iunile in î ări şi i cin 
ei at „se determine reacţiunile in incastrări și unghiul maxim 
Este vorba de o problemă stati inată 
atic nedeterminată. Notină cu AM, şi A 
a. Eh AM, Și Ma momu răsucir 
care se produc în reazeme, ecuaţia de echilibru se scrie cil iai cin iai 


Mt Ap Mo 0 
Se construiește diagrama de moniente ca în figura 7.19. A doua ecuație se obţine din con- 


diţia de deformaţii : secţii re 
pepe pi e Vii : secţiunea de aplicare a cuplului 4 se rotește cu același unghi față de ambele 


satul și Ma capi 
| oa! & 


Fig, 7.18 


Rezolyind sistemul de ecuații (1) și (2), rezultă 


b 
Ma = Mai M = Mo. 
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Unshiul maxim de răsucire are loc în secţiunea de aplicare a cuplului Mo 


PN Ma Moab 
- ? ci o Gl! 


Ovservaţie. Problema poate fi generalizată, Dacă asupra arborelui încastrat la inbele 

capete se aplică a serie de cupluri de răsucire, se scrie că unghiul total de văsuoire, în eee 
două capete, este nul. Această condiţie, împreună cu ec aţ 

de echilibru, dă valorile momentelor din reazermne. Şi în pro- 

blema de faţă s-a procedat 1 fel, întrucit relația de cetor- 


* maţii — ţinind seama de semne — mai putea îi scrisă 
Ma Mb 
iza Sa 
GI 
ES E 2 
xl 
EI 


fiind identică cu cea folosită mai sus. 5 ra 

7.3. Să se dimensioneze un arc elicoidal cu R = 5cm 
pentru o forţă P = 100 daN şi să se calculeze săgeata, dacă 
are n = 10 spire. Să se determine etortul unitar tangenţial 
maxim care se produce in arc. Să se calculeze înălţimea 
arcului liber. 


Fig. 7.20 


Cu ajutorul relaţiei (7.22) şi alegind za = 5 000 daN/em? se găsește 


3 3 
BP 71005 
i E 909 0,798 cm z8mm. 


Ta = * 5 000 


Cu relaţia (7.23), ştiind că + = za = 5 000 daN/em?, se află 


d 0,8 5 
mac = =(1+ =) 2= 5 000 (rm) 267 daN/em2. 


Sc vede că în cazul de faţă efortul unitar maxim întrece rezistenţa admisibilă cu o cantitate 
neglijabilă, de 5%. 
i " Săgeata arcului sub sarcină se calculează cu formula (7.24) 
G4+PRn 64-100.53.10 


= 23 cm, 
Gat 850 000 : 0,8% 


Pentru a calcula înălțimea Hp a arcului în stare nein ărcată, se observă în figura Ag a 
ca se compune din înălţimea hi, în stare comprimată și săgeata maximă RA Înălţimea i Cat 
formată din grosimea tuturor spirelor plus un spaţiu minimul lăsat intre spire în stare compri e 
Acest spaţiu are rolul de a evita zgomotele şi șocurile care s-ar produce în cazul stringerii comp 
a axcului. Fie acest spaţiu minimal s = 2 mm. Se poate serie 


h,= nd + (n — 1)s=.10:8 4 9:2 = 9 mm; 
hp = hu + [= 98 + 280 = 328 mm. 
7.6. Să se dimensioneze un are elicoidal, cu raza R = 8 cm, montat sub o sarcină iniţială 
Pa = 3 000 daN şi care la o variaţie a sarcinii AP = 2 000 daN trebuie să se scurteze cu Af= 


= 2,1 em. Să se calculeze lungimea arcului în stare liberă,-în stare montată şi în stare strinsă, 
ştiind că în ultimul caz se lasă un spaţiu între spire s = 1 cm. 
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Pentru dimensionare se foloseşte relaţia (7.22), în care sarcina cea mai mare care solicită 
arcul este i 


P, = Pg + AP = 3000 + 2 000 = 5 000 dan. 


Alegind 


4 000 daN/em:, 


- vezultă 


3 3 
16P,R 16-5000-8 
d 3,7 cm. 
Fra 72 * 4 000 


Se poate lua valoarea rotunjită 


d = 40 mm. 


Dacă se face o verificare a etortului unitar maxim, cu formula (7.23), se obţine 


16P,R 1 d 16-+ 5 000-8 4 E Atu 
îmaz da + 3R PT 14 3-3 3714 daNjemt, 


ceea ce este sub rezistența admisibilă aleasă, datorită faptului că s-a mărit diametrul d, rezultat 
«din calcul, de la 3,7 la 4 cm. 
Pentru calculul numărului de spire, se aplică formula (7.25) 


G4-AP'RE:n G-di- Af850000:44:241. 
Af = a ; NS = a = 6,97 27 spire, 


Pentru determinarea înălțimilor, se notează : 

h — înălţimea arcului liber ; 

hp — înălţimea arcului sub sarcina inițială Pg; 

fo — săgeata arcului sub sarcina inițială P; 

ha — înălțimea minimă a arcului, sub sarcina Pg + AP. 
În mod analog problemei precedente, se poate scrie 


hu, = nd + (n—1) s = 740 + 6-10 340 mm 
hp = hy + Af= 340 +21 = 361 mm, 


Pentru a aila pe h, se calculează săgeata iniţială sub sarenina Pg. Săgeţile sint propui= 
ţionale cu sarcinile 


fo _ Af Po 3 000 
; ho Af *2,1 = 3,15 em 
Py AP AP 2 000 


R= Ry + fo = 361 + 31,5 = 3925 mm, 
9 


Două arcuri elicoidale, avind aceeași lungime liberă şi același număr de spire, sînt 
aşe: centric (cel cu raza de înfăşurare mai mică în interiorul celui mai mare) șisintîncărcate 
cu o sarcină totală P = 200 daN. Dacă razele de întășurare sint R, = 3 cm și R, = 5 cm şi dia- 
metrele firelor d, = 7 mm și dp= 10 mm, se cere să se calculeze partea din sarcina totală P cu 
care se încarcă fiecare arc, admiţind că sînt făcute din același material. 
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Fie P, şi P2 cele două fracțiuni din P.: Se poate serie 
= Bei 
P= P,+ Pe 1) 


i > că PR ă Fi a, cina 
În timpul incărcării, cele două arcuri au aceeași săgeată. Aplicind relaţia (7.24) pe rin 
pentru fiecare arc, se obţine o nouă ecuație 


" G4p,NÎn — G4P,REn 


Gat Gas 
3 4 
PR 2) 
Pa Ri d$ 
Se rezolvă sistemul de ecuaţii, (MD) şi 8) 
P P P 
ia Rat E 53 0,71 2111 
1p— 1-+ if 
"Ra Ei 


P, = 0,473 P A 0,173-*200 = 94,7 daN; P, 240,527 P a: 0,527 - 200 «= 105,8daN. 


CAPITOLUL 8 


ELEMENTE DIN TEORIA ELASTICITĂ ŢII 


Problema, generală a, teoriei elasticităţii, este de a găsi starea de efor- 
buri unitare şi deformaţii într-un. corp, atunei cînd se dau : forma, corpului, 
forţele aplicate, condiţiile pe contur şi constantele elastice E, G, v. Pusă 


"în acest; îel, problema, are soluție numai în anumite cazuri particulare, care 


prezintă suficiente simetrii (de ex. bare drepte ete.). 


Introducînd în plus ipoteza, lui Bernoulli, rezistenţa materialelor dă 
soluție aproximativă, însă suficient de exactă unei serii de probleme. 
În acest.capitol se vor examina, o serie de noţiuni de bază ale teoriei 
elasticităţii, în special cele referitoare la, starea de eforturi unitare şi defor- 
maţii în vecinătatea unui" punct. Capitolul se încheie cu studiul răsucirii 
barelor cu secţiune de formă oarecare. N oţiunile descrise vor servi în capi- 


tolele următoare, la, sudiul teoriilor de rezistenţă, al plăcilor plane, al tubu- 
zilor cu pereţi groşi, ete. 


1. COMPONENTELE TENSORULUI EFORTULUI UNITAR 


Se consideră un punct; de coordonate 2, 9, 2 din interiorul unui corp, 


„prin. care trec trei axe rectangulare ae. 


Spre a defini forţa, aplicată asupra acelui punct, de exemplu greutatea 
sa G& =—7agj, este suficient a, se cunoaşte cele trei componente pe axe ale 
acestui vector. gi | 

Dacă se examinează starea de eforturi unitare în acel punct nu este 
suficient a da coordonatele sale z,.y, z, ci trebuie precizată și orientarea - 
suprafeței pe care acestea, se măsoară. : 


Se pot imagina trei plane perpendiculare 2, ya, 2 care trec prin acel 
punct şi alte trei paralele cu ele, formînd un paralelipiped de dimensiuni 
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oricât de mici (care se poate reduce, la, imită, la un. punct). Starea de 
eforturi unitare în jurul punctului dat; este cunoscută, cînd se cunosc efor- 
vuwile unitare pe Hecare din cele trei plane. Însă pe fiecare plan, efortul 


unitar poate avea o direcţie oarecare şi se poate descompune în o componen- 


Fig, 8-1 


tă, 6, paralelă, cu normala şi două componente 7, pamalele cu cele două 
axe din plan. În acest fel, pe cele şase fețe ale paralelipipedului există 9 
componente ale tensorului efortului unita (fig. 8.1, 0) 


Gaz Ta Taz 
1 = Tue Oy Cuz (8.1) 


Tay Ta O Gz 


vespeetiv numai 6 componente distincte, în virtutea dualității eforturilor * 


unitare tangenţiale. ă 

După cum unele componente sînt nule sau nu, se prezintă trei cazuri : 

— starea liniară de eforturi unitare, cind există o singură componentă, 
de ex. o fig. 8-1, a; cazul a fost studiat în cap. L; 

— starea plană de eforturi unitare, fig. 8.1, b, cînd toate componentele 
sînt paralele numai cu două dintre axele de coordonate ; 

— starea spaţială de eforturi unitare, fig. 8.1, e. 


2. SFAREA PLANĂ PE EFORTURI UNITARE 


Asttel de stări de solicitare se realizează într-o placă subţire solicitată 

„prin forțe în planul ei, în secţiunea unui baraj sau zid de sprijin, într-un 

tub cu pereţi groși considerat de lungime infinită ete. Liniile OB, BO, CD, 

- DO âin fig. 8.2 reprezintă suprafeţele pe care se aplică eforturile unitare. 

În mod uzual, se consideră că elementul OBOD are, perpendicular pe plan, 
grosimea, egală cu unitatea. 
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a. VARIAŢIA EFORTURILOR UNITARE CU ÎNCLINAREA SECȚIUNII. 
BPORTURI UNITARE PHRENCIPALE ȘI DIRECȚII PRINCIPALE 


Una, dintre problemele elementare ale stării plane de eforturi unitare 
va fi expusă în cele ce urmează. Se consideră prismacu bază triunghiulară 
00D din fig. 8.3, avind, perpendicular pe planul desenului, grosimea 
egală cu unitatea. 

Se cunosc componentele oz, Gy zu ale tensorului efortului unitar 
pe feţele 00 şi OD (perpendiculare pe planul desenului, avînd ca normale 
pe Ox şi 0y) şisecere să se determine componentele o, 7 ale tensorului de 
pe faţa 0D, înclinată cu unghiul c faţă de OO. 

Cele şase componente ale efortului unitar, notate pe desen, înmulţite 
pi ti respeative (suprafaţa OD are axia A, 00 axe A cos « și OD axe 

sin a 


Fig. 8.2 Fig. 83 


produc şase torţe care trebuie să fie în echilibru. Se seriu ecuaţiile de pro- 
iecţii pe direcţiile o şi 7 


Bd — od cos? 4 — ay sin? 0 —2rpyA. Sin e cos a=0 
TĂ — pd Sin a CO8 a «to Sin o 608 a Fra 0082 4 — zayA sin? 0 = 0 
şi simplificind cu A, rezultă 


o = 0, 00820 +a, sin? c-2rzy sin c cos o 


* = (oz — 6) Sin e GOS 4 + Tay(sin?a — Cos? c). 


'Ținînd seamă că 


1 + cos 20 ; 1 — cos2 4 
Cos?4 ; sina=; ; 2sin e cosc= sin 2e, 
2 | 2 
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expresiile de mai sus devin : 


Sa + Gy Ga — 6, 
9 == i Y 9 Luz PI 
2 i 2 Cos2a + Ta Sin2 a 
(8.2) 
a CaO i 
> sin 24 — Tay COS 2. 


a 


Relaţiile stabilite permit a se calcula, o şi + pentru orice direcţie 
Problema importantă este de a găsi direoţiile pe care efortul unitar & 
este maxim sau minim—numite direcţii prineipale — și valorile respec- 
tive ale lui o, numite eforturi 1niitare primeipale. În acest 800p, se et 
vează o în raport cu variabila 20 și se anulează derivata : 


de _ GG 
d(2a) i zii E Deci Sin 20 za 008 20 = — 2 =0, 


În primul rînd, se observă că deri x 

i : , ă că derivata, calculată este— =, deci pe dir 
țiile primeipale eforturile unitare tamgențiale st “Di ep UOGL De Caia0- 
4 “ enţiale sâni ; A 
rezultă, (on i nule. Din anularea, derivatei, 
2 

tg da = 2 Tay 


Oz — Gy 


Cum funcţia tangentă, are perioada, 7 i i 

C I nge 7, pe un cere între, î 

soluţii, 2a; şi 2a2, diferind între ele cu z, respectiv direcțiile pă o 

Sr 7/2. Prin urmare, există, două, direcţii principale, perpendiculare între 
Din (8.3) rezultă 
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sin 2a ISA a; cos 2 Oz — 9y 
Li Da roi Re 
V(ez — ou)? + 4-3, V(oz = sp +33, 


Înlocuind aceste valori în (8.2), rezultă cele două eforturi unitâre 
( ) 


Gz + Îi a ei et : ș 
Oua > Se ea Vica ap Fa (8.4) 


__ Luînd semnul plus, rezultă efortul unitar maxim, o, iar cu minus, cel 
minim, 02. i i ! 


Se vor căuta şi maximele sau mini i 
__Sevw inimele lui z. În acest se i- 
vează în raport cu 2a E ia Bulai 
dr Oz — 
d(2«) 2 


9, 
1 005 20-+ say Sin 2a==0. 
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(8.3). 


Soluţia este 


tg da = = SE a — E (8.5) 


De aici se vede că direcţiile 2 și 2a' sînt perpendiculare, deei direc- 
iile e și a' fac unghiuri de 45”, Prin urmare, eforturile unitare langenţiale 
sânt mazime la 45 faţă de direcțiile principale. Dacă se inloouiese expresiile 

lui «' în (8.2), se găseşie 
za ai 2 Sare (8.6) 


Tmaz E 
2 


Deci, cele două eforturi unitare tangenţiale maxime sint egale şi de 
sens contrar, ceea ce confirmă dualitatea eforturilor unitare tangenţiale. 


b. REPREZENTAREA GRAFICĂ A VARIAȚIEE EFORTURILOR UNITARE 
PRIN CERCUL LUIMONLR 


Din cele arătate în paragratul precedent, s-a văzut că pe direcţiile 
principale eforturile unitare tangenţiale sînt nulă. Reciproc, dindu-se 
schema; reprezentată de figura 8.4, înseamnă că, direcţiile axelo» sînt direcţii 
principale, iar eforturile unitare cz Și ay sînt eforturi unitare principale. 


Fig. 8.4 


În acest; caz, se pot folosi notajiile uzuale ale eforturilor unitare principale, 
deci se înlocuiește o, prin o; şi o, prin o. ia formulele (8.2) devin 


O, O; 0, —d 94 —0, . 
= Bata 4 61 292 cos 2; = A gin da. (8.7) 
2 2 2 


Se poate elimina unghiul 2 între cele două relaţii 


(<- aa) a (ee). | (8.3) 


2 2 
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Ecuația reprezință, cercul lui Mohr peniru starea plană de eforturi 


umitare. Ei are centrul pe axa Oc, la distanţa OD aa, și raza 


BR = ai. așa, ciun s-a reprezentat în figura 8.5. 

Eforturile unitare pe o secţiune 
înclinată cu unghiul « faţă de Oy 
se află ducînd raza DB, care tace 
unghiul 2 cu axa c, şi măsurind. co- 
ordonatele punctului B 


O0OC= c=a; CB = 3 == 


O secţiune perpendiculară pe 
cea reprezentată de punctul B se 
află ducînd diametrul BDB' cu care 
rezultă punctul B'. Ca şi pentru cer- 
cul din figura 2.26, se poate demon- 
stra că suma eforturilor unitare nor- 
male pe două secţiuni perpendiculare 
este constantă, adică expresia 


Fig. 8.5 


Ga + 0y = Gu Fo 
este un invariant, iar eforturile unitare tangenţiale pe cele două secţiuni 
perpendiculare satisfac principiul dualității. 

Se poate rezolva şi problema, inversă, cu ajutorul cercului lui Mohr : 
cunoscînd eforturile unitare o, c,, Tay pe două direcţii perpendiculare, 
ca în figura 8.5, să se afle eforturile unitare principale şi direcţiile princi- 
pale. Se construieşte cercul lui Mohr, aşezind pe desen punctele B(o-, 
“ay Şi B'(0u,— Ta) Şi ducînd dreapta BB' care reprezintă diametrul 
cercului. Construind cercul, se pot măsura etorțurile unitare o, cz, precum 
şi unghiul 20. Se ştie că « este unghiul unei direcţii principale cu axa Oy. 


€. CAZURI PARTICULARE ALE STĂRII PLANE DE EFORTURI UNITARE 


Făcînd anumite particularizări la schema din figura 8.3, respectiv 
la formulele deduse pe baza ei, se pot găsi cazurile particulare de stări 
plane de eforturi unitare, analizate anterior. . 

a. Starea liniară de eforturi unitare (întindere sau compresiune 
simplă). Dacă în formula (8.4) se face o, = 0, 7ay = 0 se găsește cazul 
studiat antevior, al stării liniare de eforturi unitare 


G, 6, 
O1,2 E Fa, O = 02; 0=0, 
iar din (8.6) 
1 E 
ma ZE Ze (61 — Ga) = Gaze 
z 3 (0. 2) 5 


ă saminat î itolul 7. La schema 
„ Forfecarea pură. Cazul a fost examinat în caipito 
din a 1.4, a A dau cz = Gy = 0, iar înlocuind în formulele (8-3) 
și (8.4) rezultă 


. . i Toy 3 O: Taye 
te 21 =; 4 > da 3 Giga Cay 92 că 


[să 
[să 


Se găseşte rezultatul indicat pe figura 7.4, a. Pentru schema: din sigura 
7.4, b, direcţiile axelor sint direcţii principale, deci d. = da e 00 di 
Folosind relaţiile (8.7), se vede că pentru « = E) (ceia G mai și ce 

“7. Întindere sau compresiune pe două direcţii. n cazuri grep sii 
tate de figura 8.4 sau 7.4, b diveețiile aiselor sint direcţii prinolpa i ; ES Ș 
secțiune înclinată, oarecare, eforturile unitare se află cu relaţiile (5. 

Ă îi Mohr. Ș i 

ja Fie pala e Sea principale în bara tolicitată la încovoiere. în 
baza, solicitată la încovoiere, nu există efontul unitar a, ceea ce face ca re- 
lajiile (8.3), 8.4) să devină 


pu, 1 = 
tg 2a 25 ; di Sa RS Vs Fr day. (8.9) 


i i î i uni î : 1 secţiunii, 
Aici, Ge Şi %a, Sînt eforturi unitare într-un punct oarecare al sect 
situat la distanţa, y de la axa neutră, date de formulele (5.9) şi (5.23). 


Dacă se parcurge secțiunea, de-a 
lungul axei Oy, întrucit oz Şi say Variază 
cu 4, rezultă că direcţiile principale 1 
şi î se rotese continuu, iar eforturile 
unitare principale o, Ga variază mereu. 
Fie secţiunea AB a unei bare (fig. 8.6) 
în care există moment încovoietor po- 
zitiv şi forță tăietoare pozitivă În 
punctul cel mai de jos al secţiunii, B, 
există numai efortul unitar de întin- 
dere, 6, = op .iar ca=0. Ca, urmare, 
direcția principală 7 este axa 4, iai 2 
este axa. În punctul superior A există 
numai efortul unitar principal, de com- 
presiune, 62 = 6 <0, iar o. = 0; „deci 
aici axa principală 1 este dirijată pe 
Oy, iar 2 pe Oz. În planul neutru unde 
6, = 0 Şi ayt0, există solicitare de 
tortecave pură, iar formulele(8.9) dau 

E, aa = Şi oua = a Pe figura 8.6 s-au mai indicat 
4 : EA ă 
direcţiile principale şi pentru y = + bă. Se observă că, mergind de-a 
lungul axei Oy, dela A pină la B, direcţiile principale se roteso dou lnua — 
în total, de la A pînă la B, cu /4 — în sens trigonometrie. Rotirea se iace 


«= 
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în sens contrar atunci cină forţa tăietoare este negativă, iar momentul 
încovoietor pozitiv. Cu ajutorul celor arătate, se pot construi liniile 1z0s- 
tatice sau înfășurătoarele eforturilor unitare principale (fig. 8.7). Se ia un 
pinct A, în care se trasează direcţia efortului unitar principal o. Pe 
această, linie, se ia un punct infinit vecin. B, în care se figurează noua 


Fig. 8.7 


direcţie a lui c.. Continuînd operaţia, de la o margine la alta a înălțimii 
barei, se obţine linia, izostatică a lui o., ca în figura 8.7, a, tangentă la 
axa Oz la un capăt și la Oy la, celălalt. În mod analog se trasează linia 
izostatică a lui oz, ortogonală cu prima. Prin orice puneti al barei tree 
două izostatice, ortogonale. Pe întreaga, bară, se pot trasa o infinitate 
„de izostatice, formînd o reţea de curbe ortogonale. Liniile izostatice au 
importanţă în cunoașterea direcțiilor pe care materialul este întins, res- 
pectiv comprimai. La, grinzile din beton armat; se caută ca arimăturile 
din oţel să urmeze aproximativ traseul izostaticelor de întindere. 


PROBLEME 


9.1. Dintr-o bară solicitată la intindere se separă un element ca in Ligura 8.8, pe ale cărui 
feţe lucrează elorturile unitare az = 625 daN/em:, Gy = 400 daN/em? şi say necunoscut. Aria 
secțiunii normale pe axa barei este A = 3,14 cm?. Se cere să se determine : 

a) valoarea efortului unitar =ag; 

b) mărimea forţei de intindere A; 

c) valoarea efortului unitar maxim Tmaz ; 

d) unghiul dintre direcția efortului unitar dat o. şi axa barei. 

Problema se poate pune ca la starea plană de etorturi unitare, la care se dau axele +y 
Şi eforturile unitare oz, gy say și se caută direcţiile principale, În cazul de faţă, direcţia forţei N 
este o direcţie principală, pe care se produce efortul unitar principal o, = N/4,: 

Perpendicular pe direcţia forței N, se ştie că efortul unitar este nul, deci Ga = 0. Se folosesc 
aceste rezultate în formula (8.4) inlocuind valorile cunoscute az, Gy şi expresiile lui o, și ca 


N N 625-+400, 1 i _ 
a 314. 2 + 3 (6352002 + 4, (1) 
625 + 400 1 pp 
a = 0 Sp VE 2 20077 e) 
24 


Din ecuaţia (2) rezultă valoarea efortului unitar zzy 


2 (a) 
4 Zay = 300 daNfem*. 
Din ecuaţia (1) se află valoarea forței N 
N = UL [1 025 +-V/3252 4 4-5002] = 3 218 daN, [5] 
î 2 
LA 


A_ _ p 
e - ; 
l:. 
Tig. 8.8 
Etortul unitar tangențial maxim este dat de relaţia (8.6) 
man == ke Laza) = 2 519,5 daNjem?, (e) 
da 2 
în care 
s, A = 3 218 = 1025 daNfem?; op = 0. 
AA 844 


A găsi unghiul dintre direcția axei barei, deci a lui c,, şi direcţia az înseanmă a găsi direcţia 


principală 1, respectiv unghiul între planul BC şi axa Oy 
„22y 2-500 


RD > At 


az — oy 625 — 400 


ig2a = 


23 = 77919; a = 383%. (d) 


3.2. Să se determine eforturile unitare principale şi direcţiile principale la. o stare plană 
de etorturi unitare la care ay= oy = Tzy = 100 daN/em?, 
Aplicind relaţiile (8.3) și (8.4) rezultă 


100-+-100 1 pai — PPR 
Gas E (100-100; FA 1002 = 100 4 | 
6,= 200daNfem2; az = 0 
tgda = 22 100 ;2a = 90%; a, = 45și 2a = 270%; ap = 195%, 
i) 100—100 


î i i inici = Njem? şi o, = 300 daN/cm?, se 
.3. Dindu-se eforturile unitare prinicipale o, = 800 da Şi 92 , 
cere n se determine cu ajutorul cercului Ini Mohr componentele o și + ale etortului unitar 
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p = 3500 daN/em?, apoi să se calculeze direcția planului pe care se aplică i i încli 
d ne, z a ă efori ar - 
narea Ii p faţă de planul pe care este aplicat. . Pee orar avLagi aiuinelă 


3 ___ Se construieşte în figura $.9 cercul 
lui Mohr, pe care se în în p=0B= 
= 500 daN/em?, și rezultă 


6= DA 445 daNfem: (1) 
a = AB = 227 daN/em, (2) 


Formulele (8.7) dau unghiul « al 
planului pe care se aplică p, cu direcţia 
etortului unitar principal ,. 


Se inlocuiesc valorile numerice 


800 +3 — 
445 = 800 + 800 000;2500 20 
2 
Scara efărturilor unilare 800 — 300 
100 D100 200 00 400 300 Mota? 207 = —— sin 2a 
La ru fur = 
Fig. 8.9. cos? = —0,42 ; sin 2u = 0,908 


e tg 20 = —2,162;20 = 111049. 


Cele două direcții principale sint 


= 570257; ap e 1472, 


R 


Unghiul 20 se putea măsura și direct pe desen. Unghiul efortului unitar rezultant, p cu 
normala la planul secţiunii este dat de 


te B= - Ea 0,510 27202 
=Z——= 3 = 3% pr, 
o 445 510; $ 


5.4, Dacă o prismă elementară ca în figura 8.3 este solicitată cu eforturile unitare az = 
:= 1000 daN/em:, Guy == 400 daNjen?, ay = 500 daN jem?, să se calculeze o și = pe un plan 
care face -t5* cu axele de coordonate, apoi să se afle direcţiile principale și eforturile unitare 
principale. Sai 
Pentru planul la 450, se aplică relaţiile (8.2) 
1000 + 400 1000 — 400 
[ci EI + șI cos 90* + 500 sin 902 


1 200 daN/em? 


1 
ci = (1 000— 400) sin 90*— 400 cos 90* 


300 daN/em?. 


Direcţiile principale sint date de formula (8.3) 
2500 

- 

1 000 — -100 


tg 24 1,666 ; 2 = 592%; a, = 29%31%; ara == 299317 -4- 909 == 110817, 


Eforturile unitare principale se află cu formula (8.4) 


1 000 +400 
2 


Ca 


Se N Il E MU EN 
= Vi 000 -2 4002 7 4- 500 = 700 + 583 


6 = 1283 daN/em?; e = 117 daN/em?, 


Se poate construi cercul lui Aohr, ca în figura 8.10, Se ia 0C= oz; 00 = 9; CB = 
= C"B' = Tau, perpendicular pe axa o: se unește B cu B' şi se găsește centrul D al cercului luj 
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Mohr, cu diametrul BB”; se trasează cercul, care taie axa o în A și A,04= Gi DA' = ca 
Se constată că 2a = 5927, 


ej 
9 
e 
2 5 O 
% 
Tig. 8.11 


Sau, invers, după ce s-a făcut calculul analitic de mai sus, se poate lua OA = ași OA” = ca 
Ca verificare, luînd unghiul 2 = 59*2” de la axa orizontală in sus, se găsesc punctele B şi î”. 
care trebuie să corespundă condiţiilor iniţiale ale problemei. În adevăr, se poate măsura pe desen 


OC = og == 1000 daN/em?*; OC" := oy = 400 daNjem?; CB = —C'B' = szye= 500 aaN/em?, 


Fig. 8.12 


Fig. 8.13 


9.5. Elementul din figura 8.11 este supus pe două feţe opuse unui efort unitar de întin- 
dere og = 1000 daNfcm?, iar pe celelalte două fețe unui efort unitar de compresiune 
By= — 600 daN/em?, Se cere să se afle pe cale grafică efortul unitar pe o secțiune înclinată cu 30* 


faţă de cea normală la axa 2. 

Neavind efort unitar tangenţial, direcţiile axelor 2 și y sint.chiar direcţiile principale. Se 
desenează cercul lui Mohr din figura 8.12, luind OA = 1 000 daN/em? și OA” = —600 daN/em?, 
Ducind raza DB, care face 60% cu axa g, se găsesc eforturile unitare pe planul dat 


6 = 00 = 600 daNfem?; == BC = 693 daN/em?. 


0.6. Să se deseneze cercul lui Mohr pentru elementul din figura 8.11, dacă eforturile unitare 
Gz şi Gy sint egale în valoare absoiută, şi să se arate ce etorturi unitare se produc pe secţiunea 
înclinată la 45* faţă de axe. 

În acest caz, centrul cercului, desenat în figura 8.13, coincide cu originea axelor de coordo- 
mate o, =. Secţiunea la 45, căreia îi corespunde punctul B de pe cerc, arc eforturile unitare 


s= 0; = DB= oz. 
Pe această secţiune se produce o solicitare de foriecare pură. 
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3. STAREA PLANĂ DE DEFORMAȚIL 


Se consideră elementul de volum paralelipipedice din figura 8.14, de 
laturi dz, dy, dz, care se deformează numai în planul Oy. Petormaţiile 
au loe în cadrul ipotezelor teoriei elasticităţii, fiind elastice și mici. În 
urma deformaţiei, punctul O suferă, în cazul stării plane, o deplasare 
de componente 4, 2, cum se arată în figura 8.15. Deplasarea 1 este Goinpo- 


Fig. 8.44 2 Fig. 8.15 


nenta, deplasării pe axa Oz, iar » este componenta pe Oy. Punctul ral 
ag, 
| | | de 
Cunoscînd, deplasările punctelor O şi A, diferența lor va „reprezenta, 
lungirea elementului Ie 
%u %u 


Ad. TA da —u= dz. 
tic zu da „da 


pe axa 0z,:la distanța da, va avea o deplasare pe axa Oz, u + 


împărțind această lungire cu lungimea, iniţială dz, se obţine lungirea 
specifică în. direcția « sI ui 


"În mod analog, se determină lungirea specifică, pe direcția, Oy astiel 
că rezultă pentru starea plană de deformaţii 


200040. dupe e 00 (8.10) 


Să examinăm și deformaţiile unghiulare, în funcţie de aceleaşi depla- 
sări u, o. În afară de deplasarea în lungul axei z, punctul A. are şi o depla- 
sare în lungul axei y, care se notează 


dv . 
+ — dz, 
da 
ia B are o deplasare în lungul axei z, notată cu 
| Onu 
a -k — dy. 
dy 


i În acest fel, dreptunghiul elementar 0ABO se deformează în parale- 
logramul Q'A'B'0'. (fig. (8.15). 

Din cauza, deplasărilor inegale ale punctelor O şi A în O” și A”, latura 
OA se înclină cu unghiul de, care, contorm figurii 8.L5, are expresia 


Pt NR . 
da 9 
te da do E Pra == 23 - 


* 


De asemenea, laura .OB se roteşte cu unghiul dea : 


u i dy 2 LT) 
te doo dop = e a 


Suma celor două unghiuri reprezintă hwmecaiea specifică în planul 
20y, notată cu ay N ; 


du (210) i 
az e ape O 8.11 
Lai FRA ( ) 


Relaţiile (8.10) şi (8.11) dau legătura între deformaţiile specifice şi 
deplasări. 


4. EFORYURI UNITARE ÎN JURUL UNUI PUNCT 
a. EBORTUL UNITAR PE 0 SUPRAFAȚĂ ÎNCLINATĂ 


Pentru a cunoaşte starea de eforturi unitare într-un punct din inte- 
ziorul materialului, se reprezintă un paralelipiped elementar, ca în fig. 
$.1, c, avînd centrul sau unul din colțuri în punctul considerat. Pe fiecare 
faţă a acestui paralelipiped acţionează un efort de direcţie oarecare, ce 
poate fi descompus, după triedrul considerat, în o componentă normală, 
şi două componente tangenţiale. 
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Spre a, cerceta. variația efortului unitar, atunci cînd un plan trecind. 
prin punctul considerat ia orice înclinare, se consideră un tetraedru Oabe 
(fig. 3.16), avind trei feţe în planele axelor de eoordonate, solicitate prin 
etorturile unitare cunoscute cz Op 02 Ta > Tom Twa > Sam Taz 2 Tzu 
şi se caută efortul unitar pe planul înclinat abc, a cărui normală -are 
cosinusurile directoare ÎL, m, n. 

Pe 'acest plan acţionează etortul unitar p, de direcție oarecare, ce 
poate fi descompus în trei componente paralele cu. axele, pa PP: Dacă 
se notează cu A. suprafaţa triunghiului be, atunci cele trei triunghiuri 
din planele axelor de coordonate an suprafețele 

Obe — Al; Qac —> Am;  0ab —> An. 
Scriind... ecuaţiile de 
proiecţii ale forțelor pe di- 
2 vecţiile celor trei axe și 
simplificind cu A, rezultă 


Da = boz FmTzt 

Po = log toy 
Da = (za IN Tag tt Oa 

(8.12) 

Cunoscând aceste com- 


ponente, se poate afla efor- 
tul unitar 


p = Vp (8.13) 
"pensorul d poate fi descompus, de asemenea, în o componență normală, 


o, pe direcţia normalei X, și una tangenţială =, conținută în planul secţi- 
unii. Componenta o se ailă proiectînd pe pa P P2 pe direcţia normalei 


Fig. 8.16 


6 = lpg + MDuy Ft Da 
respectiv, înlocuind expresiile (8.12) 


o = op ++ in2oy + n26, + 2 lihtgy Tr 2 Mie kt 2 bage (3.14) 
Cunoscînd pe o, se află ușor valoarea lui = 
==Vp= o. (3.15) 


vb. EFORTURI UNLTARE PRINCIPALE 


Pe direcţia normalei N din figura $.16 se consideră un vector al cărui 
modul este invers proporțional cu rădăcina pătrată a lui o 


gi ate a 
Viei 
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respectiv 
o = + hp. 


(8.16) 


E'stremitatea acestui vector, care are aceleași cosinusuri directoare 
ca normala N, are coordonatele 


z=b, y=m, 2=mw, 


de unde rezultă 


(8.17) 


Pentra a găsi locul geometric al extremității vectorului 2, cind supra” 
faţa abe ia orice înclinare, se elimină, Î, n, 2, între relaţiile de mai sus, 
substituind expresiile (8.16) şi (8.17) în (8.14) ; 


h2 a 92 Lai zy 


w2 să o 


sau, după simplificări, 


| 2 — 


Ga? A op? + ct? + 2 + Dry + dat 


A 2. (8.18) 

Beuaţia, reprezintă o suprafață de gradul II, pe care se deplasează - 
extremitatea; vectorului o. Cuadrica este complet determinată de starea 
de eforturi unitare din punctul O; dacă se schimbă axele de coordonate, 
componentele oz, 5 9 Tawy Tue Ta Cate sînt coeficienţi în ecuaţia (8.18) 
se moditică, însă euadrica rămine invariabilă în spaţiu. 

Făcînd o schimbare convenabilă de axe, şi anume raportind euadrica, 
la, propriile sale axe, pot dispare termenii în care apar duble produse, 
respectiv cei care conţin eforturile unitare =. Rezultă că este totdeauna, 
posibil să se găsească, într-un punet interior O al unui corp elastic, trei 
plane perpendiculare între ele, pe care eforturile unitare = să dispară, 
deci pe caxe să acţioneze doar eforturi unitare normale. Acestea vor îi 
eforturi unitare principale cu, Ga, Ga iar direcțiile lor, coincizind cu direc- 
ţiile axelor, vor fi direcții principale. 

Se constată astfel eă tensorul eforturilor unitare dintr-un punct; 
este complet; definit dacă se cunosc cele trei direcţii principale și mărimile 
celor trei eforturi unitare principale o, 02, 93. 

Pentru determinarea acestora se presupune că planul abe este un 
plan principal, respectiv normala N este o direcţie principală. În acest 
caz, efortul unitar p este dirijat chiar pe nornala N şi se notează cu o; 
iax componenta + este nulă. Ca urmare, cele trei componente ale lui e 
pe axe sint 


SĂ, 


Da = l6; Du mo; De tho. 
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înlocuind aceste expresii în (8.12), se obţine 
l(6z — 6) + mim F haz = 0 
sua F My —:6) + na = 0 ţi * (8.149) 
Iza F My + n(oz — 0) = 0 


Între ccle trei cosinusuri directoare există relaţia 
Pi m+m=l, (8.20) 
Pentru ca sistemul de ecuaţii omogene (8.19) să aibă, pentru direcția 


principală (4, m, n), soluţii diferite de zero, trebuie ca determinantul său 
să fio nul 


L0p— 6: ay LE: 
vz Gy—G . Ta =0 
Taz Szy G—6 


Dezvoltind determinantul, se obţine ecuaţia de gradul al treilea 
s% — 1,402 + Ipo — Iș =0, (8.21) 
unde s-au notat învarianţii 
I, = Ga F oy + ce 
Ia = Gy03 + 6303 kt Gay — Tia — Tia — Tây 
| Oz Tau Taz 3 NI i (8.22) 
Is = ya Oy "Tya i 
Tia Tzy Ga 
Rezolvarea, ecuaţiei (8.21) dă trei soluţii reale, care sint cele trei 


eforturi unitare principale, o, >62 >63. Rezolvarea sistemului de ecuajii 
(8.19), (8.20) permite determinarea celor trei direcţii principale. 


Tratarea completă a acestei probleme se găseşte în manualele de teo- 


ria elasticităţii. ; 

Conform celor spuse, pe cele trei plane pe care acţionează etorturile 
unitare principale, nu există eforturi unitare tangenţiale. Se demonstrează 
că eforturile unitare tangenţiale sînt mawime în plane la 45" faţă de triedrul 
format; de cele trei direcţii principale ; valorile acestora, sînt; 


= Ga — G, Oa — G, 64 — GG; 
Ii 253 ee: 2; Ta Esi = L ; i bagi ze 2. (8.23) 
Luiînd. ca axe direcţiile principâle, velaţiile (8.12) devin : 
Da = lo Du = ma Pa = 103 (8.24) 


vospectiv (8.14) se transformă în 


o = 26, + mo + n203. 
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Bxpresia (8.1) a tensorului efortului unitar se serie acum 


a 0 0 
. Za =10 Ga 0 
0 0 os 


În cazul particular G = 03 = Ga, tensorul efortului unitar se numeşte 
tenson sferic : el are ca, efect; numai variaţia volumului, fără variaţie a 
formei. 

Cind o, + oa -+ d; = 0, tensorul poartă numele de deviator, efectul 
său fiind o variaţie a formei, fără variaţie de volum. 

În cazul general, tensorul etorturilor unitare produce atât variaţia, 
volumului, cât și variaţia formei elementului asupra căruia se aplică, 


€. CERCUL LUI MOHR 


La starea spaţială de eforturi unitare, se pot construi aceleaşi cercuri 
ca, la starea plană, dacă se consideră plane paralele cu una sau alta dintre 
direcţiile principale, fig. 8.17. Pe un plan paralel cu direcţia principală 
cy fig. 8.17, a, eforturile unitare sînt date de un cerc de diametru O, — 03; 
Analog dacă planul înclinat este paralel cu direcţia o, (fig. 8.17, b) sau cu 


G2 (fig. 8.17, c). Pentru o suprafaţă înclinată oricum faţă de direcţiile. 


principale — de felul suprafeței abc din fig. 8.16 — se face o construcție 
cu trei cercuri ca în fig. 8.17, d. Etorturile unitare pe această suprafaţă 
sînt date de coordonatele unui punct P din zona haşurată,. 


d. EFORTURI UNITARE OCTAEDRICE : 


Cu ajutorul unui cub, se pot; construi 8 plane oetaedrice, ducînd diago- 
nalele pătratelor, cum se arată în fig. 8.18. Pe un astfel de plan au loc 
eforturile” unitare octaedrice 


„Ga kt Ga + 93 
3 


Soct = 


1 Ș R 
Ta = L( a1— a2)-t-( 02 — 83)” - 


2 


1 (63— 6.2]? 3 (zi a 


3) 


- vote 


(8.25) 
€. ELIPSOIDUL EFORTURILOR UNITARE 


Se determină locul geometrie al extremității vectorului p, atunci 
cînd înclinarea planului abe variază. Pentru aceasta, se elimină parametrii 
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1, m, n, între expresiile (8.24) ale coordonatelor extremității lui p şi relaţia, 
(8.20). Rezultă ecuaţia 


Pe Pa, (8.26) 


Aceasta reprezintă un elipsoid, numit elipsoidul eforturilor unitare 
san elipsoidaul lui Land. Semiaxele acestui elipsoid reprezintă eforturile 
unitare principale din punctul O (fig. 8.10). La o stare plană de eforturi 
unitare, făcînd o = 0 în ecuaţia (8.26), se obţine elipsa eforturilor unitare. 
La o stare liniară, făcînd şi ca = 0, elipsa se transformă într-o dreaptă. 


5. STAREA DE DEFORMAȚII ÎN JURUL UNU: PUNCT 


După studiul stămii de eforturi unitare, se va examina starea de 
deformaţii în jurul unui punct. În cazul cel mai general, ea este reprezen- 
tată prin” tensorul deformajiilor 


a A d, 
Sa 3 Ya PI Ve 
1 1 Fă, 
1, = Tea z In (8.27) 
1 : LL 3 
3 Vaz 3 Ya z 


cave are șase componente distinote: ex, îw E Ya Ya Yu = Ym 
Yza = Yaz. Făcind un studiu analog cu al stării de eforturi, se găseşte că în 
orice punct al unui corp se pot determina, trei direcții principale de defor- 
majii, pe care au loc valorile «,, ex; eg, ale lungirilor specifice, respectiv 
pe care lunecările specifice sînt; nule. Luînd aceste direcții ca axe, tensorul 
deformajţiilor devine . 


a 0 0 
7, = 40 2, 0 (8.28) 
0 0. e 


Se vor scrie acum relaţiile care exprimă deformaţiile specifice e, + 
în funeţie de componelele deplasării, u, o, w. * 

Prin generalizarea relaţiilor (8.10) şi (8.11), între componentele ten- 
sorului deformajiilor și cele trei componente ale deplasării există relaţiile 


deea du d [0 
z PIN > “y 2y 9 “2 Oa 
(8.29) 
Ov , du (07) d du „ dw 
ay 3 T 99 CI dă P e ENI 3 Yzz ERE i dz 
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6. LEGEA LUL HOOKE GENERAL:ZATĂ 


Întocmai ca la întinderea, simplă, în urma studiului stării de eforturi 
unitare și de deformajii, se examinează, în cazul cel mai general, relația 
dintre eforturi unitare şi deformajţii. i 

Se consideră un element; de volum paraielipipedic (fig. 8.19), pe ale 
cărui fețe acționează eforturile unitare principale o, 02, Sa: 

n cazul stării liniare de 
eforturi unitare, s-a văzut că 
există legea, lui Hooke 


o = Be, 


iar deformația transversală are 
expresia 


Se aplică elementului de 
volum trei stări succesive de 
solicitare : 

1) Există numai o, iar 
62 = 03 =0. 

În acest caz, o, produce pe 
cele trei direcţii ale axelor ur- 
mătoarele deformaţii: o lungire specifică e; pe direcţia o, şi două 
scurtări (contracții) e; şi es, pe celelalte direcţii : 


Fig. 8.19 


O, Vg YG, 

ii ep = — i = iale pa 

2) Există numai op iar o, = oş.= 0. În mod analog 
Yo, i SN va, 

e = 2; 4 =. 2; = 2, 
Pi E -) 


3) Există numai og, iar cs = 02 = 0. Detformaţiile sînt 
77) YO3, er V93, ea 3 


bai p? E2 pi! ză a! 


Dacă acționează simultan cele trei eforturi unitare principale, defor- 
maţia totală se obține prin adunarea efectelor de mai sus 


, pare 
& E [o a mio i 


[a v(o2 + 93)] 


[oz — v(os+a)] (8.30) 


£3 [4 sg LA 


[33 — v( ou 4-02)] 


Relaţiile de mai sus se pot serie în mod analog, folosind notaţiile 
axelor de coordonate z, g, 2 


[o — vaz + 69]! - (8.31) 


> E: [6 — v(oz în ti 


În plus dacă axele , y, 2 nu sînt direcţii principale, deci există şi 
eforturi unitare tangenţiale, lunecările specifice sînt 


7, Ta Ta 
“az îi. Yo 7 Li ci ani A i (8.32) 


Relaţiile (8.31) împreună cu (8.32 sau (8.30) singure, exprimă legea 
Wii Hooke generalizată. , 

Se va examina deformația. volumică a, elementului din figura 8.19. 
Volumul său inițial este AV = da-dy da. În urma detormaţiei, volumul 
devine 


AV + AdV = dal + es) dp + cp) zl + e). 


Neglijind infiniţii mici de ordin superior £z2y, EyEz 22 EzEytz 
expresia volumului devine 


AP + AdV = do dy Aa + ez + ep + 22), 
respectiv, scăzind volumul iniţial d, se obţine 
AA = da Ay dac + cp + eo), 


împărțind prin volumul iniţial, se obţine deformația vohimică specifică 


AdV 
dV 


e= e, = = Sp FF Ep 2 (8.33) 
înlocuind pe cz, e ze prin expresiile (8.31), rezultă 


e pg EI a Gy + 8). 


i E 


227 


Notind efortul unitar mediu 


dle 
p a Se E Sp kt 92, (8.34) 
3 
velajia de mai sus devine 
1 — 2y u 
ex 3—— p. 8.35 
OP. (8.35) 


Ba poartă numele de ecuația hi, Poisson. Se obișnuiește să se defi- 


nească modulul de elasticitate cubică 


E 


TE i A (8.36) 
3(1 — 2) 
cu care ecnaţia lui Poisson ia, forma, 
e = E, (8.37) 


similară legii lui IZoole e = o/B. - e 
n cazul particular al stării plane de eforturi unitare, făcînd 6, = 
= Ta = Taz = 0, relaţiile (8.31) şi (8.32) iau forma, 


o zale 
" B 


(02 — vor); «= 


2 = — lo +9); tu ai | (3.38) 


Se observă că stării plane de eforturi unitare îi corespunde o stare 
spațială de deformaţii, întrucît z, 4 0 
Rezolvînd primele două relaţii (8.38) în raport cu o şi o, rezultă 
£ | i p:] 
9 = (ez ve); cu = (zf vez). (8.39) 


Taia 1—v2 


7, RELAȚIA DINTRE CONSTANTELE ELASTICE EG,” 


: Elementul de volum MNPR din fig. $.20 este supus, pe cele patru 
feţe normale pe planul desenului, eforturilor unitare principale 02, oy, 
egale și de sens contrar. Din capitolul 7, se ştie că pe feţele elementului 
A BOD, înclinate cu 45" faţă, de ale primului, se produc eforturi unitare 
de tortecare pură i 


= 0 — cp 
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Laturile elementului ABOD lunecă în poziţia A'B'0'D', iar unghiul 
OCA, iniţial de 45, va, scădea, devenind 


eX 
PR a a 
004! = 


(Prin definiţie, lunecarea spe- 
cifică > este scăderea, unghiu- 
lui f2, deci unghiul z/4 
scade eu y/2). dpi 

Se poate serie o primă 
expresie a tangentei unghiu- 
lui O0'A' prin dezvoltarea, 
formulei trigonometrice, ţi- 
nînd seama că tgy/2 = y/2 


Fig. 8.20 


Pe de altă parte „se poate exprima acelaşi unghi, din vamportul lungimi- 
tai e pe | 
si op i ; 
Lungimile Oa! și 00” pot fi serise' ţinînd seama, de lungirile specifice 
L=ă d, | j 3 
00 =00(1 + e); OA =04U + e). 


Conform legii lui Jooke generalizate, 


1 Oa: i 
ED 2 (o. Y6,) = E: [ag — w(— 02)]. -B a kr») ) 
1 1 | ES SL; 4 Sie îi 
2, E (6, — v62) FĂ Op — 92) Z (d ») 


în = şi se seric "A", ţin că 00 =04 
Se înlocuiește o, prin = și se serie tg OC'A”, ţinînd seama că 


7 o4|i (a »] i ar ia 


00 coji + +] A este) 


tg 00'4' 
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Indentificind relaţiile (1) şi (2), rezultă 


Pe E Sue pei 
apt 


“Ținind seama, de legea lui Hooke = — Gy, relaţia, de mai sus devihe 


| - , Sfera Gal +) 


| E = 
gat. (8.40) 
EEE) | 


Relaţia, (8.40) este una dintre formulele de bază din elasticitate. 

În cazul oţelului, care are. E = 2,1106 daN/em? şi v = 0,8, se poate cal- 
cula modulul de elasticitate transversal i 

| pa 

! 108 

= 21:10. 807 100 daN jezo2, 
201 + 0,3) 

În practică se ia valoarea rotundă G — 8,1 -105 daN /em2. 


8. VARIAŢIA DEFORMAȚIILOR SPECIFICE LA STAREA 
PLANĂ DE EFORTURI UNITARE, ROZETA 'FENSOMETRICĂ 


Se reia problema, din fig. 8.2 şi 8.3. În fig. 8.21, în interiorul paraleli- 
pipedului 0B0D s-a reprezentat altul, cu 4 feţe înclinate cu unghiul a 


faţă, de ale celui dintii. Pe feţele acestui 
paralelipiped, eforturile unitare o, o, sînt; 
date de relaţia stabilită anterior 
Ga = 0 Cos? 4 + a,sin? a + 
+ 2 Tafin a cos « 


respectiv una analogă 


Gy = 07 Sin? 0 0, Cos? « 


— 2 Ta Sina cos e. 


Conform legii lui Hooke generalizate, 
Ti lungirile specifice pe direcţiile înclinate 
cig. 8.21 pi pa i 

2, y sint 


Ep = (ee — v6p); Zy = (ar — vop). 
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înlocuind pe ap Şi Gyr, rezultă 


m = Lopes? a — vin? a)-t o, (sin? a—v cos?a)-H(1.-F v) say sin 2] 
2 


= ZE Loz(sin? e — v cos? 4)-l-a,(c0s? e—v sin? 9)—(1 + v)rzy Sin 20] 
B 
(8.41) 


Pe de altă parte, pentru axele inițiale z, g, pe baza velajiilor (8.38), 
(8.39) şi (8.40) 


E 0 . E FETE 
Ga TI (ez 4+- va); 8 i RI (e, +vez); 
Erau 
7 G 
zy Va 20 + v) 


şi înlocuind în (8.41) 


2 e sin2 Ls : o 
Ep = sp COS? a -F- sy sin? e + Yay SIN a COS (8.42) 


Ey = sp Sin? a -- sy COS20 — "ay Sin a cos a 


Detormaţiile specifice principale se obţin derivînd uda din aceste 
ecuaţii în raport cu 2e și anulind derivata, ceea ce dă 


tg da a — lt —. (8.43) 


Ex — Ey 
Înlocuind pe sin? a, cos*a, sin a cos « din (8.43) în (8.42), se găsesc 
lungirile specifice principale g 
Ex A £y 


i AB ae «| 
ci. Pai du AI d (8-44) 


Pentru materiale isotrope, direcţiile principale de deformaţii coin- 
cid cu direcţiile principale de eforturi unitare. Ă Ș 
Dacă ăi ia dragi sistem de axe de coordonate cel format de direcţiile 
principale 7, 2 — pe care lunecările specifice sînt nule — lungirile specifice 
și lunecările specifice pe o direcţie oarecare a devin 
2, = a Fa aa 2 cos2 a 
2 
(8.45) 


Ta = (ea — se) sin 2a. 
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„Fie (fig. 8.22, a), direcţia prineipală 7, făcînd unghiul a, cu axa Oe 
şi trei direcţii oarecare, a, d, o, făcînd unghiuri ea, Po Gu direcţia 1, 


"În baza primei relaţii (8.45), lungirile specifice pe cele trei direcţii sînt, 


e, + E e, — e 
i imi Ma a ze Sa 2 cos 2 e, 
PRESA. ir i ial PRR A (8.46) 
2 2 
se 2 —s 
cate a 2 ir: 2 cos 2 o, 


____Să presupunem că direcţiile a, b, c tac între ele unghiuri de 45%, ca 
în îig. 8.22, b: prima direcţie, orizontală, este notată cu 0, a doua — cu 
45 şi a treia — cu 90. Relaţiile (8.46) devin 


= 2 cos (aa + 45%) | (8.47) 


£pp = E Sa Es ae sai Cos (a + 90%) 


Cele trei ecuaţii (8.47) pot îi rezolvate uşor 
dacă, se iau drept necunoscute z,, 2e, a, şi rezultă 
cet tai ce 8 aa a 

ca = E) 2 + E V(eo— e4s)2-F (cas eo0)2 


Ă co — 2 eg te 
0 45 90, 
p tg 20 = 
E €90 


Fig, 8.22: | (8.45) 


Pe aceste relaţii se bazează rozeta, tensometrică pentru calculul lungi- 
rilor specifice principale şi direcțiilor principale la starea plană.de detor- 
majţii, prin metoda tensometrică (ce va, ti. expusă în cap. 19): se măsoară 
203 Sas Coo ȘI, aplicind relaţiile (8.48) se determină e, sa, o. Apoi, cu aju- 
torul relaţiilor (8.39) se află eforturile unitare principale -o,, 02. 


8. RXPRESIA GENERALĂ A ENERGII DE DEFORMAȚIE 


La un, element de volum de laturi dz, dy, dz, asupra cinuia se aplică, 
în mod progresiv eforturile unitare 7, o, oz forţa finală, care acţionează 
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” eae pe celelalte două direcţii, se obţine că 


în direcţia a este o, dy de. Pentru o deplasare pe direcţia ei cu cantitatea, 
Al = sa, ea produce un lucru mecanice elementar 


aL == a,da dy dz e, = AU 


egal cu energia acumulată de material. 

Factorul 1/2 rezultă, din aceea că forța variază între zero şi valoarea 
finală o, dy dz. 

Dacă deplasarea s, are o valoare finită, energia, corespunzătoare 
elementului de volum QV — da dy dz este exprimată prin aria haşurată, 
din figura 8.23 : . 


E; ) 
AU = — oysdV, 
2 
iar energia pe unitatea de volum este 
MA ee 3 0 


'Pinind seama și de eforturile unitare apli- 


1 
U, 3 (oz + Oy5y + 052). 


Dacă în afaa eforturilor unitare normale . 
există şi eforturi unitare tangenţiale, energia 
se exprimă printr-o arie analogă cu aceea din 
figura, 8.23, avind ca axe 7 și y, şi rezultă expre- 
sia generală 


* 


1 
e i! e ii d 
YU, z (GE + Gyty + 282 + E 


Fig. 8.23! 


"ke Tuzfuz AF Tarta + Tata) (8.49) 


Dacă se înlocuiesc deformaţiile «e şi y prin expresiile lor (8.31) şi 
8.32) se găseşte energia exprimată numai în funcţie de eforturile unitare 


Y, (o? e o + 04) — (asc, + avort asa) + 

| | (8.50) 
1 

+ 20 (12, + 020 cai ma) 
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Din această relaţie se pot determina formulele valabile în cazuri 
particulare. Astfel, pentru o stare plană de eforturi unitare, 


1 v 1 i 
U,= By) (0â -+- 9) — Ga 620, + Er) Ta (8.51) 
Pentu solicitarea de întindere simplă, 
3 
D=. (8.52) 
+ 28 


Pentru solicitarea de iorfecare pură, 
PE 
U, =. (8.53) 
+ 2a 


Dacă, cubul eu laturi egale cu unitatea are muchiile paralele cu direc- 
ţiile principale, expresia (8.50) a energiei devine 
U, L (6 + 02 + 03) = (6.62 + 6203 -k- 5301). (8.54) 


2B 
Bnergia de deformajţie acumulată de corp are, în general, donă efecte : 
o variaţie a volumului şi o variaţie a formei. i 
Se obţine numai variaţie de volum dacă, de exemplu, cubul este soli- 
cita pe toate feţele cu același efort unitar. 
Dacă asupra tuturor fețelor se aplică efortul unitar mediu 


1 . 
F:] lup Oa + 95) 
el produce deformația volumică e, iar energia de variaţie a vohumuhui este 


1 — 2y 3(1 — 29) pe 3(1. —2y) (o + aa+- oa) 
BA 2 25 28 9 
respectiv, după simplificare, 
1 — 23 pă 
Uus= tai + ce + oo. RE: (8.55) 


Diferenţa, dintre energia totală U, şi cea de variaţie a volumului U,, 
reprezintă energia de variaţie a formei Ă 


UV, = U, — Up = 


U,, = Put =2 .3 


1 — 2vy 
6£ 


v 
= (0? + oâ-+ LEI) z (o, 62-+ 02631 635) 


2E 


(a, + s2 + 03): 
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După transformări, această expresie devine 


L-+y 
6£ 
Ideia de împărţire a energiei de deformajie în două părți derivă de 
fapt din cea de împărţire a tensorului eforturilor unitare. Luind ca axe 
diecţiile principale, tensorul 7, poate îi descompus într-un tensor sferic 7, 


Vu 


[lo. — 02) -+ (02 — 93) + (a — 0). — (8.56) 


Fig, 8.24 


de componente egale p, care produce variaţia de volum, și un tensor devi- 
ator Ta, care produce numai variaţia formei : 


13 = T, + Ta 
sau sub formă explicită, 
a 0 0 p.0 0 s—p 0 1) 
0 2 0ț0=10 p 0110 0 —9 ot (8.57) 
0 0 o 0 0 LO 0  o03—7p 


Adunarea tensorială (8.57) este ilustrată în figura 8.24. 


PROBLEME 


9.7, Un cub cu latura a= Lcm se delormează elastic, în așa fol încit dintre cele trei 
muchii concurente una crește cu 0,1 mm, alta cu 0,2 mm, iar a treia scade cu 0,3 mm, Cit este 
de mare variaţia de volum? 

Consideriînd cele trei deformaţii ca lungiri specifice principale, rezultă 


e EP E + e = 01 + 0,2 0,3 = 0. 


Volumul cubului nu variază, A 

8.8. Pe două feţe ale unui paralelipiped dintr-un material izotrop se produc eforturile 
unitare o, = 1 000 daN/em?, op == 200 daN/em?. Care este valoarea efortului unitar o, dacă 
deformația volumică specifică este nulă? . 

Se folosește formula (8.35), cu e= 0, 


1—2y 


E 


e= 


(6. + o + 09)=0, 
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de unde rezultă 


a = —0y— aa = —1 200 daN/em?. 
s 9.9, Să se calculeze deformația volumică specilică la o bară de oţel, cu v=0,3, solicitată 
da tracţiune cu. -6 =,1:000 „daN/em?, pe Ă s 
„.„.„ Se folosește formula (8.35), în care p= ob 


" cu(1'2 29) 1000 (1—20.3)! 


F EI 0,00019. 


10. STUDIUL GENERAL AL RĂSUGIRII. TEORIA LUI SAINT-VENANT 

Baxele avind alte forme de secţiuni decit circulară sau inelară, soli- 
citate la răsucire, nu mai respectă ipoteza secţiunii-plane. O șecțiune care 
înainţe de deformaţie era plană şi normală pe axă barei, în urma deforma 
ţiei devine strimbă. De exemplu, secțiunea ABC din figura 8.25. În pun- 
ctele acestei secţiuni au loc deplasări inegale, în lungul axei barei, ceea ce 
cauzează deplanarea secţiunii. 

Dacă suprafaţa laterală a unei bare de seeţiune dreptunghiulară, 
este împărţită în pătrăţele, în urma, detormaţiei la, răsucire se obține 
imaginea din figura 8.25. Se constată că pătrăţelele din vecinătatea muchii- 
lor (a) rămîn nedeformate, pe cînd cele din apropierea mijlocului feţelor 
(b) se transformă în vomburi. Rezultă, că în zona păstrăţelelor b au 10c 
cele mai mari lunecări. Experienţa reuşeşte bine cu un. material care se 
deformează mult, cum este cauciucul. i 

Studiul răsucirii barei cu secţiune oarecare formează una dintre 
poblemele clasice alo teoriei elasticităţii, rezolvarea, ei fiind dată de către 
Barr6 de Saint-V Enant. Se vor de aici numai concluziile studiului, a cărui 
dezvoltare se găsește în manualele de teoria elasticităţii. 

După cum 's-a arătat în capitolul 5, pe elementele de suprafaţă din. 
vecinătatea, conturului secţiunii transversale (elementului 7 din fig. 8.26) 
efortul unitar tangenţial are direcţia tangentei la contur. Dacă se con- 
sideră o secțiune cu colțuri, cum este cea dreptunghiulară din figura 8.26, 
şi un element; de arie 2, din. vecinătatea, colțului, din cuză că pe supra- 
faţa laterală componentele ay Şi Taz sînt nule, rezultă că şi componentele 
“ua Și 2, de pe elementul haşurat; sint nule. Deci, lo.o secțiune poligonală; 
îm vecinătatea colhurilor, eforturile unitare de văsuoire sînt mule. 

Saini-Vânant a stabilit că pentru calculul eforturilor unitare de 
răsucire trebiie găsită o funeție a eforturilor unitare, (2, 9), care să fie 
constantă sau nulă pe contur şi ale cărei derivate parţiale, într-un punct 
oarecare al secţiunii, dau componentele efortului unitar tangenţial în 


acel punct 


9 2 

Sarei 3 ate 8. 

Forge Ie 7 y (8.58) 
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„Funcţia eforturilor unitare este legată de niomentul de răsucire 
prin. relaţia, 


m, =24 pad =24 Y- dy dz (8.39) 
a, „da E i 
| „ integrala efectuindu-se pe aid secţiunii. 
CO : Pentru secţiuni al căror contur are o ecuaţie 
I analitică, funcţia eforturilor unitare se poate expri- 
ma pe baza ecuaţiei conturului. SĂ, 
“Hi Secţiune circulară. Beuaţia, conturului este 
A Wa Pi pr =0; 
ă 
a 
Fig, 8,25 


se ia funcţia eforturilor unitare A 
pompa — 82), (8.60) 
ÎN rttut expresia (8.60) în (8.59) şi integrind pe secţiunea, cercului, 
xezultă 


M, = 2m f (92 — 22 — ROAA = 2m| FLA. —2f dA | = — maRi 
d i 4 4 
m == M, - — M, . 
Ri 21» 
Făcând derivatele funcţiei y și înlocuind pe m, rezultă, 
Tag = AM 3 Tyg => — 2MA 
e Va tr a = Fm pr = + 2 a 


S-a regăsit expresia (7.9), cunoscută. 
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În teoria lui Saint-Venani , răsucirea specifică este 


24 2, 
= — (br E). (8.61) 
2G | 0: 022 i 
Aplicînd la secţiunea circulară, rezultă 
1 om  M, 
0 = — ——(0m rom) = — 
2G € ) G GI, 


S-a regăsit relaţia cunoscută (7.17). , 

În esenţă, stabilirea expresiei funoţiei v şi apoi aplicarea relaţiilor 
(8.58), (8.59), (8.61) pot rezolva problema răsucirii pentru orice secţiune. 
La, secţiunea eliptică, stabilirea expresiei funcţiei V este, de asemenea, 
foarte simplă. Pentru alte secțiuni, cum este cea dreptunghiulară, pro- 
blema începe să se complice. În literatura tehnică, problema răsucirii 
este azi rezolvată pentru numeroase forme de secţiuni, relaţiile finale 
care dau pe 7 şi 6 găsindu-se în diferite tabele. La forme mai complicate 
de secţiuni, studiul analitie devine practice imposibil și el se înlocuieşte 
printr-un studiu experimental. 

Secţiunea eliptică. Pentru elipsa din fig. 8.27, ecuaţia conturului este 


2 [i P 
apa 0 
ia» funoţia eforturilor unitare 
om Fa 
m m(2priz-) (8.62) 
Se aplică relaţia (8.59) 


Sia 2 2 
Mu, =24 m(2+ aaa. 
Fi a b 
"Pinind seamă că 
3, 
ţ 22dA = IL = at, e 
A 4 
: ab? 
PA = IL, = . 
ji E 4? 
ţ dA = zab, 
A 
rezultă 
W, 2m | = cae ab rad ) zabm 
i Mu, 
m = — 
mab 
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Componentele efortului unitar sint 


2 oma OM Ma 
e da 2 masb 214 


(8.63) 
2. dy _2my 2My Mag. 
op n mah 21, 


Se observă că în lungul axelor 2 şi 4, fig. 8.27, cele două componente 
ale lui = variază liniar. Valorile maxime sînt lingă contur 


Ma 9M, 
Ea det Ma et Lt, 
vi or natb 
(8.64) 
. Mb 2, 
ame o o mah 


Cel mai mare efort unitar din secțiune este 722 mar în pumetul cel mai 
apropiat de centru, situat pe contur. Pe o direcţie oarecare OC, raportul 
celor două componente este 


Tya că IL, 


adică are o valoare constantă. Rezultă că pe linia 00 etortul unitar are 


direcţie constantă, paxalel cu tangenta la contur în punctul 0. 
Pentru studiui deformaţiei, se aplică relaţia (8.61) 


1 (29 2) L-om (3 2) 
aa (a) aan (art a 
o mita? e: _ Mar Mu, 
Dap mah ab mas 
q2 + p2 


Bicpresia, de la numitor se notează 
ma3b3 GQ qi GA 
ap 4 Ip O 4015 
și poartă numele de rigiditate la răsucire. Se vede că GI, + GI, cele două 
mărimi fiind egale numai 18 secţiunile circulare și inelare. 
Cu notația de mai sus, 
PE M, 40 Iz u 
GI, GA4 


(8.65) 


GI, =G 


(8.66) 


pe 
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Secţiune dreptunghiulară. Pentru bara. de secţiune dreptunghiulară, 
solicitată la răsuoire, concluziile studiului lui Saiut- Venant pot fi rezumate 
în cele ce urmează. În secţiune, de-a; lungul axelor de sinetie și de-a lungul Aa ui e ai 

laturilor conturului, efor- d= /A I6, i / 16500. 0,708 cn. 
"20 met turile unitare tangenţiale Ta 7 5 000 
variază cum se arată. în 
TIT figura 8.98. Cel mai mare 
efort unitar are loc în apro- i 
pierea conturului, la, mijlo- | Me 


fa = 


cul laturii mari, iar va- cară 
z loare sa este Ș | 

blul) a : e unde 
= “ u, 


Dimensionarea spirei de secţiune circulară dă 


Se ia d= 8mm, 
La firul de secţiune pătrată, formula (8.067) dă 


; = 0208, 


z max = Tu mar 


Paactes BEI 3 3 
e hb? ” Me 300 îs 
i A em. 
(8.67) did Aa 0308-5000 


La mijlocul laturii 
mici, efortul unitar este 


N: 
A 
| ii 

A 

Â 

EA 

EN 


Se ia rotund 
a = Smm, 


Taz mas = Y*Tyrmar.. (8.65) 


Dacă se compară secțiunile rezultate din calcul inainte de rotunjire 


Unghiul de răsucire 


Ş 


pi md? 7 * 0,7982 
specifică este Ă Zi — 
i Ac zi 
= = 0,815, 
LA „2 e ei, o (8.69) , ip e 0 
Fig. 8.28 f hbsG i i . 
"PRE DRR IEEI Ei & ŞI a se vede că secțiunea circulară este mai economică, necesitind mai puţin material. 
Coeticienţii e, Ș, +» funcţie de raportul h/b, sînt daţi în tabelul 8.1. Pentru arcul avind spira de secţiune circulară, expresia săgeţii este 
„ Numitorul relaţiei (8.69), care se poate nota GI, = PRb3Q, este rigi- i 
ditalea la răsucire 'a baxei. 


A Ă A 64 PR?n 
Tabelul 8.2 ca 
) |. i  Păcind să apară în această formulă răsucirea specifică 
— 100 | 1,50 | 175| 200| 250] 3 [41 0 | s | 10 | co ! zi bei caa ai : ii 
CR TIR EI EROI ARAL AT 70 DOE IESI EI PAI i , pa „Me 32M, 32PR 
EI 0,208 0231] 0,289] 0,246] 0,258! 0,267| 0,282] 0,299] 0,307! 0,313] 0,333 o Glp i RGa Gat? 
| 
8 0,141|_0,196| 0,214] 0,229 0,249] 0,263! 0,281| 0,299] 0,307] 0,313| 0,333 k se obţine 
+ 1,000| 0,859|:,0,820| 0,795 0,160 0,753] 0,745] 0,743! 0,742| 0,742]. 0,742 [= 2a nR20. 
z Această formulă este valabilă pentru orice fel de secţiune. Trecînd Ia aplicaţia numerică, 
rezultă : ș 
PROBLEME i h — pentru spira de secţiune circulară 


32 Me 32+ 500 1 vad 
Gai  *850000-0,8 68 cm 


83.10. Un are elicoidal cu n = 10 spire are raza de întășurare R = 5 cm și suportă o forță 
P = 100 daN. Se cere să se dimensioneze arcul avînd a = 5 000 daNjem? şi să se calculeze 
săgeata, în două alternative : a) spira are secțiune circulară ; b) spira are secțiune pătrată, 
Momentul de răsucire este 


Ă = 2e 3,14» 10- 52 SS, . 
Me,== PR = 500 daN. :cm. f= 23 0-5 23 cm; 


240 ! 16=c. 181 241 


— pentru spira de secţiune pătrată, din formula (8.69) se obţine 


Me 500 1 rad 
BaiG 0,141 : 0,84 -850 000 98,2 cm 


1 
f= 20 814-100 520 —— = 16 cm. 
98,2 


11. STUDIUL RĂSUCIRII PRIN ANALOGIA CU MEMBRANA 


Pentru secţiuni al căror contur are forme mai complicate care nu pot 
fi exprimate uşor pe cale analitică, stabilirea expresiei funcţiei V(7, 2) 
devine imposibilă. Prandil a imagina o metodă experimentală — analo- 
gia cu membrana — care rezolvă problema în asemenea cazuri. 

Într-o tablă subţire se taie o-gaură al cărei contur are forma, secțiunii 
care este solicitată, la răsucire. Pe acest contur se aplică o membrană 
foarte fină (de exemplu, film de săpun), care astupă gaura. Dacă tabla 
cu această membrană se aşează drept capac al unei cutii, în interiorul 
căreia se realizează o presiune mică p, membrana ia o formă bombaită. 
Conturul membranei se aslă în planul 20y al secţiunii studiate. În urma 
bombării, un punct oarecare al membranei, de coordonate y, 2, are o 
deplasare « pe direcţie normală la planul yOz. Dacă deformaţiile z sînt 
mici, cele două curburi principale ale membranei în punctul considerat 
sînt 


| pa 072? pa da 
'Pinînd seama e ectiaţia vaselor cu pereţi subțiri 
pa A IE A 
PL P2 i 


în care p este presiunea din interiorul vasului și k grosimea peretelui, pre- 
cum şi de faptul că la o membrană subţire şi cu deformajii mici eforturile 
unitare sînt egale pe toate direcţiile (o, = c2 = 0), relaţia de mai sus se 
serie 


PA pa - ch 


Înlocuind curburile şi notînd oh = H (tensiunea pe unitatea de lun- 
gime a conturului, daN/em), rezultă 


i ARE RA A (8.70) 


1 Această ecuaţie se va stabili în capitolul 15, 
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Se :observă analogia perfectă cu relaţia (8.61) 


Aa A EI 
dy: ore 


Deci deformaţiile z sînt analoage cu funcţia eforturilor unitare v, eu 


- condiţia dâ-a face analogia 


L > 280. (8.71) 
H 


Realizind membrana, deformată şi ducind o serie de curbe de nivel ale 
ei (z = const, analog cu y=const, fig. 8.29), analogia, cu condiția, (8.71) 
duce la -următoarele concluzii : 

a) În baza relaţiei (8.59), momentul 
de răsucire este dat de dublul volumului | 
cuprins între planul conturului și supra- | 
faţa deformată a membranei, , | 

| 
| 


N, > 2V= 24 2ă4. 
d A 


b) În orice punet al secţiunii, tan- 
genta la curba de nivel dă direcția efor- 
tului unităr în acel punct. 

e) Derivaele parţiale ale detormajiei — /=cons/ 
a în raport cu y şi 2 dau componentele 
lui =. Derivata lui z în raport cu linia 
de cea mai mare pantă, adică panta maximă a membranei într-un punet, 
dă valoarea efortului unitar = în acel punet. Acolo unde curbele de nivel 
sînt cele mai dese, efortul unitar este cel mai mare. 


Fig. 8.29 


12. ANALOGIA CU MEMBRANA APLICAȚĂ LA SECȚIUNEA 
DREPTUNGIIIULARĂ ÎNGUSIĂ 


Se consideră secţiune dreptunghiulară îngustă aceea la care raportul 
laturilor este h/b >4. În figura 8.30, a se observă că, în afară de regiunea 
din vecinătatea capetelor, membrana deformată are forma unui cilindru 
parabolic. Ca, urmaxe, oriunde am duce o linie AB, în afară de vecinătatea 
capetelor, distribuţia eforturilor unitare în lungul ei este aceeaşi; cu 
alte cuvinte, se poate spune că eforturile unitare 7 sînt constante de-a 
lungul laturilor mari și de sensuri contrare, cum se arată în figura, 8.30, e. 
Ecuația, diferenţială a parabolei ACB din figura 8.30, a, analoagă cu a 


- urbei funiculare, avînd forţa orizontală EH şi sarcina distribuită , este 


E al 


Se integrează de două ori 


da p D 
E iuti 20 ui 
a = — Doo Oa + 0 


Yy 0, 0, 2 Paz 


e 2 
lia tczezăă pe + Paz 
Aplicind ecuaţia în. B, unde 
p. 
7 = 3 şi 2 =0, rezultă, 

E fi 

sH 

Volumul cilindrului arsa este 


Paz = 


pod 3 RE 0958 
DĂ Za bh + “a 
2 „Bu. 


20 12 
Înlocuind pe.p/H din relaţia (3.71) 
i Li 
12 


V = 269: e bo, 


“Fig! 8.30 respectiv pe Y rm N, rezultă 


1 4, = 0 o 
2 6- 


şi deci 


(8.72) 


"Panta ” nienibiandi, delormaăte: este 


( d) sli 
dy ) H 2 

ir de E 
Făcind substituţia (8.11) și ) — Taz Lezultă 

dy max 
inu 000 albe 
2 A pe, (8.73) 
i i 3 


13. RĂSUCIREA PROFILELOR DESCHISE SUBȚIRI 


Dacă, bara solicitată la răsucire are forma unui seetor inelar subțire 


(fig. 8.31) se poate aplica relaţia (7.73), făcînd substituţiile i = ra şi b = Lă 
M, 
T nas = 
— d2ra 
3 


Penţra un inel BpBIp LA, însă crestat de-a lungul 
generatoarei, a = 2 
Bote ar 
m dee (8.15) 
3 i 


Formula (8.73) se poate aplica și PA o cornieră, 
(fig. 8.32), înlocuind pe b prin 5 şi b prin lugimea medie 
2b — 5 a aripilor 


Tig. 8.31 


Su) — 3) d (8.76) 


Tmaz ui 
În general, la un profil deschis, care poate fi descompus într-o serie 
de dreptunghiuri, expresia de la numitorul relației (8.72) se înlocuiește 
printr-o sumă 
N 


Da o i 
LL sh, 
3 


(8.77) 
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La stabilirea, relației (8.73), expresia lui 9 a fost înmulțită cu 69. În 
cazul profilului format din mai multe dreptunghiuri, de grosimi diferite, 
efortul unitar maxim se produce în dreptunghiul de grosime maximă 


M bea 
A x, 
3 


Taz = 0* Gb = 


(8.18) 


Așa, de exemplu, la profilul U din figura 8.33, efortul unitar maxim 
are loc în tălpi 
E Mă 
(2038-88) 


Taz 


(8.79) 


Întrucât pe fiecare aripă a-unui profil deschis efortul unitar are, pe 
cele două margini, sensuri diferite, iar pe linia mediană este nul, rezultă că, 


profilele subțiri deschise au capacitate redusă de a prelua momente de . 


răsuoire, 


Ki 


Fig, 8.32 Fis. 8.33 


14. RĂSUCIREA PROFILELOR SUBȚIRI ÎNCHISE 


Studiul profilelor subţiri închise, solicitate la răsucire, se poate face 
tot eu ajutorul analogiei cu. membrana. EI poate porni însă, mai simplu, 
„de la observarea, secţiunii inelare (fig. 8.34), pe care efortul nnitar este 
practic constant. i ; 

Se scrie expresia momentului de răsucire 


u,=$ 7 dA: r = 7 2a198, 


4 
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i 
i 
i 
i 
i 
a 


de unde rezultă 


= ME PI , (8.80) 
amr25 

Valoarea aceasta este mult mai mică decît (8.73). Ca urmare profilul 
subţire închis poate prelua un îmoment mult; mai mare decit cel deschis, 
de aceeaşi formă şi secțiune. , 

Se consideră un profil subţire închis, de formă oarecare (fig. 8.35), 
avînd grosimea peretelui subțire, constantă sau variabilă. Conform ipotezei 
lui Bredi produsul ză, numit fhuzul efortului unitar tangențial sau flu de 
forfecare, este constant de-a, lungul liniei mediâne a secțiunii. Luind un 
element de lungime ds, căruia îi corespunde aria elementară dA = 3.- ds, 
se poate serie expresia momentului de răsucire 


u,=$ sd Ar =4 a - 3: râs. 
A s 


Scoţind constanta ză de sub integrală, rămine de efectuat integrala 
curbilinie de-a lungul liniei mediane a profilului 


Fig. 8.34 


a, = s: adrâa. 


Întrucit produsul rds este dublul supraseţei triunghiului Oab, integrala 
curbilinie măsoară dublul ariei. închise formate de linia mediană a profilului 


4 rds = 20. 


Prin urmare, 


Me (8.81) 


T= 
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Relaţia (8.81) se mai poate serie 
AI, 


că ani a 8.82 
20 i ( ) 
Efortul unitar 7 este maxim acolo unde Srosimea, 5 este minimă ; 
Pi PE 
aa - 8.83 
“30 an tii 


Relaţia (8.81) sau (3.82) poartă numele de formula lui Bredt. 
Pentru determinarea unghiului de 'răsucire specitică, se va folosi 


expresia energiei de deformaţie. Pentru un element de bară de lungime 1, 


lucrul mecanic produs de cuplul M, este 


U=— 5) 
2 


2 


Acesta poate îi exprimat cu ajutorul relaţiei 


dă 


Întrucât lungimea, barei este 1, rezultă dY = d4-1 și integrala se 
reduce la, o integrală de arie, pentru care elementul este dA = 3: ds. Prin 
urmare, i 


-dY. 


U za - d: as. 


Se înmulțește şi se împarte cu 5 şi se scoate de sub integrală produsul 
7282 == const, iar integrala se transformă în integrală, curbilinie de-a lungul 
conturului s "21 liniei mediane a profilului. 


Dă 252 
1. 04,-0 f. = „pad, 229 ds. 
2 4 20 8 piei DL) 
Se substituie expresia (8.82) 
mpa. 
40% 5 
şi rezultă, 
see, [da (8.81) 
40%] 3 


Aceasta este a doua formulă a lui Bredi. 
'Ținînd seama de expresia generală a răsucirii specifice 


_ 
1, 
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şi compaxînd-o cu relaţia (8.84), rezultă formula momentului de inerție 
convenţional la răsucire 
i 402 
As (8.85) 
3 


În cazul particula» al secţiunii dublu conexe cu grosimea 3 constantă, 
și lungimea liniei mediane s, relaţiile de mai sus devin 


Ia = 


M, E: _ Ms, s,,6, 5,5%! 
iei aa = const ; 0 = pag i ii "ză e 2, 2 î 
2 8 za 
Ia = &0%ă, (8.86) Carla] 
$ 
Spd 


Pe baza rezultatelor de mai sus, se poate 
trece la studiul unor secţiuni complexe, for- 
mate din mai multe conturui:i închise, cum se întilnesc, de exemplu, la 
aripile de avioane. Fie secţiunea din figura 8.36, formată din două con- 
turuxi de arii O, Qe, avind grosimi constante 3,, 82, 3a, pe lungimile de con- 
tur PespectiV 84, Say 33. Se porneşte de la concluzia stabilită mai sus, că în 
tot lungul unui contur închis fluxul efortului unitar, adică produsul 73, 
este constant. Din formulele (8.82) și (8.34) se poate serie, pentru un 
contur închis, 


Fis, 8.36 


2000 — $ = ds. 
Pentru conturul FBOF din figura 8.36, avind aria 9, se serie 
2000, = 03 Ta" Sa. , (8.87) 
Analog, pentru conturul FODEF 
2000, == ToSa — Ta5g- (8.58) 


Pe de altă parte, 5 soriind formula (8.81) pentu, toate contururile care 
formează seoțiunea, rezultă, 


ML, = 208 + 20ga8a (8.89) 
Se mai poate obţine încă o ecuaţie, din condiţia că fluxul efortului 
unitar este constant pe un contur închis. Pe linia, CF se poate considera că 
fluxul de efort unitar 7383 rezultă din diferența fluxului 7,8, al conturului 
din stînga şi a tiuxului 728, al conturului din dreapta - 
718, — Tae = 7a8s 
deci 
a Tdi — 783 


8.90 
3, (8.90) 


3 
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Sistemul de ecuaţii (8.87)—(8.90), avînd necunoscutele 7, 72 Ta d, 
permite rezolvarea problemei. 2 oi 
Făcînăd calculele, se găseşte 


Basa + Basa( 0 + 92) 
2[8.828203 <- 82838103 ddasa( 0 + 0e)?] 
„dai Oat 3.5s( 01-92) 
2[81825203 + 82838195 + 3,dasas(0a -t- 092)2] 
x, 34890, — dat Oe 
2[8.828200 -k Ba8a810% -t- 31dasa( 0 -t- 02)]. 
În lucrările de specialitate din domeniul aviaţiei se găsesc generalizări 
ale problemelor. deserise mai sus. 


PROBLEMA 


8.11. Se consideră o secţiune inelară subțire, cu grosimea peretelui 5 şi rază medie r, în 
două variante: cilindru închis și cilindru tăiat pe o generatoare. Dacă in ambele cazuri tubul este 
solicitat prin acelaşi moment de răsucire M,, se cere raportul eforturilor unitare și al unghiurilor 
de răsucire specifică, Aplicaţie : r = 108. 

Se notează cu m, 0, mărimile respective la secţiunea inelară închisă și cu za, Oz— aceleaşi, 
la secţiunea inelară deschisă. i E 

Pentru secţiunea închisă, relaţia (8.80) dă 


sa e, 


2 =M, (8.91) 


Ta = 


TR „Me 
dara 
Pentru secțiunea deschisă, în baza relaţiei (8.75) 
Me 
“a = . 
2 sa 
—nar 
3 
Raportul celor două valori este 
i " 3r 
D= =, 
7i Li) 
Unghiul de răsucire specifică la secţiunea închisă este dat de relația (8.86) 
Ms Mu 2ar „Me a 
i O 40029 7 4Gr258 2767038. 
La secţiunea deschisă, relația (8.72) devine 
AI 
04 = at, 
2 
— 2Gră 
3 


Raportul lor este 


Exemplul arată cit de mult scade capacitatea de rezistenţă Ja răsucire a unui iu) dacă este 
tăiat în mngul unei generatoare. 
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: “CAPITOLUL 9 


TEORII DE REZISTEN 


1, CONSIDERAŢII. GENERALE 


O bază făcută dintr-un. material cu rezistenţa la rupere 6, solicitată 
la întindere, se va rupe atunci cînd efortul unitar atinge valoarea cp. 
Concluzii la fel de clare rezultă dacă este vorbă, de atingerea limitei de 
curgere 6, a limitei de elasticitate c,; același lucru se poate spune în 
cazul unei solicitări la compresiune, la iicovoiere, la încovoiere cu forţă 
axială. a i : 

în aplicajiile tehnice există numeroase piese, supuse la stări plane 
sau spaţiale de eforturi unitare, la care un răspuns de felul celor citate 
este grei de dat. Dacă într-un element; de placă există o stare plană de 
eforturi unitare, dată prin eforturile unitare principale o, cz se poate 
pune întrebarea, : la ce valori o; cz se va produce ruperea, curgerea plas- 
tică ete.? La, exemplul dat, dacă o, atinge valoarea c,, iar o este inferior 
acesteia, ne putem întreba : această stare de solicitare este mai pericu- 
loasă — sau, din contra, mai puţin periculoasă — decit cea de întindere 
simplă cu o,= o? 

La, întinderea simplă, etortul unitar c,, care poate avea o infinitate 
de valori, cauzează ruperea atunei cînd atinge starea limită o = or. La 
întinderea. pe două direcţii, eforturile unitare o, şi c2 pot'avea de asemenea 
o infinitate de valori ; se pune întrebarea : ce combinaţie de valori 01 Ga 
poate duce la starea limită, deci poate produce ruperea ? i 

În lungul timpului, rezistența materialelor s-a străduit să dea un răs- 
puns mulțumitor la această întrebare, care să poată fi confirmai; de expe- 
rienţă. Cum se va. vedea, răspunsul nu este univoc. 

S-au stabilit diferite relaţii matematice, între eforturile unitare prin- 
cipale'— 61, Ga Ga SălL Gu Ga — corespunzătoare atingerii stării limită, 
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Aceste relaţii poartă diferite denumiri : teorii de rupere, teorii de rezistenţă, . 
teorii ale stărilor limită. Întrucât; relaţiile respective sînt bazate pe ipoie- 
zele teoriei elasticităţii, extinderea lor pînă la rupere nu este corectă. În ce 
priveşte stările limită, aşa, cum se va vedea în partea, II, ele poi fi definite 
uneori prin eforturi unitare, alteori prin forţe și cupluri. Dat fiina că 
relaţiile ce se vor stabili în acest; capitol se xeferă numai la eforturi unitare; 
este mai potrivit a se folosi denumirea, de „teorii de rezistență”. 

În cele ce urmează se va iua drept stare limită atingerea unei anumite 
caracteristice a materialului, naturală (limita de curgere, de elasticitate, 
de proporționalitate) sau convențională (rezistenţa admisibilă) pînă ln 
care se consideră aplicabile relaţiile teoriei clasticităţii. Fie, de exemplu, 
această mărime, limita de elasticitate o, (putînd fi înlocuită, după nece- 
sitate, prin Ge Ops Ga): 

Ponru formularea teoriilor de rezistență se porneşte de la observaţia 
că, la, întinderea, simplă, atingerea limitei de elasticitate poaie fi constatată 
cantitativ, prin atingerea oricăreia din mărimile : 

— utortul unitar de întindere: c.; 

— Tungirea specifică: e. = c,JE; î 

— efortul unitar tangenţial, pe o secţiune înclinată cu 45 faţă de 

axa barci: rs, = 0,2; 

— energia, de defonmaţie pe unitatea de volum: Us = PE; 

— energia de deformaţie pe unitatea de volum, pentru variația formei, 
obţinută din (8.56), făcînd i i 

By 0220, 03='0a Uy=(L+ wopE. - .: 

Teoriile de rezistenţă stabilesc relaţii între eforturile unitare o, 
Ga Ga, care duc la atingerea uneia sau alteia dintre cele 3 mărimi caracte- 
ristice ale stării limită. Prin aceste relaţii se stabileşte un efort unitdr 
echivaleni Ge al stării plane sau spaţiale, care permite compararea cu 
efortul unitax la starea limită de la întinderea simplă,. ce. În vuma deter- 
minării efortului unitar echivalent, dacă se ia drept stare-limită rezistenţa, 
admisibilă, relaţia de verificare este [n e: 


Saca & Ga i i (9.1) 


2. PRORIILE CLASICE DE REZISTENȚĂ 


a TRORIA EFORTULUI UNITAR NORWAL MAXIM 
În baza, acestei teorii, starea limită se atinge atunci cînd efortul unitar 
mazim dim corp atinge valoarea efortului: unitar al stării limită, de la solici- 
tavea de întindere simplă. De exemplu, limita de elasticitațe în corpul 
supus stării spaţiale se atinge, dacă |o.|> |53], atunci.cînd 


G1 = 6 


252 


« 


i 
| 
4 
| 
; 


Rezultă deci că efortul unitar echivalent, după tegria [ de rezistenţă, este 


Goe = Gu (9.2) 

S-au făcut încercări pentim verificarea acestei teorii. Conform ei, 
vuperea ar avea. loe atunci cînd a, = a. cercîndu-se pietre, care la 
compresiune monoaxială au rezistenţa, de mpere s;, s-a constatat Că 
supuse la presiuni hidrostatice (adică o, = 62 = Ga = p), rezistă mult 
mai mult; decit la compiesiune simplă. Rezultă de aici că singur c, nu poate 
caracteriza corect starea limită a corpului. 


b. TEGRIA BEPORMAȚIEI SPECIFICE MAXINE 


Conform teoriei a II-a de rezistență, starea limită se atinge atunci 
cînd lungirea specifică mazimă din corp alinge valoarea lungirii specifice 
corespunzătoare stării limită de la solicitarea de îndindere simplă, Latină 
ca, stare limită valoaxea limitei de elasticitate, se poate serie ” 


Emaz = —— Lo (Ga -+ s3)]= Ge = 


DB E 
sau, simplifiind cu £, 


GB — v(oz-+ 93) = 6. 
Rezultă, că efortul unitar echivalent; după teoria a II-a este 


(9.3) 


Gacu = Ga — v(o2 + Ga). 
e, TBORIA EFORTULUI UNITAR TANGENȚIAL MAXIM 


Observindu-se, la unele materiale, la încercarea de întindere sau 
compresiune, că fisurile apar pe secţiuni la 45 — unde + este maxim — 
şi nu pe secţiuni normale, s-a emis ipoteza că ruperea se datoreşte atin- 
gerii unor valori maximale ale eforturilor unitare tangențiale. În baza 
acestei teorii, starea limită se atinge cînd efortul unitar tangențiul mazim 
atinge valoarea efortului tangenţial corespunzător stării limătă de la încer- 
carea de întindere simplă. Lund ca stare limită pe c,, căreia îi corespunde 
7, = Ge[2, și ţinind. seama, de relaţiile (8.23), care dau : 


O, — 3 


se poate serie 


ceea ce arată că efortul unitar echivalent, după teoria a III-a, este 


Ga = 61 — 63: (9-4) 


d. TEORIA ENERGIEI TOTALE DE DEFORMAȚIE 


Conform acestei teorii, starea, limită se atinge atunci cînd energia de + 
«leformaţie specifică egalează energia specifică corespunzăioare stării limilă i 
de la întinderea simplă. Folosind relaţiile (8.52) şi (8.54), se poate serie 


Ă je e (a aa pace v' c2 
U, = (63 A- că +53) Alu | Ga03 -k 0301) = = 


2B 


respectiv, după simplificăril, rezultă, după teoria IV de rezistență 


Gecn =Vă + câ + oi — 2w(o102 + 6263 tr 60): (9.5) 
e. TEORIA ENERGIEI DE VARIAȚIEA FORMEI 


Experiențele făcute au arătat că, pentru metale tenace, teoria, energiei 
de deformaţie (teoria a IV-a) concordă destul de bine cu realitatea, în 


cazul cînd p = SFsaea >0. Pentru cazul p <0, se folosește va- | 


- pianta Huber-Henchy- Mises a ipotezei energetice, care ia în considerare 
numai energia, de variaţie a formei. Întrucit p < 0, la starea de solicitare 
monoaxială este vorba de compresiune simplă, deci în relaţia (8.56) se 
păstrează numai o nr o, = 02 = 0 ceea ce fate să se obțină (la limita 
de elasticitate) - 


lov 
62 


Vu = „202, (9.6) 


Criteriul stării limită se obţine prin egalarea relaţiilor(8.36) şi (9.6) 
14+ v 
6 


1L+v .22, 
+, 


[(o cz): I- (62 Ss) + (03 su”) = SE 


«le unde rezultă teoria V de rezistenţă, 


Geon = | [(6. — 02)? + (62 — 63) + (03 — G1)?]. (9.7) 
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3. APLICAREA TEORIILOR DE REZISTENȚĂ LA STĂRI PLANE 
DE EFORTURI UNITARE 


Făcînd, în relaţiile de mai sus, o = O și caracterizind starea plană. 
prin eforturile unitare principale o; 02 velaţiile cre dau eforturile unitare 
echivalente devin 


Gecn => Ga (D) 
Geon = Oi — VOa (II) 
Goe = G1 — Ga (III (9.8) 
Gcu = V oi + să — 2v60102 (IV) 
Gecr = Vai + 03 = 6162 (V) 


Întocuind valorile lui o, şi oz şi folosind condiţia (9.1), se poate lace 
calculul de rezistenţă al piesei. 


Boalind valorile date de relaţiile (9.8) cu limita, de elasticitate, rezultă, 


O, = d (093 

o, — vo, = 6, (UI) 

64 — 62 = 0 i (III) 

Ic na pa ICC = 0 Iv) 
VII m) 


Locurile geometrice ale combinațiilor o. cz care satisiae aceste 
condiţii au fost reprezentate în fig. 9.1 și anume: 

— pătratul A BOD al ipotezei 1; 

— rombul LNMP al ipotezei II; 

— exagonul neregulat E BFGCHE al ipotezei III; 

— elipsa ERFGSHE a ipotezei IV ; 

— elipsa PBFGOHE a ipotezei V. j 

Se vede că în punctele de pe axe, adică la întindere sau la compre- 
siune simplă, toate ipotezele de rezistenţă coincid. Suprafaţa haşurată, 
interioară reprezintă stările plane o, o2 care nu depăşese limita de elastiici- 
tate, după toate ipotezele ; analog, suprafaţa haşurată exterioară repre- 
zintă, stările care, după toate ipotezele, duc la depăşirea limitei c.. Supra- 
faţa aibă reprezintă zona în dispută între diferitele teorii de rezistenţă. 


1 Fiina vorba de stare plană, în relația (9.4) s-a înlocuit '6, prin 62 


255 


Este interesant să se aplice relaţiile (9.8) pentru o stare plană parti- 


culară, forfecarea pură, lacu ce se realizează substituind 


: Luînd pentru ca valoarea limitei de elasticitate, caen = Gay relii- 
şiile de mai sus vor da limita de elasticitate la, forfecare, ș, 


Se 


=; 
= ar; 
iaca pică: 
= Vrea ; 


Ga = 


e 


= 0,62 s, 


(9.H) 


A Coeticienţii 1; 011; 0; 0,6; 0,577 reprezintă abseisele punctelor 
Pb, 7, A, U, V din figura 9.1. Solicitarea, de forfecare pură, o, . 
este reprezentată de puncteie de pe diagonala AOD a fig. 9.1. 


N 


56 


= a 


Admiţînd că relaţiile din teoria elasticităţii folosite la formularea, 
celor cinci teorii de rupere pot fi extinse pînă la imita, de curgere, se pot 
sexie, analog formulelor (9.9), expresiile limitei de curgere la forfecare 


(D) se = o; (II) m = 0,77 o 


-- (ID) 2 = 0,5 o; (UV) 74 = 0,62 ce; (V)ire = 0,517 ce (9.10) 

Aceste expresii arată că folosirea uneia sau alteia dintre ipotezele de 
rezistenţă, la verificarea, unei piese supuse unei stări complexe de eforturi 
unitare, duce la rezultate destul de diferite. În stadiul actual al cercetării 
ştiinţifice, există o serie de alte variante ale teoriilor de vezistenţă, apro- 
piaste în special de teoria a III-a sau a IV-a. Unele dintre acestea se găsesc 
expuse în lucrarea [88]. 

Experiențele au arătat că pentru materialele tenace există o concor- 
danţă destul de bună cu teoria a III-a sau cu a V-a, (Huber- Henck4y-M îses). 
Din acest motiv, cele două teorii sînt preferate la studiul majerialelor 
tenace. Din contra, pentru materiale fragile, se preferă aplicarea, teoriei 
a II-a. 

Relaţiile (9.8) se aplică la calcului oricărei piese supuse unei stări 
plane de eforturi unitare : bară, placă, tub cu pereţi groși etc. la cazul 
particula» al barelor, la care există numai eforturi unitare o = 02 de-a 
lungul axei şi s = ay în secţiune, cele două, eforturi unitare principale sînt; 


ja e ea 
Cs = = = aVotras, 


care, înlocuite în (9.8), transformă aceste formule în 


1 ————— 
ar Voatat < ca 


(I) 


Gen > 


Sen = 0,850 + 0,65 02472 < o, (UI) 


iia Stă (9.11) 
Gen = Vo?Faâr? S ca (II) 
Ga = Vo? + 267% o, (Y) 
îi VER & a, | 


4. TEORIA STĂRII LIMITĂ A LUL MOHR 


După cum s-a arătat în capitolul anterior, starea de eforturi unitare 
pe o suprafață oarecare din: interiorul unui corp poate îi reprezentată 
prin coordonatele o, = ale unui punct oarecare din zona hașurată a figurii 


17—c, 1801 957 


9.2. În baza teoriei a III-a, de rezitenţă, starea limită este definită de efor- 
unitar tangențial maxim 


tul 
O — Ga 
2 ) 
deci este independentă de valoareă 
efortului unitar principal o. Prin 
urmare în definirea stării limită, 
interesează numai cercul de dia- 
metru maxim, 0 — 9, GU Cen- 
trul 04. Efortul unitar tangenţial 
maxim este ordonata punctului B. 
Prin ummare, se zice că Bestepun- 
ctul caracteristic al stării limită. 
Se consideră, în figura 9.3, o 
serie de cercuri ale lui Mohr (de 
diametru o, — 3) care reprezintă 
starea limită la diferite feluri de 
| „solicitări. i 
Fig. 9.2. Drept stare limită se admite 
i : i atingerea,limitei de curgere o, (pînă 
la.care se presupune că curba caracteristică este rectilinie). Cercul 04, tan- 
gent la axa , reprezintă o solicitare de întindere simplă, deci segmentul OM 
este limita de curgere la întindere : OM = o. Analog, cercul 0y reprezintă 


Fig. 9.3 


compresiunea simplă, deci ON = o... Cercul cu centrul în origine, avînd 


03 = — o, reprezintă fortecarea pură. Alte cercuri intermediare repre- 


zintă diverse stări limită care duc la atingerea limitei de curgere. Punctul 
O pentru care cercul dispare, reprezintă solicitarea de întindere egală pe 
două direcţii. Linia ABODE, întăgurătoarea acestor cercuri, reprezintă 
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curba limită în interiorul căreia; se pot înscrie toate cercurile care reprezintă, 
stări lbmită ce due la atingerea, limitei de curgere. pad 

Se consideră, în mod simplificat, că s-ar înlocui curba stării limită 
prin o dreaptă EFD (fig. 9.4), tangentă la cercurile care reprezintă întinde- 
rea, simplă și compresiunea simplă. Pentru o stare oarecare de solicitare 


Fig. 94 


definită prin eforturile unitare principale ca 0 Se construieşte cercul 
cu centrul 0, avind raza COC. 


CF= mt Sa, 
iar abseisa centrului i i 
00 = St 8. 
2 


tortul unitar tangenţial maxim, corespunzător acestei stări de soli- 
citare, este egal cu raza cercului. Se poate stabili o relaţie între eforturile 
unitare principale o Gs şi limitele de curgere ou: Seo dată de condiţia 
tangentei comune la, cele trei cercuri. Ă 

Considerind triunghiurile asemenea ACH şi ABG, se poate scrie 


CH 56 
OA BA 
respectiv 
OF — AD _BE — AD 


GA—00  BO+04' 
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Făcind înlocuiri, eu notaţiile din figura, 9.4, rezultă, 


91 IT G3__ Sa „See Su 

2 2 2 2 
Fa i 

Sa _ Si + 93 Oce |, Sa 

2 2 2 


„iar după simpliticări se obţine 


o, 
sa ot — 
91 03 = 0. 


See 


În această relaţie intă imită 
NA ace Ă ție, a, reprezintă starea limită pentru încercarea 
întindere simplă, luată aci egală cu limita de saga Oa urmare la câ 
întîi al relaţiei este efortul unitar echivalent stării limită j j 


Oecn > 03 — 93 
Oce 
sau, notînd constanta 
E = oale !- (9.12) 
se obţine relaţia lui. Mohr 
Ko. 49.13) 


În cazul particular cînd 
materialul axe limite de curgere 
egale, K =.1 și relaţia (9.13) se 
traiistormă în relaţia (9.4) a, te- 
oriei a III-a de rezistenţă, iar li- 
nia stării limită devine paralelă, 
cu axa Oc, ca în figura 9.5. 

Pentru solicitarea de forte- 
care pură, făcînd o, = — 63= 
= 7 ȘI Oac = Gu telaţia, (9.13) 
devine 
iapa ae (ir BE) as 

1+KE 

(9.14) 


În mod analog relaţiilor (9.11 ei ă solicitată pri 
: L ans V . entiru o bară sol in turi 
unitare o şi «, relaţia (9.13) i PR Să BOLII pri forta 


1—-E 1+£ 
Ozen o- = Vo 42 < ca. (9.15) 


2 
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5. VERIFICAREA ŞI DIMENSIONAREA BARELOR SUPUSE LA EFORTURI UNITARE 
NORMALE ŞI FANGENȚIALE 


În aplicaţiile inginereşti se întilnese numeroase piese în care solicită- 
rile produc simultan eforturi unitare normale şi tangenţiale. Arborii, 


solicitaţi 1o încovoiere şi răsucire, consţituie exemplul tipie în acest sens. 


Astfel de piese se verifică cu ajutorul expresiilor eforturilor unitare echi- 
valente, stabilite anterior. 

Prima etapă de calcul o constituie determinarea, separată a eforturilor 
unitare o şi . Acestea, pot rezulta din solicitări simple, fiind calculate cu 
relaţiile cunoscute, sau chiar din solicitări compuse : 

Pentru eforturi unitare normale 


ă N M ; NM 
02 Sau 0=— Sau 0= +. 
A W A W 
Pentru eforturi unitare tangenţiale 
78 u, M, 78, M, 
= sau ri Sau pe Sau rs tr: 
bi Wa Wa DI Wa 


În aplicarea, acestor relajii sau altora, simila»e, se va ţine seama de 
valorile pe care le au eforturile unitare în punctul din secţiune considerat, 
precum și de semnele lor. , 

După ce s-au aflat valorile de calcul pentru o şi + în punctul consi- 
derat, se aplică una, din relaţiile de verificare ale teoriilor de rezistență 
(9.11). 

ste de observat că relaţia (III), bazată pe ipoteza efortului unitar 
tangenţial maxim, se mai poate serie 


ii teo = Să La pân? <r (UI). (9.16) 


În general, piesele supuse la solicitări compuse ce dau eforturi unitare 
a şi z 'se dimensionează în mod aproximativ la una din solicitări — cea 
predominantă — şi apoi se verifică pe baza teoriei de rezistenţă. 

în cazul particular al arborilor de secțiune circulară, solicitaţi prin 
moment încovoietor şi moment de răsucire, relaţiile (9.11) pot fi transior- 
mate uşor în relaţii de dimensionare. 

Pie, de exemplu, relaţia teoriei I de rezistenţă, în care se face cuc = Ga 


54=0,55 + 052 + 42. 
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Se exprimă eforturile unitare o şi + 


MM 2 Me Me, 
W ză VW, md 2W 
32 16 - 


Se fac substituţiile 


ca = 05 [7 VIE a E] _ 05 + VUZE 
W pa 4W2 : NA 7 - 


Se observă că se poate face dimensionarea, 


, 0,5(4 2 
Pi OB E A E 2 Mu, (9-17) 
. Ga Gan k 
Rezultă că arborele se dimensionează i ci i 
e se dime ază, ca şi cînd ar fi solicitat i la 
Bcorolare, cu momentul încodoieior echivalent IL definit; de a TA 
upă cele cinci teorii de rezistenţă, acest; moment are expresia, 3 ii 


Ma = 054 + VIEI IE) 1)) 

Mie = 0,85 M4-0,65 VIE (0) 

Mu = VOIE art. 19.48) 
MVS o 


Mu = VU +05 M Eva e î 
în studiul de mai sus, al i icitaţi € 

4 a » al. arborilor solicitaţi la încovoi i răsuci 
nu 50 iau în considerare eforturile unitare a eri de tozța 'tătotoare! 


PROBLEME 


9,1, Un arbore de secţiune circulară cu di | 
« „ cu diametrul d = 4 cm, este. solicit i 
etaje sita i aia M, și altul de răsucire M,, egale în valoare fuma ca E tener 
0 două momente, așa ca să nu ă i isibil 
= 800daN/ecm* după teoriile I şi II de rezistență. ceapă ai a aci 


Fie M valoarea comună a celor d înce în 
dci oieaei eat At Aer ră gi momente. Momentul încovoietor echivalent, în cele 


| i SE Li 
Mie = 3 UV = MU + V2) = 1207 M. W 
Mie = 0,35M -+-0,65VM5 + M2 = 1,27 M. UD) 
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Modulul: de rezistenţă Ja încovoiere este 
| i ELL: ai m: 42 
82 32 
- Se găsește valoarea momentului echivalent capabil 
i "Mie = W: og = 6.28 800 as 5 024 daN: cm. 


Valoarea M a celor două momente, în cele două ipoteze, este 


Mi HE. = 4162 da» em. d) 
1,207 

Map — lie = 3 956 daN- cm. UD 
1,27 


= 


Se vede că valoarea obţinută după prima teorie este cu 5,5% mai mare decit cea calculată 
cu a doua. Diferenţa este neglijabilă și se poate Ina o valoare medie 


M = M; = M, == 4060 daN: en. 


9,2, Se cere să se Gimensioneze arborele din figura 9.6, solicitat com se vede pe desen, 
dlametrele roţilor de curea și tensiunile în curele fiind egale, Se dă oa = 800 daN/em? iar 
dimensionarea se va face folosind teoria a IIi-a de rezistenţă. 

Se consideră în figura 9.7 una dintre roţile de curea, şi anume cea solicitată prin forţele 
orizontale. Dacă se face reducerea în raport cu centrul O al roții, sistemul celor două forțe se 
poate înlocui printx-o rezultantă P, aplicată în O, și un moment de răsucire AM, avind valorile 

Pe Sy<+ Sa 900 daN; M = (S3 — S2)R = (700 — 200) 752=37 500 daN - em. 

Forţele verticale de pe cealaltă roată se compun la fel, dînd o rezultantă și un moment 
de răsuoire de aceleași valori, Arborele este deci solicitat printr-un moment de răsucire con- 
stant. M, între cele două roţi, o forţă verticală de 900 daN pe roata din dreapta și una orizontală, 
de 900 daN pe roata din stinga. Se construiesc, separat, diagramele de momente încovoietoare 
pentru forţele verticale și pentru cele orizontale. Forța orizontală P din figura 9.8, a dă în rea- 
zemul 1 un moment ÎN ta e ă , 

"Muza = 900 + 30 ==127 000 daN» cm 


- 5 > 700 


Sp TOdalz 


Pops 


= Sp = 20baaW 


Sye boa 
- Fig. 96 . . Fig. 9.7 


și în reazemul 2 un moment hul, ceea ce dă diagrama momentelor forţelor orizontale din figura 


9,8, b. Forţa verticală P din figura 9.8, c, cu momentul maxim 
900: 80 : 
Map = ay CR = 18 000 daN- em. 


dă Giagrama cin ligura. 9.8, d. 
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Se compun apoi diagramele M 'z Și My, spre a găsi secţiunea în care momeatul încovoietor 
M, este maxim. Se calculează momentul încovoietoar rezultant în secțiunea 3 


M, = V18 0002-P 13 5004 = 22 500 daN: cm, 


Se trasează diagrama din figura 9.8, e, care arată că momentul încovoietor este maxim 
în reazemul 1. Se poate calcula acum momentul încovoietor echivalent şi se face dimensionarea 


arborelui 


46 200 daN- cm 


Mie = VMZ+ ME = V27 000 737 500Â 


= 51,75 cm3 


d = 8,38 cm & 85mm. 


9.3, Să se refacă problema precedentă dacă în locul roţilor de curea sint două tobe 
fiecare de greutate G == 100 daN, și cite un cablu cu tensiunea S = 500 daN, 
De pe tobă se desfășoară un singur fir și tensiunea lui S, aplicată tangenţial, se întocuiește 


prin o forţă S în centrul roții și un moment de răsucire 


My = S$- R = 500.75 == 37500 daN: em, 


Diagrama momentelor forţelor orizontale este cea din figura 9.9, p. 


P=300da VĂ 

Qy S=50bdaţ A 
a gi o o or " 
IE piere SI = a 

cm | ii Pi 2 | 
w! LI! ij | b 

LI paie - 

| Ri îi 


| Proză] | | d a 
oa i II m e 

[4 

' i S6=600 |h i 
i» [A FA Taz i 


| A 
|. Mi e 
: 4 III ee mw | 
| | 75300, pe 
p 300 2000 „200 A Li 
i „37500 
j Tig. 99 


Fig. 9.8 


Pentru forțele verticale, la schema din tigura 9.9, c se calculează reacţiunea V, prin mo- 


mente faţă de 2 
100» 110 — V,- 80 -+- 600-40=0; V, = 437,5 daN, 
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Momentele în punctele 1 și 3 sînt 
M, = — 100- 30 = -— 3 000 daN: cm 


Mie == V15 3003 2787 5002 = 40 500 daN cm 


și se face dimensionarea 
RM, 40 500 
Papp a PE oana te: = 00000 50,6 cmă 
32 9 800 
d == 8cm. 


tobelor. 


Mg == — 100- 70 + 437,5: 40 == 10 500 daN - em. 


Se obţine diagrama din figura 9.9, d. Prin compunere, rezultă figura 9.9, e, care arată că 
momentul maxim este în reazemul 1. Se determină momentul încovoietor echivalent 


Se observă că la construcţia cu tobe, pentru aceeași valoare a momentului de răsucire 
este necesar un diametru de arbore mai mic, cu toate că s-a luat în considerare și greutatea 


GAPITOLUL 10 


STUDIUL DEPLASĂRILOR PRIN METODE ENERGETICE 


1. ENERGIA POTENȚIALĂ DE DEFORMAȚIE 


a. CONSIDERAȚII GENERALE 


Sub efectul forțelor şi cuplurilor, corpurile solide se deformează. 0a 
urmare, punctele de aplicaţie ale forțelor suferă deplasări, iar planele de 
acţiune ale cuplurilor se rotesc, deci forțele şi cuplurile exterioareproduc 
lucru mecanic. 0fît timp solicitările se află în regim elastic, buorul mecanic 
produs de forțele exterioare se acumulează, practic în întregime, ca energie 
potenţială a corpului deformal. 

Scriind expresiile analitice ale energiei potenţiale de deformaţie, în 
tuneţie de etorturi, de eforturi unitare sau de deformaţii, se obțin relaţii 
care pot servi la rezolvarea a numeroase probleme, cum sint: studiul 
deplasărilor şi deformaţiilor, studiul sistemelor statie nedeterminate, 
calculul eforturilor unitare produse de şocuri, probleme de vibrații, sta- 
bilitate etc. ş 

Metodele de calcul folosite în diferite capitole ale rezistenţei materia 
lelor, teoriei vibraţiilor, teoriei stabilităţii elastice, bazate pe expresiile 
energiei de deformaţie, poartă numele de metode energetice. În acest capitol 
se studiază modul de calcul al deplasărilor şi deformaţiilor, în sisterne static 
determinate, prin metode energetice. În capitolul următor 
metodele energetice se vor aplica la studiul sistemelor static nedeterminate, 
iar ulterior, la probleme de stabilitate. 
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În prealabil, se vor stabili expresii generale ale energiei de deformaţie, 
tuneţie de eforturi, pornind de la relaţiile obţinute în capitolele 2, 5, 7 


b, EXPRESIILE EAERGIEI IN FUNCȚIA DE EFORTURI 


„. Pentru barele solicitate prin forță axială, moment încovoietor sau 
moment de răsueire, se cunosc expresiile, (2.19), (5.32), (7.20) ale energiei 
de deformaţie ; ; 


j Mda , " Mda, Mda 
, 2g4? $, 2BI ? j, 261, 


Ultima, relaţie se serie, pentru bara cu secțiune de formă oarecare, 


pi td, 
i, 261, 


În mod analog se stabileşte o expresie a energiei de deformaţie acu- * 
mulată, datorită forțelor tăietoare : 


i 2 
v=j pL*de 
p 264 


unde k& este un coeficient care ţine seama că eforturile unitare r nu se 
distribuie uniform pe secţiune. Valoarea acestui coeficient pentru o anu- 
mită formă de secţiune se poate stabili pornind de la formula lui Juravski. 
Pentru dreptunghi, k = 6/5, iar pentru cere, k = 10/9. 

Ca, urmare, în cazul cel mai general de solicitare, energia de deforma- 
ție acumulată de o bară dreaptă este 


2HA PEYI 2BI 1, 201 


Evident, dacă M, și Z au componente pe ambele axe din secțiune, 


* expresia (12.1) ia forma mai generală 


mza 
+ 


Nda e „ Tde Tă2 
NR E pn : 
j 2BA H “ 984 +, ? oGA zi 281, 


2 A 2 - 
Mdz | Mda (10.2) 
Lă 


că j 281, 281, 
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Pentru bara curbă, elementul infinitezimal dz se înlocuiește prin ds. 


Pentru un sistem de bare, se face însumarea integralelor 


N2ds 72 ds 72 ds M2âs 
Y = A EA L/ z Li 
5) sea 24) Y ii | i Fry aie 2 FI TARI 
Mas M?ds 
Pâine catel , 10.3 
tă j 2B1, tă j 261, € ) 


unde integralele se înțeleg de-a lungul fiecărei bare, iar însumările pentru 
toate barele. De menţionat; că atunci cînd, expresia analitică (ecuaţia) a 
unui efort; se schimbă pe diferite intervale ale unei bare, integrala se 
înlocuieşte printr-o sumă de integrale cu limitele corespunzătoare inter- 
valelor. . 

În aplicaţiile practice, nu se folosește expresia generală a energiei 
sub forma relaţiilor de mai sus, deoarece: A 

— de cele mai multe ori unele dintre componentele eforturilor sînt 
nule; E 

a energia acumulată prin unele solicitări este cu totul neglijabilă 
faţă de cea datorită altor solicitări ;'de exemplu, energia datorită forţelor 
tăietoare este de obicei neglijabilă ; cea datorită forțelor axiale este negli- 
jabilă faţă de cea, datorită momentelor încovoietoare etc. ; 

Prin urmare, la barele solicitate la eforturi M,, T, VW, de obicei se 
ia în considerare numai energia de încovoiere. 


e. EXPRESIILE ENERGIEI ÎN FUNCȚIE DE DEFORMAȚII 


Uneori este necesar să se exprime energia în funoţie de deformaţii. 
1, bara solicitată prin forță azială constantă, dacă se notează detformajia 
"în mod prescurtat Al = 3, se poate serie i 


Nade _ N _ Ne? BA  BA-% (10.4) 
) OA EA B242 2 2 : 
Pentru bara solicitată la, încovoiere, folosind relaţia, 
2, 
diaa a; 
dz? 
expresia energiei devine 
M2 245 N2 
U | AA | II ( -) da. (10.5) 
, 281 2 da? 
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2. LUCRUL MECANIC AL FORȚELOR EXTERIOARE 


Să presupunem că asupra unei bare drepte se aplică o forță de întin- 
dere, 2 cărei valoare creşte progresiv de la, zero pină la P. De asemenea, 
considerăm că relația între forța P şi lungirea corespunzătoare Al=8 este 
liniară, adică se poate serie - î k 

PL 
56 — 


BA 


= hP. 


Conform definiţiei din mecanică, luerul mecanic elementar al unei 
torţe P, corespunzător unei deplasări dI a punctului de aplicaţie, este 


aL = B- di = P- dl cos a, 


unde « este unghiul între direcția, forței și cea a deplasării. În cazul barei 
solicitate la, întindere, cos «a = 1, iar dI = dă, așa că se poate serie 


dL=.P-d5 = P-hdP. 


Prin integrare, rezultă 


i P 2 
: r=j „p-ap = BP P8. (10.6) 
d 2 2 , 


Relaţii de această formă se pot serie și pentru ale solicitări simple. 
Astiel, la, bara din figura, 10.1. momentul încovoietor este constant și ener- 
gia acumulată este 


_q Mde _ MA 
j, 2HI 2BI 


La rîndul său, unghiul în capătul liber al barei este 


_ Mad 
ZI 


ceea, ce face ca lucrul mecanic al cuplului exterior M, să se scrie 


Moe. 
2 


(10.7) 


Analog, pentru. bara din figura, 10.2 se poate serie 
M = — Pa 
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i 272 î. 
| Pa da ala fete 
o 287 6EI „BEI 
i posete 
2 


Fig. 10.1 Fig. 10.2 


Dacă asupra unui arbore se aplică un cuplu exterior de răsucire MM, 
care produce o deformație Ag, lucrul mecanic este 


a Mat Ae. 
2 


L (10.9) 


În consecinţă, în toate cazurile în care relaţia între forţa sau cuplul 
exterior şi deformația corespunzătoare este liniară, iar aplicarea sarcinii 
se face statie, lucrul mecanic al forței exterioare — egal cu energia de defor- 
majie acumulată — are o expresie de forma (10.6) — (10.9). 

Astfel de expresii se interpretează grafic prin suprafaţa triunghiului 
OAB din tigura 10.3. ai 

A în cazul cel mai general, cînd forţele, cuplurile şi deplasările sînt date 
prin proiecţiile lor pe axe, lucrul mecânic al forţelor exterioare are expresia, 


1 
L = = V(du + Foot 2) + 5 YM + Meu + Mzq2). (10.10) 


w|= 


Trebuie observat că existenţa, unei relajii liniare între forţa exteri- 
vară și deplasarea corespunzătoare nu este acelaşi lucru cu relaţia liniară- 
între eforturi unitare și deformajii specifice (legea lui Hooke). 


3. TEOREMELE RECIPROCITĂȚII LUCRULUI MECANIC ȘI DEPLASĂRILOR 


Se consideră că asupra unui corp elastic se pot aplica două stări . 


succesive de solicitare, produse de două grupe succesive de sarcini., 


Aplicînd asupra corpului prima, stare de solicitare, punctele de aplicație 
ale forţelor suferă deplasări, deci forțele produc lucru mecanic, iar corpul 
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acumulează energia In. Cei doi indici identici arată că este vorba de lucrul 


„mecanic, datorit forţelor din prima stare de solicitare și deplasărilor din 


prima, stare. Pe corpul astfel deformat se aplică a doua grupă de forţe, 
deci & doua; stare de solicitare, care cauzează a doua grupă de deplasări. 
Ca urmare, forţele din a doua stare pro- 4 

duc, corespunzător deplasărilor produse 
de ele, lucrul mecanic Lao. În âcelaşi tirip 
însă, forţele din prima stare, care se aflau 
aplicate pe corp, produc, daiorită deplasă- 
rilor produse de a doua stare, lucrul me- 
canie Lya. În total, după aplicarea celor 
două stări succesive de solicitare, energia 
acumulată de corp, egală cu lucrul me- 
canic al forțelor exterioare, este 


4.8 
fiu fig A Ta dr 


Schimbînd ordinea de aplicare a sar- - Fig. 10.3 
cinilor — deci începînd cu 2, doua şi apli- 
cînd același raționament, rezultă lucrul mecanic total 


La + La + La 


„unde Las este lucrul mecanic daiorit forțelor din a doua stare și deplasărilor 


produse de prima. , 
Bate evident că lucrul mecanic total este acelaşi, independent de 
succesiunea aplicării sarcinilor, ceea ce duce la relajia, 


Lia = La. (10.11) 


Această; egalitate exprimă teorema reciprocităţii lucrului mecanic sa%% 
teorema, lui Beiti care se formulează asttel : dacă asupra unui sistem defor- 
mabil se aplică două stări de încărcare suocesive, lucrul mecanic efeciuat 
de forțele (și cuplurile) din prima stare cu deplasările (săgeți şi unghiuri) 
dim a doua este egal cu lucrul mecanic efectuat de forțele din a doua stare cu 
deplasările din prima stare de încărcare. 

Ca aplicaţie a teoremei reciprocităţii Iuerului mecanic, se va deter- 
mina, la bara din figura 10.4, a, săgeata la mijlocul deschiderii dintre 
yeazeme. În asemenea cazuri se ia drept primă stare de încărcare cea reală 
a, bazei, iar drept a doua stare. (fig. 10.4, b) se aplică o forță egală cu 
unitatea, în secţiunea unde wrimează a se afla săgeata. 

“În afara, celor două torţe (P și 1) bara mai are reacţiuni, care însă 
na produc lucru mecanic deoarece reazemele nu se deplasează, A : 

Tmerul .mecanie, al: forțelor din. prima stare — adică al forței P — 
cu deplasarea, corespunzătoare de la a doua stare este . . 


Za Po ini 


271 


Analog, îorța unitară de l a doua stare cu deplasarea, din dreptul ei 
de la prima stare dă 


La = — If, 


Fig. 10.4 


Semnele minus se datorese faptului că forța unitară s-a luat de sens 
contrar săgeţii f, ceea, ce face ca și o să tie de sens contrar lui P. Egalind 
cele două expresii, rezultă 


f= Po. 


La, rîndul său, săgeata v din figura 10.4, negativă, se calculează 
destul de uşor. Conttorm formulei (6.29), unghiul pe reazem este 


p 
16 57 


p=—L 


Cum consola este neîncărcată, în afara reazemului fibra medie defor- 
mată este dreaptă, deci 


a gta ba 
? 1621 
şi în consecinţă 
2, 
fi Pa Pa 
„16 E1 


În cazul cînd se caută unghiul de rotire într-o secţiune, în a doua stare 
de încărcare se aplică, în secțiunea respectivă, un cuplu egal cu unitatea. 

Mult mai importantă în aplicaţiile care vor urma este teorema reci- 
procităţii deplasărilor. 

Se consideră aceeași succesiune de încărcări ca la demonstrarea, 
teoremei reciprocităţii lucrului mecanic. De astă dată, se ia o bară simplu 
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rezemată la capete, ca în îigura 10.5, la care prima, stare de încărcare este 
formată din forţa P, aplicată în secţiunea, 1 (fig. 10.5, a). A doua;stare, 
suprapusă peste prima, este formată tot de o forţă P, aplicată î în Secția ea 
2, ca în sade 10.5, b. Se notează : 
— săgeata, în secţiunea 7, datorită primei stări de încărcare ; ; 
— săgeata în secţiunea 2, datorită primei stări de încărcare ; 
— săgeata în secţiunea, 1, datorită celei de-a doua, stări det încărcare ; î 
— săgeata, în secţiunea 2, datorită celei de-a doua, stări de încăr- 
care, 


Pentru prima, stare de încărcare, lucrul mecanic produs de forța P 
aplicată statie See) conform formulei (10.6), 


La = = 2 Poa 


După aplicarea, celei de-a doua stări, se adaugă lucrul mecanic, con- 
form figurii 10.5, b 
1 
oa + na = 3 Pra + Po 


Ultimul termen nu conține factorul 1/2, întrucit forţa, P din secţiu- 
nea, 1 se află pe grindă şi parcurge, cu întreaga sa intensitate, drumul 


Fig. 10.5 


Via. Ca urmare, la finele stării a doua, energia totală acumulată de bară este 
1 1 
= Post = Poaa + P oa. 
2 ut Piu: + E Ora 


Schimbiînd succesiunea stărilor de încărcare şi egalind energiile, se- 
ajunge la exprimarea teoremei reciprocităţii sub forma 


Pose = Pa 
respectiv 
Da2 = Pa: (10.12) 
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Relaţia (10.12) poartă numele de teorema reciprocităţii deplasărilor 
sau teorema lui Maawell şi se interpretează, în baza figurii 10.6, astiel : 
deplasarea produsă în secţiunea 1 a unei bare cînd o forță oarecare este apli- 
cată îm secțiunea 2 este egală cu deplasarea produsă în secțiunea 2 cînd 


Fig. 10.6 


aceeași forță calcă în secțiunea 1. Ambele deplasări sînt măsurate pe direc- 
viile forţelor respective. , 
Întrucât în relaţia (10.12) mărimea forţei Pa dispăruţ, aceasta poate îi 
luată egală cu unitatea, iar teorema se mai numeşte . și teorema recipro-. 
tăţii deplasărilor unitare : de- 
plăsarea, produsă în secţiunea 
1 a unei bare, pe direcţia for- 
ţei care se va aplica în acea- 
stă secţiune, de către forţa 
unitară aplicată, în. secţiunea 
2, este egală cu deplasarea pro- 
dusă în secţiunea 2 de forţa 
-unitară aplicată în secțiunea 7. 
4. STUDIUL DEPLASĂRILOR 
? PRIN METODA 
MOHR —MAXWELL. METODA 
DE INTEGRARE 
A LUI VERESCEAGHIN 


Se consideră bară, din fi- 
gura 10.7, solicitată printr-un 
sistem oarecare de torțeapli- 
; cate de-a lungul axei sale şi 

Fig. 10.7 i „se caută deplasarea pe direc- 
; e i N ţia axei a unui punct oare- 
care, de exemplu a capătului B. Problema se poate rezolva pe baza, teo- 
remei reciprocităţii lucrului mecanic. În asemenea cazuri se ia ca primă 
stare încărcarea reală a barei (fig. 10.7, a), iar ca stare secundă se aplică o 
forță egală cu unitatea, în secțiunea şi pe direcţia deplasării căutate 
(fig 10.7, b). : i 
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Asupra unui element infinitezimal din bară, dz, acţionează, în prima 
stare, forța axială N (fig. 10.7, c), iar în a doua stare o îorţă axială n (fig. 
10.7, d), care în cazul de faţă este egală cu 7 (neglijind greutatea proprie) 
dar în cazul general areo valoare oarecare n. Se va exprimaluerul mecanic 
AL, pentru elementul dz. Acest lucru se datorește forței N de la prima, 
stare şi deplasării produse de forța 1 de la a doua stare, care se poate scrie 


Ada) = me, 


Ca, armare 


Nu 


ADs = N Ade) = do. 


Integrind această expresie pentru întreaga bară, vezultă, 


n. 
BA 


dz, 


Lie =ţ 


unde N este forța axială într-o se- . 
ețiune curentă datorită încărcării 
reale a bazei, iar n forța axială 
în secțiunea curentă, datorită sar- 
„cinii unitare aplicată în punetul 
şi pe direcţia deplasării căutate. 

Se va serie acum lucrul me- 
cani La. Conform figurii 10.7, a 
şi b, acest lucru mecanice este 


Lu =1:5=3. 
Aplicînd teorema, reciprocită- 
ţii rezultă 


Nu 
5=——da.: (10.13 
aa dz (1018) 


În mod cu totul analog se 
poate aplica, teorema, reeiprocită- 
ţii la o bară solicitată la încovo- 
iere (fig. 10.8). Prima stare de în- m m 
cărcare este cea reală (fig. 10.8, a) p 
şi ei îi corespunde diagrama de mo: Li ( sal] și ( ) 
mente încovoietoare M. Dacă se de 
caută săgeata în secţiunea 7, la 
distanţa da de reazem, a doua 
stare de încărcare este cea din figura 10.8, c, cu forţa unitară aplicată în 
secţiunea considerată şi pe direcţia săgeţii căutate. Ei îi corespunde dia- 
grama de momente din figura, 10.8, d. Asupra unui element de lungime 


Fig. 10.8 
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da din bară, din prima stare acţionează cuplurile M, iar din a doua, cuplu- 
rile n. Cuplurile m din a doua stare produc un unghi de rotire 


m 
Ag 
7 pr We 


iar lucrul mecanice dl, este 
"Mm 

d[i, = M-A = ——da. 
12 9 ZI 

Pentru întreaga bară, rezultă 


Lp = | op dA: 


Conform desenului, se vede că 
Iu =1:8=ă 


ceea ce duce la expresia deplasării (săgeţii) 


(10.14) 


Relaţiile (10.13) şi (10.14) sînt forme particulare ale teoremei Mohr- 
Maawell pentru calculul deplasărilor. i 

În cazul cel mai general, cînd aplicarea forţei unitare în secţiune şi 
pe direcţia deplasării căutate poduce eforturi n, £, 7 m, expresia 
deplasării devine 


Na. 7 Mun, Mem, 
dî= —d h d da + dz, (10.15 
j BA aj GA a, FI; H, ET Pi aia 


unde n, î, Ma, mu sînt, respectiv, forța axială, forța tăietoare, momentul 
încovoietor şi momentul de răsucire produse de sarcina unitară într-o 
secţiune curentă. Analog, pentru bara curbă se înlocuieşte elementul 
infinitezimal dz prin ds. 

Dacă, se caută deplasarea unui punct al unui sistem de bare, drepte 
sau curbe, se însumează integralele de mai sus pentru toate barele 


Nu Ti „a (Mm M,m, 
3 ds 4 2 ds 4 ds - ds. (10.16 
> far) ga det far A (4016) 


Relaţiile (10.15) şi (10.16) se reduc la forme mai simple atunci cînd 
efectele unor eforturi, sînt neglijabile în comparaţie cu ale altora. 
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Așa, de exemplu, în barele solicitate la încovoiere se neglijează ener- 
gia, datorită forţelor axiale și tăietoare, ceea ce conduce la expresia depla- 
sării i 
Mm 
BI 


dz. (10.17) 


3= 5 


De asemenea în. sisteme de bare cu zăbrele, la care eforturile W, n 
sînt constante în lungul unei bare, expresia deplasării devine 


ae » Nin 
5 Ba, 


le (10.18) 


Observaţie. Calculul prin metoda Mohr- Maawell nu dă semnul depla- 
sării. Atunci cînd deplasarea rezultată din calcul este pozitivă, înseamnă 
că ea are sensul forţei unitare. Semnul deplasării rezultă din sistemul 
de axe folosit. De aceea, este comod, de cite ori este posibil, ca sensul forței 
unitare să fie ales acelaşi cu al deplasării. 

efectuarea, integralei (10.14) — ca şi a tuturor celor similare — 
apare produsul a două funcţii, M(z) şi m(2). Ultima dintre ele este, pentru 
bare drepte, o funcție liniară, fapt care permite elaborarea unui metode 
comode de integrare, grafico-analitică, datorită lui Veresceaghin. 

În figura 10.9 s-a reprezentat; diagraina M, de tormă oarecare, şi dia- 
grama m, liniară, Considerînd rigiditatea barei EI constantă, trebuie 
să se efectueze integrala 


ţ Mmds. Diagrama H „Max 
Conform desenului se i el 
poate scrie i 


Elementul de arie al dia- 
gramei M este 
dA = Mda. 
Cu aceste notajii, inte- 
grala devine 


(az -m = Șa4 -ote a = 


aaa 


Diagrama m ji NE 


EA 


Fig. 10.9 


=tg aţoda = tg a-dA, 
unde A este aria totală a diagramei M. Se observă că 


dig a = Yo 
Ceea, ce duce la expresia 


jum da = A-ye. (10.19) 
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Deci pentru efectmarea integralei (10.19) se înmulţeşte aria întreagă 


a diagramei M cu ordonata yc pe care o are diagrama liniară m în dreptul: 


centrului de greutate al primei diagrame. 
Acolo unde diagrama m este formată dintr-o linie îrîntă, relaţia (10.19) 
se aplică pe intervale, făcînd însumarea 


$ uni da = ŞI Ave 


unde i reprezintă numărul de segemente de dreaptă care formează, dia- 
grama m. 

De notat că dacă vreuna din diagramele din figura 10.9 trece prin 
zero, deci schimbă de semn, regula Ii Veresceaghin se va aplica, de aseme- 
nea, pe intervale. - 

Pentru un calcul ușor al relaţiei (10. 19), pentru câteva forme curenţe 
ale diagramei M se dau rezultatele în tabelul 10.1. 

În consecință, Qeplasarea, căutată are expresia, 


3=5 22 Au. (10.20) 


Aplicarea practică a, metodei Mohr-Manuwell, la o grindă solicitată la 
încovoiere, va fi făcută pe exemplul din figura 10.10 : la bara încastrată, 
încărcată cu sarcina uniform distribuită p, se vor calcula săgeata, în 
capătul liber, pnghiul fibrei medii deformate în capătul liber și săgeata 
în mijloc. 

În prealabil, se construiește diagraina reală e momente M din figura 
10.10, d. Într-o secţiune z, măsurată de Ja extremitatea din dreapta, 
momenţul este 


M = — pa?f2. 
Pentru calculul săgeţii în capătul liber, se aplică aici forța unitară (fig. 
10.10, c) şi se construieşte diagrama 7n (fig. 10.10, d), care, într-o secțiune 
oarecare, are 


m —lra=—g 


Se aplică relaţia (10.14), observînd că 
pe toată lungimea barei 


cap [oo 


ă funoţiile u și m sînt aceleaşi 


Li 


Expresiile integralelor $ Mmăâx 


[1] 


Tabelul 10,1 


. Diagrama m 
700 
Diagrama M PI 
; Puii 2 [ă Li 
„2 DN E Ia z 
. ui Lab LE 
TB = i-si Aula + înh) 
LL 
th 2 1. 
“IM că > g heh ho 
Li , 
i 
, a i _ — T2(hols E Pahg)-+ 
4 | metro | ptehip | ee 
N + îishg + habs] 
_ Parobelă de gradul II i 
If, If, II: 
În POE fa ici e Gea + te 
E 
Paraboli degradl 
i fat DA 1 
fa i fa a Gh + î) 
Z —_ 
e grec” 
Parabelă e greoul ZI dft, ft ip 
z Z Ic (ls + he) 


Paratolă degradul Z 


Dau 
D il is ll ci 


i 
S h(2hp + ke) 


i Ă 
2. ah + k2) 
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1 . 
stu + Aha lea) 


Cu ajutorul teoremei lui Veresceaghin, ştiind că centrul de greutate 
al parabolei se ailă în poziţia notată, pe desen, rezultă, 


1 pb. pb 3 
pg | Ri jo DE e 
3 ( =) ga 7 
PPR IN PIE Se 
EI EI 6 4 SEI 


Se vede că pe ambele căi se obţine 
acelaşi rezultat. 

Pentru calculul unghiului în capătul 
liber, se aplică aici un cuplu egal cu uni- 
tatea (tig. 10.10, e) şise construiește dia- 
grama m din figura 10.10, f. Cu ajutorul 
celor două diagrame, aplicând regula, hui 
Veresceaghin, rezultă 


1 
3 = pi = 4= 
za pb (2 pb. 
BI .) 6 BI 


S-au regăsit; rezultate cunoscute din 
capitolul 6. 

Pentru săgeata în mijloc, se aplică 
forța unitară ca în figura, 10.10, g. De 
astă dată diagrama, m axe ecuaţii diferite 
pe cele două intervale, aşa că se poate 
serie : a 
intervalul 1—2: 


M = — pa?]2; m=0; 


0sz sl; 


Fig. 10.10 
intervalul 2—3 : 
[/ LU 
M= — pa?]2;, m 1(2 2) i aa 


În asemenea cazuri, trebuie dată, atenţie modului de măsurare a vari- 
abilei « şi ca, urmare, limitelor de integrare. Cum pe intervalul 1—2 mo- 
mentul m este nul, rămîne numai expresia 


3=9 ţ cat (2-2) P ţ (2 Tie 
2 dn 2 2] EI 281) 2 
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17pk 
192 EI 


Pentru săgeata »,, se putea aplica şi direct relaţia din tabelul 10.1: 


PP 
i) TU 0 
E 4 3 


PROBLEME 


"10,1. La bara din figura 10,41, să se determine unghiurile pe reazeme, g;, ep, prin metoda 
Mohr-Maswell. 
Se construiește diagrama M, precum și diagramele m, datorite cuplului unitar, aplicat 
pe un reazem, respectiv pe celălalt. 
Diagrama M are suprafaţa 


Mal 
2 


A 


Se determină cele două unghiuri 


Fig. 10.41 


Se regăsesc rezultatele date de formulele (6.21). Este de subliniat faptul că nu apare din 
calcul semnul. negativ al unghiului q. S-a obţinut pentru ea o valoare pozitivă, ceea ce arată 
că unghiul este de același sens cu cuplul unitar aplicat pe reazemul 2. Conform convenției 
stabilite, acest unghi este negativ. 

10,2, Să se determine săgeata în capătul liber la bara cu consolă din figura 10,12. 
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Se desenează diagramele M şi m. Pentru. porțiunea parabolică a diagramei -M, aria este 
1 paz 


Azi 


3 2 


3 
iar centrul de greutate se află la A de la capătul 3. Se aplică relația (10.20) pe intervale 
1 1 a2 2 1 2 3 a 
[ai a = ae 
EI 7 


223 gaz 
10.3. La grinqa cu zăbrele din figura 10.13, se cere să se determine deplasarea pe verticală 
a nodului 6, dacă toate barele au aceeași rigiditate EA. 
Se determină întîi eforturile din bare, conform schemei reale de încărcare din figura 10.13,a 


Na > Na = —2P; Neg = 2P; 


Scriind echilibrul nodului 3, rezultă 


Lă 


(41 + 3a). 


Nas = Na =0. x 


P+ Na+ NyPî=0; 
2 


2 
P 2e P Mali a, =0 


Nas = — VăP + Nu) = — Văp - 2P) = V2P 
2 
PE CI at —p 
2 A 
Nas = N = — Pi Nas = Nu = V2P. 


În mod analog, în baza schemei din figura 
10.13, b, se determină eforturile n din bare: - 


pă 


Hg E Na = ai Tae 23 Pas > 0; se = 0. 


Se scrie echilibrul nodului 3 


V2 Vă 


n, — Nas = 0; — Nas + has =0 
aa p) 36 2 36 35 


sa Vă 
Nae = — Vâna = zi 
: V2.. 1 
ă i Pag E ha = — 33 
Fig. 10.13 i 2 2" 
„Va 1 
se > he = o i i Bitu Mm 


Se aplică retaţia (10.18) pentru toate barele, ţinind seama că diagonalele au lungimea Va 
şi lăsînd la o parte pe acelea la care N sau n este nul: . 


Naofla3 Nashas Nashas 
2 +2 [A ls: 
3 BA |n + Ba. e + Ba 836 
2 1 1 Va 3 
8= 2p-—: 7 sali “a + V2pe *V2a | +.V2 
| iat z a 3. rea] (Ș+ : 
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10.4. La cadrul din figura 10.14, a, format din trei bare identice, se cere să se calculeze 
săgeata orizontală f, și unghiul de rotire ș, în secțiunea unde se aplică forţa P. 


Fig. 10.14 


Pentru calculul săgeţii prin metoda Mohr-Mazwell se aplică sarcina unitară în figura 
10.14, c şi se construiește diagrama m din figura 10.14, d; Se găsește 


Pe 2 pa 2 5pLe 
f= 235 Ayo = 


pe 2) ar 
Pentru calculul cad [ll servesc igsie 10,14, e și 10.14, f 


2 3 


PE PL 2PE 
dă Da Ei + pa. ari : 
"A Ayo | 3 14 PE-1 )- ZI 


10,5, La bara în tormă de stert de cerc (fig. 10.15), se cere să se determine, în punctul de 
aplicaţie al forței P: deplasarea v pe direcția forței, deplasarea hi, perpendiculară pe direcția 
forței, şi rotirea 8, - 

Într-o secţiune oarecare g, momentul încovoietor este 


p == — PR sin e. 
Pentru deplasarea o, forţa unitară, de aceeaşi direcţie cu P, dă 


m = — Rsinge. 


Se obţine 
n) me m PRI 
2 poa inaite in p- Râpa 3, 
d=ov ar), Mm ds = $, PR sin 9: Ring: R de RI 


Analog, folosind forţa unitară orizontală rezultă 
= — RU — cos); 


: A BR: 
PR sin e: R(1 — cos 9): Rde Fri — cos e 3 
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Unghiul de rotire se ajlă din relaţiile 


m=—1 


1 (20 PR? 
s=0= 270 PR sin e: 1: Rdq9 = 
EI) EI 


10,6. Barele din figura 10.16 sînt echivalente din-punctul de vedere al unei solicitări 
stalice, ele avind același diametru minim d. Să se compare energia de deformaţie pe care o pot 
acumula cele două pare, întinse cu aceeași forță N. 


Pentru bara cu diametru constant (fig. 10.16, a), energia este 


( Na  N2 


Pentru a doua bară, se aplică aceeași relaţie, pe intervale 


4 1 
Na N2—i 
5 5. 


ii Ne 
D= oa | BA SEA 


Se vede că a doua bară, deși de volum mai mare, acumulează o energie mai mică. Rapor- 
tul celor două energii este 


Cum se va vedea ulterior, capacitatea de rezistenţă la șoc a unei bare depinde de energia 
de deformaţie pe care o acumulează. Rezultă că, din punctul de vedere al șocului, bara cu varia- 
ție de diametru este inferioară celei de diametru constant. a 


=; 


Fig. 10.15 : Fig. 10.16 


10.7. Inelul din figura 10.17, avînd secţiunea circulară, de diametru d, este tăiat și acţio- 
nat în cele două capete de către forţele P, perpendiculare pe planul său. Se cere să se determine 
distanţa f cu care se depărtează punctele de aplicaţie ale forţelor P. 
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Dacă forța este aplicată în punctul A, într-o secţiune oarecare B, determinată prin unghiul 
«, se produce un moment perpendicular pe planul iormat de forţa P și linia AB, deci dirijat 
pe linia BC, avînd mărimea - 


Lă 
M=PrAB = APR 5in 


Fig. 10.17 


Acest moment se descompune, în secțiunea B, într-o componentă M; aflată în planul 
secţiunii, deci dirijată pe raza OB (moment încovoietor), şi o componentă M, pe tangenta la: 
cere - 


M, = 2PR sin > cos = PR sin o 


M, = 2PR sin? 2 = PRU — cos a). 


În calcului de mai sus, s-au iuat forţele situate deo parte a secţiunii (intre A şi B), deci. i 
nu interesează cum este rezemat şi încărcat arcul mai departe: Acesta este motivul pentru care: > 
s-a reprezentat arcul ca și cînd ar fi încastrat în C. Ecuațiile stabilite sînt valabile pentru între- 
gul arc, adică 0 ss as 2r. E, 

Pentru a alla săgeata f, în locul forţei P se aplică sarcina unitară, Se obţin relaţii analoge 
pentru momente ui 


m; = R sina; m = R(L — cos). 
Expresia deplasării este 
270 2 


« 1 1 
3= = za) „PR sin «- R sina: R da + ci $ PR(1 — cos a): R(L — cos o)R da 
EI Jo Gl Jo 


PR: (* PR (* 1.3 
f=2 [ ţ sin2a da + ţ (1.— cos 0)? a] = nPR (3+ e E 
EI d Go EI  Glp 


'Ținind seama că /p = 21, se mai scrie 


PR? 3E 
n) 


EI 2G 
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şi, în baza relaţiei 


se poate scrie 


10.8. Bara cotită din figura 10.18, formată din trei bare, de lungimi a, b, e, toate cu aceeași 
zigiditate EI (după ambele direcţii principale) și Gia, este încărcată în capătul liber cu forțele 
P şi Q. Se cer deplasările în capătul liber, pe direcţiile cetor două forțe date. i 


7 


A | Mm ai) m Li Mia * 
da : 
LĂ 


Fig. 10.18 
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Pentru rezolvarea problemei, se alege un sistem de axe ca în figura 10.18, acelaşi pentru 
toate trei barele. În acest fel, la bara 1—2: momentul de răsucire este M,, la 2—3 este Ma, 
iar la 3—4 este My. În ce priveşte momentul încovoietor, în general el are două componente, 
după cele două axe din secţiune, S-au reprezentat pe desen diagramele M+, cu cele două com- 
ponente, şi M,. Ă 

Pentru calculul deplasării pe direcţia forţei Q, se aplică în capătul liber forța unitară, 
paralelă cu Q și se construiesc diagramele may, mm» 

Analog, pentru deplasarea pe direcţia forței P, se folosesc diagramele insp şi mp2. 

Se va calcula întii deplasarea pe direcţia forței Q, folosind diagramele M, cu ms, și Me. cu 
mg. Așa cum se arată pe desen, pe fiecare bară, variabila curentă, purtind notația axei cu care 
este paralelă, este cuprinsă între zero şi lungimea barei : de exemplu, la bara 1—2, variabila 
este 0Oszsa. 

Ținind seama că unele componente ale lui mg sau my sint nule, deplasarea căutată este 


b ră ] 


1 [e :, 1 
89 ir [$ Mama d2-+ | Mama Ax 4 ţ Mama dy + | Aemzău | + az $ Memdă. 
T LJo o o o Ia Jo 
Calculul se face comod cu metoda lui Veresceaghin 
. 1:| Qa2 2a 9 25 Qb + Qb+ Pe 1 i 
Li) 3 d n - b+.Qac-.a ba 
o [e gat E e- bk-Qae-a | + o. Qa 
1 [la wi Pc?b Qa2p 
do = = — FA be + 02 | + =. 
9 pr E pe :) 2 | Gig | 


| În mod analog, deplasarea pe direcţia forței P se obţine cu ajutorul diagramelor AM; cu 
mia Și My cu Ma SR: 


1 [Pa 2a e Pa 2e 1 . 
= | + pa: pe [pe Pacva. 
5 [= gt te at Qheka = aa Bacia 


În paranteza mare, ultimii doi termeni se referă la suprafaţa trapezoidală M,, care a fost: 
înlocuită printr-un dreptunghi şi un triunghi, cărora li s-a aplicat regulalui Veresce aghin. 
Făcind calculele, rezultă Ă 


Ă 3 =: 1 p aă 3 a2 că Qc2 Pa2c 
= — —+a . . 
PE 3 sto | az 


În cazul în care lungimile barelor sint egale, rezultă” 


3 a 594 ilpli “o; a a 5.5 1 ser pa 
"%* za 2 ra 9: %-srisPtra0|to 


Dacă există numai P sau numai Q, în relaţiile obținute se anulează cealaltă forţă. 


5. TEOREMA LUI CASTIGLIANO 
Un corp elastic este solicitat de un sistem de forțe P., P,,...; P,indepen- 
dente una de alta. Corpul este astfel rezemat; încât nu are deplasări cinema 
ţice, ci numai deplasări elastice. Teorema lui Castigliano permite să se 
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calculeze deplasările punctelor de aplicaţie ale 
fortelor pe direcţia forţelor (proiecţiile pe dir-eţiile forţelor ale depla- 
sărilor punctelor de aplicaţie ale acestora). 


„___Bucrul mecanic al forțelor exterioare se transformă în energie poten- 
ţială de deformație U a corpului elastic. Dacă se dă uneia din forţe, 
de exemplu P,, o creştere dP,, energia, potențială variază cu 


deci creşte, de la U la 
(10.21) 


A Să aplicăm cele două, serii de forțe în ordine inversă. La început; se 
aplică forţa, dp, sub efectul căkeia se produce o deplasare (pe direcţia 
forţei) dă, iar energia potenţială acumulată este i 


1 ap,- d, 
2 


Dacă se aplică apoi sistemul de forțe P,, P,, ..., Pu, care este inde- 
pendent de d.P,, corpul acumuleuză o energie U datorită lucrului mecanic al 
acestor forțe ; în același timp, pe direcţia forţelor P,, respectiv dP,, siste- 
mul de forţe produce o deplasare 3,, deci forța dP, produce lucrul mecanic 


dP,- 8; 


Acest; termen nu este afectat de factorul = întrucît în timpul aplicării 
forţelor Pu „+3 Pa forța dP, se găsea pe corp şi a rămas invariabilă. La, 
finele aplicării grupului de forțe, energia acumulată de corp va fi 


d 
APed8, + U + ducă (10.22) 


Bgalind: cele două expresii ale energiei (10.21) şi (10.22) şi neglijind in- 
finitul mic de ordin superior -. d.P,:d5, rezultă, 


9 
35; dPp= dP,: 8; 
respectiv 
â = Ea 10.23 
= ap; (10.23) 
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Expresia (10.23), reprezentind o formă a teoremei lui Castigliano, se 
exprimă, astfel : deplasarea de direcția unei forțe exterioare P, este egală cu 
derivata parţială a întregii energii de deformaţie a corpului în raport cu 
mărimea forței P,. i 

n mod analog, dacă în loc de o forță P, raționamentul se face în 
raport cu un cuplu M,, se atlă unghiul de rotire al axului cuplului 


PE dU . 
2u, 


3, = e (10.24) 


__ "Peorema lui Castigliano poate fi aplicată la orice solicitare. În cazul 
solicitărilor compuse, se va, ţine seama de faptul că unele componente ale 
energiei sînt neglijabile. i 

“Peorema lui Castigliano măsoară deplasarea pe direcția unei forțe exte- 
rioare. Această deplasare poate fi uneori identică cu deformația (de exem- 
plu, la încovoiere; deplasarea în dreptul unei forţe normale pe bară 
măsoară, săgeata barei), alteori este legată de deformaţie prin anumite 
velaţii geometrice (deplasarea unui nod al unei grinzi cu zăbrele). 

Se va, serie, mai jos, forma explicită de aplicare a teoremei lui, Casti- 
gliano la: solicitările simple. : 

Pentru bara dreaptă solicitată la întindere, prin o forţă exterioară P, 
energia este i , 

___PA 


“oa! 


iar deplasarea, adică lungirea barei este 


_90P BA 


Se regăseşte expresia cunoscută a lungirii unei bare. 
Pentru o grindă cu zăbrele, se scire întii expresia 


I=y Năla 


(10.25) 
T 28,4, 


şi apoi se aplică relaţia (10.23). 

“Trebuie subliniat că, spre a putea deriva în raport cu o anumită forță P, 
a. sistemului, aceasta, trebuie să apară explicit în edpresia energiei. Atunci 
cînd asupra sistemului acţionează mai multe forţe, cu notații smilare sau. 
identice (cum sînt forțele P şi 2P din fig. 10.13), şi se caută deplasarea, 
în dreptul uneia din ele, este necesar ca în prealabil acea forţă să fie notată 
cu un simbol diferit de celelalte, pentru ca ea să apară independent în 
expresia energiei. După efectuarea derivatei (10.23), se poate reveni la 
simbolul iniţial. Cele arătate se referă, la orice fel de solicitări. 
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Pentru bara; solicitată; la răsucire prin un cuplu exterior constant Mo, 
energia de deformaţie este i 


! Mda MU 
= Pare 009 

$, 2014 2GIs 
iar unghiul de răsucire este 


30 _ Ma 
Înca 


OM Ga 


adică se regăseşte, de asemenea, o expresie cunoscută, 
La; bara solicitată, la încovoiere, derivata cerută de relația (10.23) se 
aplică, sub semnul integrală din expresia. 


jar 


a energiei de deformaţie. Se găseşte deplasarea în dreptul și pe direcţia 
unei forţe P, i 


L-d 


da. i (10.26) 


SE 30 _1 | u 2M 
92, 21), o, 
Analog, unghiul de rotire în dreptul unui cuplu exterior M, este 
1 2M 
== Udo. 10.27 
*e = Zar j ou, e. oa 


În relaţiile de mai sus, M este funeţia momentului încovoietor care 
trebuie exprimată şi integrată pe inervalele pe caze ea nu se modifică, 
iar P,, M, stat o forţă sau un cuplu exterior, 

S-ar părea că teorema lui Castigliano este imposibil de aplicat 
atunci cînd în secţiunea considerată nu există o forță exterioară. De 
exemplu se cere să se determine săgeata şi unghiul de rotire al fibrei 
medii deformate, în capătul liber al barei din figura 10.19, încărcată 
numai cu sarcina uniform distribuită p 

p Pentru a determina săgeata, se aplică în 
P Ia capătul liber o forță fictivă, P, = 0, care ser- 


Pp vește numai la exprimarea derivatei 3M/9Pe 
LA 7 din relaţia (10.26). Se serie momentul într-o 
secţiune curentă, i 
2. 
E e M = — PE — Poe, 
| Fig. 10.19 2. 
precum şi derivata sa 
2M Ă 
= —a 
Ă 9P,. . 
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după care se anulează P, din 'expresia lui M' 
M == — pat. 


Se obţine săgeta în dreptul forţei Pe 


PA “1 | "5M 1 (22 E i - pla 
0 


dz = | dădea = , 
BI 22 EI h 2 [:707 A 
deci se regăsește 'un rezultat cunoscut. | E PAR 
Analog, dacă.s6 caută unghiul e în capătul liber, se aplică cuplul 
Mo =0 şi rezultă Di ii 


2 i ea ză 2 
MU = pu Ma; Se 1; M 2, 
2 2Mo A 2 
“dd / 1 mp2 3 
N | ar 0M da 1 2% 1 pb 
BI d  0M , Bl) 2 ,: 6BI 


Mărimile fictive Py, Me se iau de același sens cu deplasările căutate, 
Pentru bare curbe, relaţiile de raai sus se menţin, înlocuind pe dz prinds. 


Se observă că derivatele 2, respectiv SU sînt identice cu ex- 


presiile momentului m, produs de sarcina unitară, respectiv de cuplul | 
unitar. Rezultă, că, teorema, lui Castigliano şi teorema: Mohr- Mamell sint; 
două moduri de prezentare ale aceleiași teoreme energetice. ! 


“4 


6.. ENERGIA POTENȚIALĂ COMPLIMENTARĂ 


La stabilirea teoremei lui Castigliano, s-a admis că există relăţii liniaire 
între sarcinile aplicate corpului elastic și deplasările punctelor de aplicaţie 
ale lor. Există însă și corpuri care fac excepție de la această regulă, În pri- 
mul rînd sînt materialele care nu ascultă de legea lui Hooke, la care. atât; rela- 
ţiile dintre etorturi unitare şi deformaţii specifice, cît şi cele dintre sarcini 
şi deplasări, sînt neliniare. În al doilea rînd, la anumite forme de corpuri 
tăcute din materiale care ascultă de legea lui Hookă relaţiile dintre sar- 
cini și deplasări sînt; de asemenea neliniare. Se consideră, în fig. 10.20 
o caracteristică neliniară P—3. Lucrul mecanic al forţei P, egal cu energia, 
potenţială acumulată de corp, se poate exprima prin aria hașurată 
din figura. 10.20, a ! 


= țP d. (10.28) 
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Se obișnuiește a se da numele de energie potenţială complementară 
mărimii reprezentată prin aria haşurată din figura 10.20, b 


[Ua = | 5-42. (10.29) 


Această [mărime vu are o 
semnificaţie fizică, dar introdu- 
cerea ei este utilă pentru cele ce 
urmează. 


10.20 s-ar măsura o şi e (mate- 

xial care nu ascultă de legea lui 

Hooke), expresiile celor două 
6 energii ar fi: : 


Te jeraerar; 


Fig. 10.20 Dc =ţ e-do-dYV. 
că V 
Dacă se diferenţiază relaţiile (10.28) şi (10.29), rezultă 

2U 

P=— : 10.30 
33 | jeta0) 
2Uo. 

5=—e 10.31 
3p (10.31) 


Prin urmare : derivatu parțială a energiei, de deformaţie în vapori cu o 
deplasare este egală cu forța aplicată ; derivata parțială a energiei complemen- 
tare în raport cu o forță, este egală cu deplasarea măsurată pe direcția forței. 
În felul acesta, s-a găsit; o expresie mai generală a teoremei lui Castigliano. 

Atunci cînd relaţia P — 5 este liniară, cele două arii hașurate din figura 
:10.20 sînt egale, deci Ua = U, ceea ce face ca în relaţia (10.23) să apară 
energia de deformaţie U, nu energia complementară. 


Se observă că, oricare ar îi traseul curbei P — 3 in figura 10.20, 


există relaţia 
Ua-+-U=P:3 (10.32) 


. 


în care P:8 este suprafaţa dreptunghiului definit de forța şi de deplasarea, 
finală. Folosind relaţiile uzuale pentru calculul lui U, pe baza relaţiei (10.32) 
se poate afla energia complementară Uc. 


PROBLEME 


10.9; Să se calculeze săgeata şi unghiul fibrei medii deformate în capătul 7 al barei din 
figura 10.21, încărcată cu forța P, și cuplul M,. 
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Dacă pe axele din figura, 


Scriind momentul încovoietor într-o secţiune şi aplicind teorema lui Casligliano, se găsește 


M = — M— Pas 
au 04 F 
9P, O? 0M 
1 pi su 1 NA îi Me A FA) 
= — — dr= = 2) zdz= — 
h= şi $, 22, EI $, ase oer * 387 
1 i CLS 1 Si i MU Pe 
i £, z= - 
ai =: $, a, O Br $, ct. EI * 281 


10.10, Să se determine aceleași deplasări de la problema 10.4, folosind teorema lui Casti- 
gliano (fig. 10.14). 

Pentru aplicarea teoremei lui: Castigliano, se 
ia originea în punctul 2 și se parcurge cadrul în sen- a ȘI 
sul 7, 2, 3,4. A : 


=) 


Ma = — Pr; Ms= — PU Ma P(— 2) 
9M, 2M, 9M, 
12 aia 28 Ii; E (72) 
2P 2P 9P i Fig. 10.21 


Li 


ți Vă 
== [$ (— P2)(—a) dz+ | PVC D aa+| PU— (1-2) e] 
(1] 0 


Pentru calculul unghiului, se aplică în capătul liber cuplul fictiv Mo = 0, care dă o dia- 
gramă de momente similară celei din figura 10.14, și se scriu derivatele parţiale 


Se găseşte unghiul 


d 


1 [e i ape 
2 = zi [ţ, P2) (—1)az4 $, PD) (—1) ax + fnu= a-sae]- sa 


10.11, La sistemul articulat din figura 10.22, format din trei bare identice, de secţiune A, 
să se calculeze cu cît coboară punctul 7 sub efectul forţei P. 
Se determină întii eforturile în bare. În nodul 1 există două eforturi de compresiune 


P 
Pot 2Np cos 30 = 0; Np=——: 


i Vs 


În nodul 2 există forţele arătate în figura 10.23. Ecuația de proiecţii pe orizontală este 


P 
Nas cos 60*-+ Nas = 0; Nas = — Naucos 600 ELI i 
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„Energia totală de -deformaţie este 4 a 
i dia Fi 3P21 
U = —— (N; N N) == 
SEA (Aia + Nas + NS) SEA 
Deplasarea punctului 4 pe direcţia forţei P va îi dată de teorema lui Castigliano 


dU __ 3Pi 
OP - 4EA! 


L/2i 


Fig. 10.22 - Fig, 10.23 
10,12, Să se calculeze deplasările pe orizontală și verticală ale bârei în formă de sfert 

de cerc cu rază mare de curbură din figura 10.24. 1 Ă 
Se aplică teorema lui Castigliano. Pentru a putea deriva separat momentul în raport cu 


forţele P și 2P, se notează, pentru început, forța 2P = Q și în acest caz momentul din încas- 
trare este : d 


A OM (9 PR: 


În secțiunea A, momentul încovoietor. are valoarea... 
M = Mo — QRsiuig+ P(R — Rcos e) = OR — sin ș) — PReos e. 


Dacă punctul P ajunge după deformaţie în -B”, deplasările sale pe verticală și orizontală 
fiind v și A, se poate serie 


1. (rhk a 2% E: om zi 
7 Ă 
A 256, 25“? ap SE 
1 0 om 2M 
“a M Rdg; RU — sin 9). 
27, Mag Pee: gg = Ru sine) 


Înlocuind momentul și derivatele sale parţiale cu expresiile respective, se obţine 


2 Săi 
v= zi) [QR( — sin e) — PR cos o]: (— Ros q)de 
EI J 


(QR( — sin o) — PR cos e]: RU — sin p)de. 
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Se revine la Q=2P 


PR3 (OP iai i Na ZA PR o.ois PE 
= 2 — 2 Sing — cos 0]: (— cos tt "ta = , 3 
ii ea Îi e i Pele Jzi az 3 
a PE OP erai Corraza câ ps Pai up Rt 
Z—— — 2 sin [ee -) Bă sin că ,, i 
EI ) is d a 2 “EI EI 


Cele două: deplasări sînt practic egale, 


Cum săgeata v a rezultat negativă, deci de sens contrar forţei P, deformația grinzii are 
loc ca în figura 10.25, punctul B ajungind în B'. - 


CAPITOLUL 11 
SISTEME STATIC NEDETERMINATE 


1. GRAD DE NEDETERMINARE 


În sens mai larg decit în mecanică, prin sistem static nedeterminal se 
înţelege acela la care nu se pot determina eforturile în toate barele, cu 
ajutorul ecuaţiilor de echilibru ale mecanicii teoretice. 

Sistemele de bare întilnite în construcţiile inginereşti pot fi, după mo- 
dul de solicitare şi aplicare a forţei exterioare, de două feluri : 

— grinei cu zăbrele (îig. 11.1, a și 11.1, b), formate din bare drepte, arti- 
culate la capete şi încărcate numai în noduri; 

— cadre, tormaie din bare drepte sau curbe, legate între ele în mod 
rigid sau articulat şi încărcate oricwa, ceea, ce face ca în bare să se 
producă eforturi N, Z 


Grinzile cu zăbrele Sint 4 Static determinate atunci cînd între numărul 


de noduri n Al de bare b există relaţia 
b=2n—3, 


Dacă b este mai mare decit valoarea dată de această relaţie, grinda 
este statie nedeterminată. Gradul de nedeterminare este 


N =5—(0n—3) (11.1) 


Prin urmare, grinda din figura 11.1, a, avind n = 6 şi b = 9, este sta- 
tic determinată, pe cînd cea din figura 11.1, d, cu acelaşi număr de noduri, 
dar cu două bare în plus, este dublu static nedeterminată. 

Un cadru este static nedeterminat exterior atunci cînd numărul de necu- 
noscute din reazeme este superior numărului de ecuaţii de echilibru din 
mecanică. În asemenea cazuri, gradul de nedeterminare este diferența 
dintre numărul de necunoscute şi cel de ecuaţii de echilibru. Cadrul plan 
din figura 11.1, o, solicitat prin forţe aplicate în planul său, are 5 necu- 
noscute în reazeme şi 3 ecuaţii, deci este dublu static nedeterminat. 

Cadrul din figura 11.1, d este statie determinaţ exterior, căci numărul 
reacțiunilor este egal cu al ecuaţiilor de echilibru. în schimb, el este statie 
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Fi. 1.1 


nedeierminal înlerior, căci are un contur închis, la care nu se pot determina 
eforturile N, 7, M. Cadrul închis din figura 11.1, e, fără reazeme, este, de 
asemenea, statie nedeterminaţ. La un astfel de contur închis (în plan), se 
poate face o secţiune oarecare (fig. 11.1, f), în care se introduc eforturile 
M, 1, N — notate aici cu X,, Xa, X, — care nu pot fi determinate din 
ecuaţiile de echilibru exterior. Rezultă că un contur plan închis este triphu 
static nedeterminat. Deci cadrul din figura 11,1 d este triplu static nede- 
terminat, , 

Prin urmare, la un cadru plan, gradul de nedelerminare este egal cu 
numărul neounoscutelor din reazeme plus de trei ori mumărul contururilor 
închise minus trei (numărul de ecuaţii de echilibru). 

Cadrul din figura 11.1, g este de 5 ori statie nedeterminat. 

Gradul de nedeterminare poajte fi micşorat prin. existenţa, articulaţiilor 
interioare. Astfel, la cadrul din figura, 11.1, h, există o 'articulaţie care leagă 
două bare. Dacă se secţionează conturul închis chiar în articulaţie, acolo 
momentul este nul şi rămîn numai două necunoscute static nedeterminate. 
Prin urmare, cadrul din figura 11.1, 7, este de 5 ori static nedeterminat. 
Cind în articulaţie se întilnese trei bare (fig. 11.1, î), gradul de nedeterminare 
scade cu 2 : cadrul din figura 11.1, î este de 4 ori statie nedeterminat; În 
general, dacă într-o articulaţie concură h bare, aceasta micşorează cu 
k —1 gradul de nedeterminare faţă, de regula generală. 

Cadrul din figura, 11.1, ş, cu 8 necunoscute în legăturile exterioare și cu 
un contur închis, este de 8 ori static nedeterminat. Se observă că bara din 
dreapta, este articulată de cadru, fără ca, articulaţia, să afecteze bara, verti- 
cală. Ca urmare, bara din dreapta fără forţe exterioare, este supusă numai 
la o la axială, deci legătura ei exterioară reprezintă, o singură necu- 
noscută, 

În spaţiu, numărul de necunoscute şi de ecuaţii crește în mod corespun- 
zător : încastrarea, are 6 necunoscute, un contur închis este de 6 ori statie 
nedeterminat, există 6 ecuaţii de echilibru. Ca urmare, cadrul din figura 
11,1, n, cu două picioare încastrate, este de 12 ori statie nedeterminat. 

Un caz simplu îl constiţuie barele drepte static nedeterminate, solici- 
tate prin forțe în plan. Bara din tigura 11.1, &, cu 4 necunoscute în reazeme 
și 3 ecuaţii, este simplu statie nedeterminţă ; cea din figura 11.1, 1 este 
triplu staţie nedeterminată. Grinda continuă Gin figura, 11.1, m, încărcată, 
numai cu forțe verticale, dispune numai de două ecuajii de echilibru. 
Avind 5 reazeme simple, ea este triplu statie nedeterminată. 

În mod curent, la cadre, barele verticale se numesc stilpi, iar cele 
orizontale, zigle. Dimensiunile și momentele de inerție ale acestora se 
notează, de obicei ca în figura 11.1, e. : 


2. SISTEM DE BAZĂ 


Literatura, tehnică cunoaşte diferite metode de rezolvare a, sistemelor 
statie nedeterminate. Principial, toate metodele pornesc de la faptul că 
ecuațiile de echilibru ale staicii pot fi completate cu o serie de ecuaţii, 
bazate pe considerente de detormajii. Pentru cadre relativ simple, de felul 
celor care se întîlnesc în aplicaţiile inginerului mecanic, una dintre cele mai 
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comode metode de rezolvare este metoda eforturilor. În această metodă -se 
transformă sistemul statie nedeterminat în umul staiic. determinat — numit 
sistem de bază sau sistem fundamental —, suprimână atitea legături exterioare 
sau interioare (la contururi, închise) oît esie necesar. : a ud 
În locul fiecărei legături suprimate se introduce un efori static nedetermi- 
nai, notat, de obicei, cu X; Xa, Xa ... Aşa de exemplu, în locul unui reazem 
simplu se introduce o singură forță ; tot la fel, atunci cind o articulație se 
înlocuieşte cu un reazem simplu ; în locul unei articulaţii suprimate se întro- 
duc două forţe ; în locul unei încastrări.se introduce două forţe şi un cuplu ; la 
înlocuirea, unei încastrări prin articulaţie se introduce un cuplu ;la o secţiune 
completă într-un contur interior-se introdue două forţe şi un cuplu ; intro- 
ducerea unei articulaţii interioare fără tăierea barei cere introducerea 
i cuplu necunoscut. Ş 
A ţa evident; că transformarea, sistemului real în sistem de bază se 
poaite face în diferite feluri. Dintre toate variantele, se va alege aceea, care 
este mai comodă pentru calcule, aşa cum va rezulta din aplicaţiile ce 
PA i sura 11.2 se arată, unele variante ale sistemului de bază al unui 
cadru de 6 ori static nedeterminat. În figura 11.2, b, sistemul de bază. se 


obține prin tăierea celor, donă bare orizontale şi introducerea necunocute- 
lot Xa, Xa.şi-:> Ze În figura 11.2, c, s-a suprima; un reazem şi s-a, secţionat 
o bară a conturului. închis. În figura, 11.2, d, un reazem s-a transformat; în 
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articulaţie, altul în reazem simplu, iar o bară i închi 

tăiată. O soluţie similară, cate ce din î pa ditai ici 
Ş „Considerînd eforturile X,, X, , ... cunoscute, sistemul de bază trebuie 
să fie, pe de o parte, static determinai, pe de altă parte, indetormabil 

geometric adică să nu permită deplasări cinematice. Din aeest ultira punct; 
de vedere, variantele din figura 11.2, f şi g nu sînt sisteme de bază corecte 
căci permit deplasări mari în jurul articulaţiilor A, i 


p.- 


3. ECUAȚIILE FUNDAMENTALE 
ALE METODEI EFORTURILOR 


Stabilirea ecuaţiilor 
fundamentale va fi prece- 
dată de 'exemplul unui 
cadru simplu statie nede- 
terminat, arătat în figura 
11.3, q. 

Pentru realizarea siste- 
mului de bază este nece- 
sar a se suprima o singură 
legătură. În cazul de faţă 
se va suprima, legătura pe 
orizontală din, articulaţia 
1, înlocuind-o prin necu- 
noscuta static nedetermi- 
nată Aa (fig. 11.3, b). 

- Primoipial, în metoda 
eforturilor se exprimă depla- 
+. sările în diferite punote ale 

sistemului de bază, datorite 
sarcinilor date și necunoscu- 
telor statie nedeterminate, 
scriind, că ele sînt identice 
„cu cele din sistemul statie 
nedeterminat dat. 

În cazul de faţă se va 


sistemului de bază, fie ea5,, 
este nulă, ca şi în sistemul 
iniţial. În acest scop, este 
convenabil a folosi prinei- 
piul suprapunerii efectelor, 
în modul următor : 

e y 1) Se consideră înlâi că 
Fig.11.3 în sistemul de bază lucrează 
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serie că în reazemul 7 de- 
plasarea pe orizontală a * 


mumai sarcinile eaterioare date — în cazul de faţă sarcina p—, deci nu 
există forța Xa, şi se calculează deplasarea ce le corespunde pe direcţia 
forței A, adică deplasarea 3. din figura 11.3, c. ş 

2) Se consideră apoi că în sistemul de bază lucrează mumai forța A. şi se 
calculează deplasarea corespunzătoare ; este preferabil ca îm locul forței X+ 
să se aplice forta unitară Xa =, care produce deplasarea 3u arătată în 
figura 11.3, d. Atunci umei forţe X, va corespunde o deplasare du. 

3) Aplicînd principiul suprapunerii efectelor, se scrie că, deplasarea 

totală este nulă 


3. = do + dă = 0 
de unde rezultă 


see i (11.2) 


Relaţia (11.2) axe un caracter general, deplasările 8-0 şi du putîndu-se 
calcula, prin orice metodă. i i 

Se va continua problema folosind, în acest scop, metoda.Mohr- Mazwell. 
Se construieşte, în figura 11.3, e, diagrama de momente M corespunzătoare 
sistemului de bază îmcăreai cu sarcina dată, iax în figura 11.3, f cea cores- 
punzătoare sistemului. cu saroina 'umitară. 

Pentru calculul lui 3, se ia aria diagramei M din figura, 11.3, e şi se 
înmulțește, după regula iui Veresceaghin, cu ordonata diagramei m din 
dreptul centrului de greutate al diagramei M i 


Pentru calculul lui d, diagrama m serveşte atât ca diagramă de mo- 
mente a sarcinilor cât; și ca diagramă a sarcinii unitare. Pentru cele două 
“vriunghiuri identice, rezultă 


2 3 
mape 
2 3 3 


Se observă că 1a calculul lui 3 ordonatele diagramei mn sînt; negative, 
-pe cînd abscisele, reprezentind lungimile barelor, sînt pozitive. 
Aplicînă relaţia (11.2), rezultă . 


ÎL SR pl 


Conform figurii 11.3, a, se obţine 


1 
BA, = Hp = A ==pl 
zi 2 1 16? 
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Seriind ecuaţiile de proiecţii pe verticală, și de momente. se află 


: Dia n 
V,=—gl; BLS 
167; Va pa 


case: eul valori se construieşte diagrama de momente încovoietoaire 
a dn igura, 11.3, g. Pentru aflarea momenţului. maxim de pe bara, 
orizontală, se anulează, expresia forței tăietoare - ai 


7 = po —V, = a 4 pl =0; u 
ani d deire a dă doi l 
unde z se măsoară de la reazemul 2 î 

Momentul maxim este APERE PUNEA 

| (III AN e ARN a) inf a 
cert Pa ai Ă 1 ( 7 249 1,53 
Uma pl. i —= 1] = = 

DM ANRNNET că TV 106 ET ) 513 27 = PP” 


În figura 11.4, a s-a ales un alt istem de bază: al aceluiaşi cadru 

[=] 3 [3 d FI 

în] ind 1 icrul 2 pi ă I pa sei ducând 
Ocuin reazemul articula; prin reazem simplu, espectiv introducin 


Fig. 4 


Procedînd pe aceeaşi cale pentu saroinile exteri în fi 

Proc eași din figura 11.4, b 
se află diagrama, M din figura, 11.4, d, iar pentru si cina aliata dia at 
11.4, 6 se află diagrama din figura, e, el an cam cl 
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Aplicând regula lui Veresceaghin, rezultă, . 


BI (-3 da (£ -(-z2 (20) _ _1pl 
(cs) 32) — aa 


4 
e _dao _Tpl 3 _7 Ya 


îm 24 2 16 


" Se regăseşte valoarea reacţiunii V, calculată, anterior, deci rezultatele 
sînt aceleași. : 

La sisteme multiplu statie nedeterminaite, se procedează la o generali- 
zare a metodei expuse. Ca urmare, se suprimă 0 serie de legături, obţinînd 
sistemul de bază, solicitat prin încărearea dată, plus eforturile Xa 
care înlocuiesc legăturile suprimate. Se serie că deplasările în. dreptul 
acestor eforturi sînt nule, obţinînd, ecuaţiile 


3 = dnăa tt Baa tr. + Anda t d =0 
d = dară + LED, Ci ai San + 520 = 0 
3,2 Bat Boat + Boa tr do =0 


|. .. ... . cp. .. .. 


(11.3) 


Fouaţiile (11.3) poartă. numele de ecuaţii de condiție sau ecuaţii cano- 
mice în metoda eforturilor. Se precizează semnificaţiile coeficienţilor 3, din 
aceste ecuaţii : 


ua este deplasarea pe direcţia efortului X, produsă de o sarcină uni- 
tară aplicată în același punet; şi pe aceeaşi direcție cu X,; 


du, — deplasarea pe direcţia efortului X,, produsă de sarcina unitară, 
aplicată în acelaşi punet cu X, și avind direcţia lui A»; 

2 — deplasarea pe direcţia efortului 42, produsă de sarcina unitară 
avînd direcţia şi punctul de aplicaţie al lui X,; 

1 — deplasarea pe direcţia efortului X,, produsă de sarcinile exte- 


rioare aplicate sistemului, cînd nu există eforturile X,. 


Toate deplasările se înţeleg în sistemul de bază (static determina). . 
Coeficienţii 5 din sistemul (11.3) pot fi determinaţi prin metoda Mohr- 
Mamvell sau pe altă cale. În baza teoremei reciprocităţii deplasărilor se 
poate scrie 54 = 9. 

După determinarea eforturilor X,, se pot; calcula eforturile Y, 7, M 
din bare cu ajutorul principiului suprapunerii efectelor sau al sistemului de 
bază, în care acum toate forțele sîni; cunosente, 
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E E N E PRE E EEE NED EEE E E E RE RC E RER CR 8 NE E Pa SA E i E DR CR ENEA lia intai a 


Se va preciza modul de calculare a, coeficienţilor 3, prin metoda Mohr- 
Maawell. Dacă se notează, : M—momentul încovoietor într-o secţiune oare- 
care a sistemului de bază, produs de forţele exterioare date ; 35 Tha 3-9 
— momentul încovoietor într-o secţiune oarecare a sistemului de bază, 
produs de sarcina unitară, aplicată, pe direcţia şi în punctul de aplicaţie 
al necunoscutei statie nedeterminate Ls Xa 3 n X atunci coeficienţii 
din ecuaţiile (11.3) sînt - 


1 o, 
5 = 3 ei mda 


1 
du = Ş, fam dz 


1 "(1.4 
n = 3 fa "hd (11.4) 


1 
da = > $ 7 mine da. | 

Aplicînd metoda de integrare a lui Veresceaghin, se calculează : 

o din diagramele M” și m,; 

du din diagrama m, cu ea însăşi; 

52 din diagrama m, cu diagrama m, luînd suprafaţa uneia, și ordona 
tele celeilalte (după voie). : 

Este de la sine înţeles că rezolvarea unui sistem statie nedetermina; 
are ca scop final determinarea, eforturilor în bare, urmată de dimensionarea 
sau verificarea acestora, i i 

Din relaţiile anterioare, se vede că, pentru rezolvarea, sistemului statie 
nedeterminat trebuie să fie cunoscute rigidităţile barelor B7, respectiy 
BA sau GIa. În asemenea, cazuri, va avea loc o verificare de xezistenţă, 
a sistemului. , 

Nu întotdeauna problema, se pune în acest fel. Uneori se dă Sch ema 
geometrică şi schema de încărcare a, sistemului şi se cere dimensionarea, 
deci rigidităţile barelor sînt necunoscute. Atunci rezolvarea, problemei 
se face prin aprozimaţii succesive. În prima, etapă se aleg rigidităţi arbitrare 
ale barelor şi se face rezolvarea, sistemului static nedeterminat. Gu eforțu- 
rile aflate se face o primă dimensionare a barelor, după care se trece la 
o nouă rezolvare a sistemului static nedeterminat. Calculul se repetă de 
mai multe ori, pînă cînd, de la o aproximaţie la alta, nu se mai obţin 
diferențe sensibile ale eforturilor, deci ale tigidităților barelor. 


4. SIMETRII ÎN SISTEMELE STATIC “NEDETERMINATE, CADRE PLANE 

Rezolvarea unui sistem cu un grad mare de nedeterminare este o 
operaţie dificilă, datorită atât calculării unui maie număr de deplasări 8, 
cît și rezolvării unui sistem liniar cu un mare număr de ecuaţii. Pentru 
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” figura 11.7, care, după regula generală, 


menea cazuri s-au elaborat numeroase metode speciale de rezolvare, 

sinaiate în statica construcțiilor şi în alte lucrări din specialitatea ingineriei 
de construcţii. Folosirea calculatoarelor electronice ușurează mult aceste 
operaţiuni. cdi aid . 

Inginerul mecanie întilnește, în aplicaţiile sale, sisteme cu grad relativ 
mie de nedeterminare. Adeseori aceste sisteme prezintă anumite simetrii, 
care permit, de la început, determinarea unor necunoscute — fie că sînt 
nule, fie că, sînt egale pe perechi —, ceea ce micşorează gradul de nedeter- 
minare, deci reduc calculele. i 

În figura, 11.5 s-a reprezentat; schema, eforturilor N,Z, M în secţiunea; 
unei bâre drepte. Dacă am considera secţiunea ca un plan de simetrie, deci 
am suprapune cele două jumătăţi ale desenului, se constată că eforturile N 
și M sînt simetrice, iar eforturile 'T sînt antisimetrice. Această proprietate se 
regăseşte la diagramele 7, M ale unei bare. Aşa, de exemplu, la bara 
simetrică din figura 11.6, a, diagrama, M este simetrică, iar ZT este antisi- 
metrică. Invers, la bara încărcată anti- 
simetric din figura 11.6, d, diagrama 
M este antisimetrică, iar 7 este sime- 
trică. Se observă că în planul de simetrie 
al figurii (fig. 11.6, 0 şi €) efortul anti- 
simetric este nul. 

Aceeași proprietate se întilneşte 
la orice cadru simetrie sau antisime- 
tric. Fie cadrul dublu încasțrat din 


este triplu statie nedeterminat. Dacă 
se ia sistemul de bază ca în figura 
11.7, b, apar trei necunoscute, X,, Xa, 
Xa. În căzul încărcării simetrice din 
figura 11.7, a, secţionind cadrul prin 
planul de simetrie, forța tăietoare este 
nulă şi apar numai eforturile X, = 
=N şi Xa = M (fig. 11.7, 0). Pentru 
cadrul antisimetrice din figura 11.7, d, 


Fig. 11.5 


Fig. 11.6 


componentele W, M. în planul de simetrie sînt nule şi există, numai forța 
tăietoare X, = 7. În acest fel, gradul de nedeterminare s-a, micşorat 


"de la, trei la doi pentru cadrul simetric, respectiv la unu pentru cel anti- 


simetric. 
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Fig. 11.7: 
A 
p PP 
ez 
d 
8 
p 
Sa W ge 
Pa— — P 
: A ; 
p. PN îa 
4 X 
Fig. 11.8 


Don i 


Uneori, considerente de simetrie permit determinarea imediată a 
unor necunoscute statie nedeterminate care nu sînt nule. Aşa, de exemplu, 
inelul din figura 11.8, datorită simetriei, nu are forță tăietoare în secțiunea, 
AB. Considerente de simetrie dau valoarea forței axiale! N = P/2, aşa 


că inelul rămîne de fapt simplu statie nedeterminaţ. 


PROBLEME 


11.1, Să se construiască diagrama de momente încovoietoare pentru cadrul din figura 11.9. 
Cadrul fiind antisimetric, se ia sistemul de bază ca în figura 11.9, 5, cu singura necunoscută 
A, (în planul de simetrie, forța axială și momentul încovoietor sint nule). 


— HA 
z aa 
e 28 
Fig. 11.9 


Se construiesc diagramele M- (datorită sarcinilor exterioare) şi m(datorită forţei unitare, 
pe direcţia lui X,). 


Din diagramele M* şi m rezultă 


Din diagrama m, înmulțită cu ea însăşi, se află 


Se aplică relaţia (11.2) 


PI 
Ei d, 14 


Cunoscind această valoare, se află momentele 


3P1 


- 1121 . 
— Mai Ma = Ms= — MM, = — Ms HM 0, 


- 28 


28 


<u care se construiește diagrama din figura 11.9, e, care este antisimetrică. 

11.2. Să se determine reacțiunile și să se construiască diagrama momentelor încovoie- 
toare la cadrul simetric, dublu încastrat, din figura 11.10, a. 

în cele două reazeme încastrate, cadrul are șase necunoscute, deci este triplu static nede- 
“terminat, Sistemul de bază se poate obţine secţionind cadrul prin planul de simetrie : în acest 
Caz, forța tăietoare este nulă şi gradul de nedeterminare se reduce la doi. La același rezultat se 
ajunge transformind reazemul A în articulaţie şi reazemul D în reazem simplu. Îm acest fel s-au 
introdus eforturile static nedeterminate X,, X, Xa. Se vede că, din motive de simetrie, cadrul 
xămine numai dublu static nedeterminat, cu necunoscutele Xa, Xa 

Reacţiunile verticale sînt 


1 
Val==iVpl== 3P: 


Sistemul de bază încărcat cu sarcina exterioară P (fig. 11,10, d) are diagrama de momente 
«din figura 11.10, g. Sistemul de bază solicitat cu X, =1 (tig. 11.10, e) are diagrama din figura 
11.10; h, iar sistemul de bază solicitat cu X=1 are diagrama de momente din figura 11.10, î. 
Se scriu ecuaţiile de condiţie 


ÎnXit Bizăz+ 60 =0 
Baa tr BazĂa tr ds = 


:şi se determină deplasările cu teorema Mohr-Mazueil şi regula lui Veresceaghin. 
Pentru Â.p servește figura 11.10, g și h 


Deplasarea 5, se află cu figura 11.10, h 


Ea =2h+ îi 
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iar 822 cu figura_11.10, i 


„12 2 ; 
Elda = — E(- za) 3 — Bi D= B+ HU 


3 


a|w 


Deplasarea 5,2 = Say rezultă din figurile 11.10, & și 11,10, î 


j ; 
Eta 2-n(- ru D= —2—Hl, 


Ecuațiile de condiție devin 


Pe 

QR DĂ — (2 AD X+ Er 
piu = 

— (023 Dă + (2 + a) x, — aria, 9. 
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Rezolvînd sistemul prin metodele algehrice cunoscute, se găseşte 
PL 

= 

8h+ 161 


Ma = Mp 


Eli 
x, = Pa = Ba Ha 
824 16 nl 


Momentul în colţuri are valoarea 
Pe . 3pE 


Mp = Ma — Hah E — 3 Ma. 
Boa 4 on 16  BR+ 161 “d 


Momentul în dreptul,sarcinii P este 


Pl Pl 2 PL2 2Pi(h + 
Pe Ii 0, 
4 4 8h + 161 8h +16 4 


Cu aceste valori, se construiește diagrama de momente încovoietoare din figura 11,10, ce 

11.3. Să se construiască diagrama de:momente încovoietoare a cadrului simetric din figura 
11.11, a, în cazul particular în care între lungimile 1, & există un anumit raport, care face ca 
momentul încovoietor în mijlocul laturii:scurte să fie nul. - i 

Se rezolvă problema în cazul general, în care laturile cadrului au lungimi oarecare î, k. 
Secţionind cadrul printr-un plan de simetrie, ca în figura 11.11, b, forţa tăietoare este nulă. 
Va rindul lor, se vede că forţele axiale sînt N = — pll2, așa că momentul X, rămine singura 
necunoscută static nedeterminată. Din motive de simetric, calcului se poate face pentru jumă- 
tate din cadru. În figura 11.11, c s-a desenat diagrama Me în sisternul de bază (datorită sarcinilor 
p şi forțelor pl/2), iar în figura 11.11, d, diagrama m, datorită cuplului unitar. 

Din diagramele M* și m se calculează deplasarea 30 


2 pt P ? 
EI = i 12 — (28 — 38 — h3), 
i E i | 2 i 
Pentru diagrama M* de pe bara orizontală s-a considerat că ea este formată dintr-o Fpara- 
mi & Ă ca pp 


i 2 2 
holă de suprafaţă 3 i is -1, din care se scade un dreptunghi de suprafață E EA “, 


Deplasarea 5, se atlă din diagrama m 


n ae il 
EBa Sie petit serii h 


Necunoscuta static nedeterminată este 
30 _ plite 8H2r— 20) 
Su 24(L-+ b 


Ea reprezintă momentul încovoietor în mijlocul laturii lungi 
A x = Mg 

Momentul în colțise află prin suprapunerea efectelor, fiind egal cu câl din figura 11.11, 
plus X, 
pre A p(R84- BR — 20) “p(B8 + h3) p 


Mimi pi D020) 
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Momentul în punctul 6 se află din M,, permutînd pe Iprin h 


p(l2 + 812h — 2h3) 


M,= : 
24(7h) zi 


Punind condiția ca M, să tie nul, rezultă 


154 32h — 2h3 = 0. 


AZ 
"8 
ce 
a 
d 
/] 
—0067ph2 
IN 
==? 
—— e * 


na 
ia 


* Fig, 11.11 


si Fă TI i 
împărțind cu h? și notînd raportul ui = &, ecuaţia devine 
E54- 382 —2= 0, 
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Prin încercări se găseşte soluția 
ke 0732; 1= 0,78 h. 
Întocuind pe 1 cu această valoare, în relaţiile anterioare, rezultă 
M,= —0,087 pl?; Mg, = 0,058 pl; Mg = 0. 


Cu aceste valori s-a construit diagrama reală de momente din figura 11, e. 

11,4. La cadrul din figura 11.12, a, avind pe barele verticale rigiditatea BI şi pe cea ori- 
zontală 2E1, se cere să se construiască diagrama de momente încovoietoare. 

În prealabil (fig. 11.12, b—e) se arată patru variante posibile ale sistemului de bază. Dintre 
acestea, se âlege varianta din figura 11.12, v,hn care s-au suprimat cele două legături ale arti- 
culaţiei, înlocuindu-le cu necunoscutele X,, Xz. În figura 11.12 f—h s-au construit diagramele 
corespunzătoare M*, my Me, 

Ecuațiile de: condiţie pentru rezolvarea sistemului sînt 


Bă + Bă t â=0. 
ară + BaaXa + în = 0. 


“Ținina seama că 83 == a se determină cei cinei coeficienți din aceste ecuaţii. 
Deplasarea 5, rezultă din diagrama n, 


1 1 Ba 3 B 
2 2B-1 e i a i a dee 
dn zi Tag 2376 ăi 


Deplasarea 5, se află din diagrama n, 


sat [a 20 2 i 20 că po 3 BB 
a-si|a' gta taz'5|taa PI!” azi 


Deplasarea 3, se află cu diagramele M* și nu 


1 
= = = 2Mgle ls = 
310 pal! 


Din diagramele M* şi 1n, rezultă 320 
dm = 0. 


Deplasarea 8, se află din diagramele m, şi me, luînd, după alegere, suprafaţa uneia și ordo- 
matele celeilalte, Se ia, de exemplu, suprafaţa diagramei m, 


A 7 1 B 
Tae 2 O 4 EI 


LI 


Se tac înlocuiri în sistemul de ecuaţii, simplificind cu RIEI 
cs LX, A LX, 2M, 0 
6 f 1 4 2 0 


da 
— Duh po. 


Rezolvind acest sistem, rezultă 
24 Mo 144 Mo 
“2 153 1 4 153 a 


Fi [A 
fi i 
f Poor 
2 5 

Cunoscind aceste valori, se află momentele încovoietoare în punctele 7, 2, 3, pe baza 
schemei din figura 11.12,b 


f 
! 
d 


"24 
Mp = — Xl = — jeg Ma 
120 Ș 33 
Me — Xe + Fl = ag Moi Mi = Mo Mo = — ag Mo 


F 


Cu aceste valori se construiește diagrama de momente încovoietoare din figura 11.12, î. 
Se observă că în colțuli momentul se conservă la cele două bare, contormregulii generale, pe 
cînd în colțul 2 există un salt, egal cu cuplul exterior Ma, aplicat în acel loc. 

11.5. Să se determine reacțţiunile şi să se construiască diagramele N, T, M la arcul din 
figura 11.13, a. Ș 

Arcul este simplu static nedeterminat și sistemul de bază se poate obţine ca în fignra 
11.13, d, introducînd necunoscuta X,. Se scriu ecuaţiile momentelor Me și m (produs de X, = 1) 
într-o secțiune oarecare 9 


i M* = Ma 


m= —1- Rsino. 
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Se calculează coeficienții din relaţia (11.2) 

z2 Ja 
Ed = ţ Mem: Rp = -ţ 
0 


Lă 
MR? sin p dp = — Mk? 
(d B 5 


zh 
R3 
RS sin? e dp== ii 


„pla 
EIB = ţ nER dș= ţ 
o 4 


0 


4 


40. 
= zR! 

HA = 0; Ma= Mo XR 0,27Ma 
Ecuațiile eforturilor N, 7, M sînt 


Va = VB 


4M, 
N = — Xsin = —Zp sine 


4 Me 


4M, 
M = Mg — XR sin p = Mg — — sin g. 
T 
Pe baza acestor ecuaţii, se construiesc diagramele de eforturi. 
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11.6. Să se construiască diagramele N, Z, M Ia inelul din figura 11.14. SCI 

Fiind vorba de un contur închis, după regula generală este triplu static nedeterminat. 
Secţionind prin planul de siimetrie, forță" 'tăietoare este nulă, iar forța axială este N == PP aşa 
că rămîne ca singură necunoscută X, = Ma. Si 

Se scriu momentele M* și m în secțiunea q 


Me 


Se căteulează deplasările 


1 0 , i Ă 
Elda —2 4 > RE i cos ș): L; Râ$ = 
2 
PR: (= i 
RE CSS detail (ip Eta, | , 
EI L2 
a ME a =R . 
Blu= 2 | 1: Rogp= ai, 
EI Ei, 


Integralele s-au efectuat În limitels 0 — > d 


luate de două ori, intrucit ecuaţiile momentelor 
sînt valabile numai in acest domeniu. Se deter- 
mină X, ă 


31 
Seat) 
î LEI 


Contorm scnerziei sistemului de bază, se, scriu . :.. 
ecuaţiile eforturilor, valabile pentru 0 s o s 7/2 


P 
M = AX — z RU — cose) = 


ȘI A 
= 0,182 PR — -D RU — cos ș) 


Ma = —0,318 PR. 


5) Cu, aceste valori se construiesc. diagramele 
din figura 11.14. 

11.7. Să se construiască diagrama de momente 
încovoietoare la cadrul din figura 11.15, a. 


Reacţiunile sint 
H=P 
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Ei 


Sistemul de bază se obţine tăind rigla interioară ca în figura 11.15, b și introducind î 
secţiune eforturile X,, X2 Xz: Ş i i . lazi 
În figura 11.15, L] s-a construit diagrama de momente a sistemului de bază, datorită sar- 
lalloi exterioare, iar în figura 11.15, c, d şi e cele datorite eforturilor AX, X2; Xe, luate egale cu 
unitatea. 


Fig. 11.15 
Ecuațiile canonice sint 


Baa tr Baa + Braa + dr =0 
Ba Xa + BaaXa + Banat 82 =0 t* 
Baa -k a2X2 + Basa -+ dap =0 


Cu ajutorul diagramelor și al regulii lui Veresceaghin se determină coeficienţii 8; 


[i 2 8 
Ela S2| 2 ie) Lira z8 
aa (- ) Et dl 3: 


1 
El =2-1-0-04+4 pt. Zap 
. 2 3 
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Elo = 2-12 120-181 
Ela = 0 


1 
El = 2 Li pd del a 8. 


ET = 0 
1 2 1 . 4 
Ed = > PUII ȘI PI-2l = — PB 
2 3 a 3 
1 i pi 1 Pa 5 
2 . j 2PI + 1 Degels—PB 
Ela = PUD | + =) + 3 Di dir E 
1 1 3 
EBy= = Pi. 14 Pal = — PE. 
2 2 2 


Făcind înlocuiri în sistemul de ecuații, rezultă i 4 
8 4 
ci BX + 32X + a PE =0 


10 5 i 
= BX — — PR = 0 
3 6 


3 
32X, + 6 LX + PP =0- 


Rezolvind se găseşte 
1 , Ei 
Xe: X, =0; X=- ze 


Se determină acum momentele în colțuri, suprapunind efectul forței P (fig. 11.15, d) 
cu cel al eforturilor X, și X 


: ali 
M=0+0— XP 


1 
Mp = 00 Xa = PL 


1 1 1 
M = PL— Pl Pl = — Pi 
2 4 4 


1 
M=0 Pl => Pl — PL 
2 4 i 


Cu aceste valori se construieşte diagrama de momente din figura 11.45, fi 

Se observă că la calculul lui E75z diagrama M* de pe rigla de sus s-a impărţit într-un 
trapez şi un triunghi : pentru trapez, s-a aplicat direct regula dată de tabelul 10.1, 
11.8. Să se construiască diagrama momentelor încovoietoare pentru cadrul cu trei arti- 
culații din figura 11.16, a. Ă 

Avind trei articulaţii, cadrul este triplu static nedeterminat. Se obţine sistemul de bază 
din figura 11.16, b, înlocuind articulațiile 1 și 3 prin reazeme simple şi introducind o articulaţie 
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în imediata vecinătate din stînga nodului 5, În acest fel, suprimarea legăturilor cere introducerea 
mecunoscutelor X,, Xa, Xş din figura 11. 16, b. Se observă că la reazemele 7, 3, unde s-au supri- 
mat legături exterioare, se introduc o singură dată mărimile X,, X2, pe cînd la legătura interi- 
oară 5, cuplul X; se aplică de două ori, adică ambelor porţiuni ale cadrelor care se întîlnesc 
în acel punct, i Ă 


„Fig, 11.16 


În figura 11,16, c, d, e, f s-au construit diagramele de momente ale' sistemului de bază, 
pentru sarcina exterioară p și pentru eforturile. A, = 1, Xa 1, Xp >. 
„Se scrie sistemul de ecuaţii de condiţie 
Lă i 


BnĂi + dăa t dusăst do =0 Ă 


Bă + Baa + Basta -t deo = 0 


Bară + ds «+ BssXg «tb dso =:0. 
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Se scriu coeficienţii Su, cu xegula lui Veresceaghin, ținind seama că stilpii au momentul 
de inerție 7, iar rigla 21, În calculul coeficienţilor 544 se folosese de-a dreptul relaţiile din tabe- 
ut 10.1, i 


vă 2 
10 1 30: 28 B 


E 2 mal 
Bu 3 21 3 37 
Sa Ge A aa A E 
iii Se 3 3 ap 0) = pa 
Ba a 
E = — "2 = — 
dsa 21 3 T 
9p£ i 
3 SP 20 
PR IA. 3: 9 pu 
% 27 3 3 17 
Ed =0 
pt 
3 PL (1) 
1 E 9 pe 
Edo . . 
27 3 16 1 
ia ad 20202 1 2802). 17 E 
aa FE 3 "pi "2 3 7 
1 3U—20(—1D) 1 31:24-1) 1 a 
27. ORE BIN A REIES PE NE ni CEI 
3 21 6 kai 3 a 


1 1 3 2 
E9as = = 30(—2D| — == =: 
% 37 ( J| :) 


Se înlocuiesc valorile în sistemul de ecuaţii de condiţie, simplificind cu Z 


28 FILA 
Bă 3 RX 


1 9 
3 PX — ph =0 


iz 34, 3, 
Ş PX Pot Bă 0 


= ÎL x, + Ex e 03 App=0. 
Da Sei a da Tub 


Eliminînd numitorii și făcînd simplificări, sistemul devine 


904 XR — 196Xl — 12%, — 27 pt = 0 
— 24% + 68% + 9X, =0 
— 24X0 + 72 Xa + 48 Xy — 27 p2 =0. 
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Se rezolvă sistemul prin determinanți, obţinînd 


pe 2 AED 5961070 _ sr 
17 a 03200 SP 


AX) O—5184p 
x, 0,013 pi 
3 A 403 2002 îi 


__ AX) _ 264884plt 
5 A 4092002, 


= 0,655 pk, 


Rezultă că X, are sens contrar celui din desen, adică este dirijată tot spre dreapta. Se 
află reacţiunea orizontală din articulația 2 


E, > X, + IX = 0461 pl. 


Se scriu momentele în diferite puncte ale cadrului, notindu-le cu doi indici: primul indice 
arată nodul, iar ambii indici arată bara la care se referă 


M.4=0 i 
Mau = — 0,148pl- 21 == — 0,296 pt? 

Mas == Mau = — 0,296 pt? 

Moca = Xg = — 0,855 pt 

Mas =0 


Mea 3 + Hp 21 = — 0,822 pt 
Moca = Ha" 21 — Xp = 0,822p£ — 0,655 pt = — 0,333 pt 
Mos = — Xa 21 = 0,026 pt 

- Mace = 0. 


Cu aceste valori se construieşte diagrama de momente încovoietoare din figura 11.16, g, 
În mijlocul riglei 4— 5, momentul are valoarea -. î 


9 0,296 pt? + 0,655p , 
SE 2 = P — 0,650pt, 


Aplicind principiul suprapunerii efectelor, se poate construi și diagrama de momente 
încovoietoare pentru cadrul care ar fi încărcat pe ambele rigle, ca în figura 11.16, h. În acest 
scop se observă că, dacă s-ar încărca numai rigla din dreapta, diagrama din figura 11.16, g, s-ar 
inversa, partea din stînga trecînd în dreapta și invers. Încărcînd ambele rigle, se obţine o dia- 
gramă dată de însumarea celei din stinga cu cea din dreapta. Se obţin astfel momentele 


Mao = Moe = — 0,296 p2 + 0,026 pt = — 0,270 pt 
M-a = Mas = — 0,655 pl? — 0,383 pl: = — 0,988 pl. 


La mijlocul riglelor 


i 0,026 — 0,333 
M = 0,650 pt + = pt = 0,497 pb. 


Pe stilpul mijlociu rezultă moment nul. 
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11.9. Să se determine eforturile în barele grinzii static nedeterminate din figura 11.17, a 
dacă toate au aceeași rigiditate EA. : da da Ă 
upranumerară, grinda este simplu static nedeterminată, Se formează sis- 
SIE pari prin gril bare, Ade figura Luaz, b, şi introducînd în ea efortul staţie ne- 
determinat X,. 
Se determină, snccesiv, eforturile în bare N?, produse de sarcina exterioară P (fig. 11.17, c) 
și apoi eforturile n, produse de iorța X = 1, aplicată în bara tăiată 1—4. 


(47 


2 d d 
Fig, 11.17 
Pentru schema din figura 11.17, c, în bara tăiată nu există efort. Ca urmare, echilibrul 
nodului 4 arată că și în barele 4—2 și 4—2 efortul este nul, La schema din figura 11.17,'d, 


aplicindu-se donă forţe interioare, egale, reacțiunile în xeazerne sint nule. În bara 1-—4 etortul 
este n = 1. Se determină uşor eforturile în celelalte bare. 


Pentru ușurința calculului se întocmeşte tabelul 11.1. Coeficienţii din ecuația (11.2) sînt 
EA 3 = E Neal, == — PI(2 + V2) 
EA du = Eni 4 = 201 + V2). 
Necunoscuta statie nedeterminată este 


în 7 2+ V2 LES 


pa ai 0,7, 
Ba 20+Vây 2 


X 
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Tabelul 11.1 


Eiortul 
Lun- Etortut 
ri produs 
Bara | Bimea | “dep | Pt? | omis 121 N NP + Xa 
4 E] EA i 
1-2] a P Vana! —Vâm| wm Ina p Vi V2p-osp 
2 SU: A 
1-3 i P Va -Y2 pu Lipă Na p-Va.Vă poe 
3 a 
2-4] d o —Vzn 0 2 În V2.V2 p= 052 
2 3 
se] | o |_fan o 2 În V2.V2p=-—osp 
= 3 
2-2] Vă | —Vaâp 1 —2Pi Vă |n = -VaP da) P=-—0,7P 
1-4 | Vă o 1 [ Vă | Nu =017P 
Suma | — — = — PI(2-+V 2) pu(1+-V/2) i 


Efortul real într-o bară se atlă prin suprapunerea efectelor 
N = N + nă, 


şi se înscrie în ultima coloană a tabelului 11.1, 
fai Pentru control, se poate verifica echilibrul nodurilor, cu valorile reale ale eforturilor din 

are, 

hi 11,10. Să se determine reacţiunile și să se construiască diagramele 7, M la bara simplu 

static nedeterminată din figura: 11.18, 

| Una din variantele posibile pentru sistemul de pază este cea în care se înlocuiește reazemul 
simplu 2 prin necunoscuta X,. 

Se construiesc diagramele M*, m și se aplică teorema Mohr-Mazwell 


1 li 3 iz 
EBay = — „P „z. i pl 
3 2 4 8 
2 [ă 
East 
2 3 3 
x 0 v, 
d 8 
Se află celelalte reacțiuni 
5pl 2 2 2 
ViSipizgzaa Bi: pp a bi SEL. pi Pl 
8 2 8 8 
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Se construieşte diagrama de forțe tăietoare, care dă secțiunea unde momentul încovoietor 
are un maxim algebric 


5pl 5 
pe o pr =0iz= e ( P 
Momentul încovoietor într-o secțiune curentă [A (0) 2 [Pi 
este | 2 
E 5plz pa? 
Ma = — Pe ORE Pt, 
ă 3 2 


iar valoarea maximă este 


pE Sp 5 păi 0pt 
Mmaz ti * au (3 Li 


8 8 8 248 128 


Cu aceste valorise construiește diagrama de 
momente reală. 


5. GRINZI CONTINUE. ECUAȚIA CELOR 
TREI MOMENTE. CAZURI PARTICULARE 


a. STABILIREA ECUAȚIEI CELOR 
TREI MOMENTE 


Grinzile drepte avînd un număr oare- 128 
care de reazeme simple — numite grinzi Fig. 11.18 
continue —constitue un caz special de sis- 
teme static nedeterminate, pentru care există o metodă proprie de re- 
zolvare, numită „ecuăţia celor trei momentei“. 


Fig. 11.19 


Se consideră grinda dreaptă din figura 11.19, așezată pe un număr 
oarecare de reazeme simple şi încărcată cu un sistem de forţe verticale 
oarecare. Dacă grinda are 7 reazeme simple, statica dă două ecuaţii, 
grinda, fiind deci de r — 2 ori statice nedeterminată. Dacă există şi forţe 
orizoritale sau înclinate, unul din reazemele din capătul grinzii se face 
articulat, iar reacţiunea orizontală din el se determină prin ecuaţia de 
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proiecţii pe orizontală, aşa că rămîn tot r — 2 necunoscute static nedeter- 
minate, adică reacţiunile din reazemele simple intermediare. 

Se ştie, de la studiul diagramelor de momente încovoietoare ale 
grinzilor pe două reazeme, că pe reazemele simple nu există momente dacă 
grinda nu are console. Din contra, cînd grinda are console încărcate, apar 
pe reazeme momente încovoietoare. Din acelaşi motiv, pe reazemele 
intermediare ale grinzilor continue (afară de cele extreme) se produc 
momente încovoietoare. În cazul din figura, 11.19 există momentele înco- 
voietoare M,, M,, M,, M,. Desigur, cînd se cunosc reacţiunile V, Va, ..-, 

- V„„ momentele pe reazeme M,, M,, ..., M,- se calculează imediat. 
Invers, dacă se cunose momentele pe reaizerae, se pot determina reacţiunile 
şi se pot construi diagramele de momente încovoietoare şi forțe tăietoazre. 
Se vor lua, deci, aşa cum. se obișnuiește, ca necunoscute stasie nedeter- 
minate momentele pe reazeme. Pentru simplificarea problemei, se consi- 
deră că grinda are pe toată lungimea aceeaşi rigiditate BI şi că veazemele 
mu se denivelează. Pentru determinarea momentelor pe reazeme, se vor 
serie r — 2 ecuaţii de deformaţii. 

Condiţia de continuitate a fibrei medii deformate, adică egalitatea 
unghiurilor q, şi qp arătate în figura 11.20, dă câte o ecuaţie de deformaţii 
pentru fiecare reazem intermediar. S-au luat; două deschideri succesive 
ale grinzii, limitate de reazemele n — 1, n, n +1. Grinda continuă se 
poate descompune în grinzi simplu rezemaie la capete, cum se arată în 
figura, 11.20, 5, încărcate, pe de o parte, cu forţele aplicate şi, pe de altă 


parte, cu cîte un cuplu pe fiecare reazem. S-a reprezentat, pe baza princi- * 


piuluii suprapunerii efectelor, diagrama momentelor încovoietoare pentiu 
porţiunea, de grindă cuprinsă între cele trei reazeme. Forţele aplicate pe 
grinzile considerate simplu rezemaie dau diagramele de momente încovo- 
ietoare notate cu M,. Acestora li se adaugă triunghiurile date de momen- 
tele pe reazeme MM, Mas Mana. Grinda din stînga, cuprinsă între reaze- 
mele n — 1 şi n, are lingimea. l, notată prin indicele reazemului din dreap- 
ta, În mod analog, grinda din dreapta are lungimea Ina. Unghiul q, pe 
reazemul n al grinzii din stînga, rezultă din efectul sarcinilor de pe des- 
chiderea 1, şi din efectul cuplurilor M,_,, M, de pe cele două reazeme. 
Sarcinile de pe grindă dau, conform teoremei grinzii reciproce, un unghi 
egal cu reacţiunea, grinzii reciproce în reazemul n. Această reacțiune este 
egală cu momentul staitie $,_, al diagramei de momente M, de pe inter- 
valul n — 1, n, calculat faţă de reazemul n — 1, împărțit prin deschiderea, 
ln adică 


Sa-i BI. 
De asemenea, cuplurile pozitive M,-, şi M, produc, în reazemul n, 


un unghi de acelaşi semn cu cel dat de sarcini, a cărui valoare s-a stabilit 
la problema 10.1 


ela și Macala, 
sar + 6EI 
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Însumînd valorile calculate mai sus, se află unghiul 


g: Su, Mazda e Mala, 
EI GEIL SEI 
În mod asemănător, sarcinile și cuplurile aplicate pe grinda n, n + 1 
produc pe reazemul n un unghi 


.. Sata. | Maluri ș Mailat, 


Inul | BEI 6EI 


, Dolha 
iii a 
A Il j În d 
Me 
Fig. 11.20 


Conform figurii 11.20, unghiurile q, şi q, sînt egale şi de sens contrar, 
deci suma lor este nulă. Seriind aceasta, 
1 = îi n Mala e Mal, Mata d 

(E RP a n—1 Sata Macau | zin _ mimi mt 1 nrk1 0 
On tr On a + RI + Pi T 3 T 3 ] 6 ) E) 
simplificînd şi ordonînd, ecuaţia se transformă în 
Baa ai 2) = o. 

ln LATE / 


Maoala i 2Ma(la + Însa) Manu +s[ 


325 


Expresia din ultiraa paranteză, notată prescurtat; cu A, : 
Sa 
Ea 2 a, (11.5) 
n În 
reprezintă veacjiunea grinzilor reciproce n — 1, n şi n, n + 1 în reazemul 
mijlocia n. Ea, rezultă din suprafaţa de momenţe de pe intervalele alătu- 
Tate În Şi ln+u construită ca şi cum grinzile 1, ȘI În ar fi simplu rezemate 
la. capete. 
Cu această notajie, ecuaţia de mai sus se scrie 


Mocan + 2Ma(a kt la) + Mostalai + 64, = 0. (11.6) 


Această relaţie poartă numele de ecuaţia celor trei momente sau ecuația 
lui Clapeyron. Ea reprezintă o relaţie liniară între momentele încovoie- 
toare de pe trei reazeme succesive.- Luind, rînd pe rind, cite trei reazeme 
succesive, se pot serie atâtea, ecuajii de acest fel cîte necunoscute statie 
nedeterminaite are problema. 

"În cazul mai general, cînd grinda, are denivelări la, reazeme, de valori 
fus fa - . -„ ecuaţia celor trei momente ia forma, generală 


Maoaln + 2Ma(la tr lata) - Malta + 64 + 
| car (fa fa 24 furt = În ) 0. (1.7) 


n Iata 


b. APLICAREA ECUAȚIEI CELOR TREI MOMENTE LA GRINZI 
ÎNCASTRATE LA CAPETE 


Bcuaţia lui Olapeyron se aplică grinzilor ce au numai reazeme simple, 

numărul momentelor pe reazeme fiind r — 2, dacă numărul reazemelor 

este r. Se pune problema să se aplice această ecuaţie unei grinzi cu capete 

i 3 încastrate, de forma celei din 
figura 11.21. 

Pentru aceasta, încastrările 
se înlocuiesc prin cîte două rea- 
zeme simple la distanță nulă 
unul de altul. La exemplul din 
figura 11.21, aplicînd acest pro- 
cedeu, în locul încastrării 7 apar 
. veazemele simple 0 şi 7, cu 1, =0, 
Fig. 11.21 reazemul 0 fiind în capătul 

Ă " grinzii, deci fără moment, iar 7 
„devenind reazem intermediar, deci cu moment. În mod analog, îÎncas- 
trarea, 5 ge înlocuieşte cu reazemele simple 5 și 6, avind 1ș=—0 şi M;=0. 
Se scriu apoi ecuaţiile celor trei momente succesive pentru grupele de 
cîte trei reazeme 0, 7, 2; 1, 2, 3; 2, 3, 4;3,4,5;4,5,6, obţinînd 
un sistem de 5 ecuaţii, care determină cele 5 necunoscute. 
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€, CALCULUL REACȚIUNILOR ŞI CONSTRUCȚIA 
DIAGRAMELOR 7, M LA GRINZI CONTINUE 


Se consideră grinda din figura 11.22, a, încărcată cu două grupe de 
sarcini cunoscute : , 

— o grupă formată din forțele PP, Pa, ..., Fa său orice alte forţe 
(inclusiv cupluri) aplicate pe deschiderea grinzii : i 

— a doua, grupă formată din cuplurile M, și M,, aplicate pe reazeme. 
Notând cu. „prim! şi „secund” efectele celor două grupe de sarcini, se pot 
calcula, reacțiunile grinzii : 


“ XF, 
pi XFb, Ă Ve = 4 ; 
l l 
PV; = Aa SI A 


Reaeţiunile Vi, Vs sînt egale și de sensuri contrare. a 
Ca ir reacțiunile obţinute prin principiul suprapunerii efectelor 
sînt 
ZE M,—M,. 


VH + i i 


| (11.8) 
i „ZF Ma — M, 
V,= VP, + Vi iati e 
Analog, prin suprapunerea, efectelor se pot construi uşor diagramele 
7, M. Daci se i pri că M, = M' şi 2, = 1" eforturile datorite primei 
grupe de sarcini şi cu M, =. M” şi '[, = 1” cele datorite grupei a doua, 


„se pot scrie eforturile într-o secțiune oarecare a grinzii (arătate pe îig.11.22) 


4, — M, 
A 


DD D= + 
(11.9) 

w a 

MM + N = Mt Mp Ma 


Determinarea, eforturilor în grinda continuă se face absolut la, fel, 
locul cuplurilor M,, M, de mai sus fiind luat de momentele încovoietoare 
de pe reazeme, arătate în figura 11.20. E p 

Se precizează că la grinda continuă V, și V» sint reaeţiunile daitorite 
sarcinilor de pe grindă, considerată simplu rezemată în: punotele J şi 2 


„(deci tăiată din grinda continuă), iar Va şi Ve sînt reacțiunile date de 
momentele încovoietoare de pe reazeme, calculate prin ecuaţia celor trei 


momente. : | FA Na adu 

Este cazul a serie o expresie mai generală a reacţiunii într-un reazem 
n, ţinînd seama că el aparţine la două grinzi alăturate, de lungimi 7, și 
lea, cum se vede în figura 11.20. 
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Reacţiunea în reazemul n se compune din : 
__— Oparte static determinată V,, datorită încărcărilor de pe cele două 
grinzi alăturate 7, şi la considerate simplu rezemaite la capete. Această 


2 4 Și 
Vă 
ă 
(5, 
PA ul Ni 
e III 
a ea i] Și 
Ii 
[4 [/4 | 
74 | II] 
min 
* „AU 
Sil 


Fig. 11.22 


parte este formaţtă din doi termeni p ut 


pentru deschiderea din stinga 


n 


, AFb 
şi — pentru deschiderea din dreapta, deci 
ni 


_ 2 Peas e ZFă; A 


LA 
LA În 
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— O parte statie nedeterminată, datorită momentelor M-a, EA 
My. Se observă formulele (11.8), care arată că momentele M, și M, 


din capetele grinzii dau o reacțiune 2-24 în reazemul din stînga 


şi o reacţiune— Aa în cel din dreapta. În cazul figurii 11.20, 
momentele de pe grinda din stînga, dau în reazemul din dreapta n o reac- 
Mn — Moca „iar cele depe grinda din dreapta dau în reazemul 


n 
see acd A Mora — M, s A : 
din stânga n o reacțiune —2E1 ———2_, astfel că reacţiunea statie nede- 


iune — 


Ce e mr 
terminată este 


azi Ma cai M-a + Mata == Mu : 
în Înnta 
Reacţiunea, întreagă în reazemul 2 este deci 


V, = V,4+Wi= ZPa; j ZPb; Ma — Ma j Mota — Ma R 
LA Îmi ln LARS 


pu 
Li 


(11.10) 


În mod analog se determină reacţiunile în toaite.reazemele şi se pot 
„construi diagramele 7, M. La construirea acestor diagrame, în. special 
cele de momente încovoietoare, se poate folosi principiul suprapunerii 
efectelor. . - i 

Bxpreşiile de reacțiune „static determinată” şi „static nedeterminată” 
sînt convenţionale, elereprezentînd cele două componente ale unei mărimi 
unice — reacţiunea din reazem. ! 


d. GRINZI CONTINUE CU CONSOLE 


Se consideră o grindă continuă cu consolă, ca în figura 11.23. Ecuația 
lui Clapeyron se aplică, la, trei reazeme succesive, nu la console. Se poate 
înlocui consola, cum se vede pe desen, prin.o torţă și un cuplu aplicate 
pe ultimul reazem. Momentul înco- 
voietor pe reazemul cu consolă poate 
fi soris, în cazul de faţă, de-a dreptul 

3 == — Pe. Se ajunge astfel la o 
grindă fără consolă la care se aplică 
ecuaţia lui Olapeyron în modul cu- 
noscut. Aşa, de exemplu, pentru ca- 
zul din figura 11.23 se scrie 


2 Mile + Mala + 64, =0 
M lat 2 Ma(la+-la3) + Mala + 64, = 0 ” 
My = — Poe. Fig. 11.23 


329 


Se observă că s-au scris două ecuaţii ale lui Clapeyron, cu care se deter= 
mină necunoseutele M, şi M,. În calculul lui A, intră numai suprateţele 
de momente statie determinate, haşurate pe desen, nu şi suprafața de 
momente de pe consolă, nici cea dată de cuplul M,, aplicat; pe reazemul 3. 
Evident la construcţia finală a diagramelor 7, M se va, include şi consola. 


e. METODICA DE CALCUL 


Pentru rezolvarea unei probleme statie nedeterminate prin ecuaţia 
celor trei momente, succesiunea, calculelor va fi : . 

— numerotarea reazemelor, cu eventuala trnstormare a reazemelor 
încastrate sau a consolelor; 

— construirea diagramelor de momente M,, considerind fiecare 
deschidere ca o grindă simplu rezemată la capete ; 

— calcularea mărimilor A, pentru toate reazemele intermediare ; 

— scrierea ecuaţiilor celor trei momente şi calcularea momentelor 
pe reazeme ; i 

— calcularea reacţiunilor, cu relaţia (11.10); 

„_— construirea, diagramelor TP, M, ultima de preferat; prin suprapu- 

nerea efectelor. 


1, GRINZI CU 0 SINGURĂ DESCHIDERE 


Un caz particular de grinzi drepte static nedeterminate îl constituie 
ginzile, cu o singură deschidere : grinda cu o încastrare şi un reazem simplu 
(fig. 11.24) şi grinda, încastrată la ambele capete (fig. 11.25). 

La, grinda dublu încastrată (fig. 11.25), înlocuind încastrarea 1 prin 
reazemele simple 0, Z, încastrarea 2 prin reazemele 2, 2 şi ştiind că , = 0, 


CCI 


fn 


MIL NR 
+ 


Fig. 11.24 Fig. 11.25 


la = 1, la = 0, Mo =0, M,=0,se scrie ecuația celor trei momente pen- 
tru grupele de reazeme 0, 1, 2, şi 7, 2,3 


AMI + MI + 64, =0; 
MA + 2MA + 64, =0. 


5 aer 
Eh 
] [|| 
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Rezolvarea acestui sistem dă 


2 2 
Mais (ode Aa My > (Ag Aa) 
La rîndul lor, expresiile A, şi Aa sînt 
8 ERE 
i e SAR 


unde £, şi $2 sînt momentele statice ale diagramei de momente statie 
determinate (.M,), faţă de punctul 7, respectiv 2. Rezultă 
i 2 2 
M, = ci 28, — 82); M=-— = 28, — 8). (1.11) 
Pentru grinda cu o singură încastrazre — în punctul 7 — ecuaţia, 
celor trei momente este, cu Mg = M. =0, 


2MJI + 64, =0, 
iar soluţia ei este 
i 34, 3852 


e ie dia 
li i 
Pentru calculul reacţiunilor și construcţia, diagramelor 7, M, se 
aplică procedeul arătat Ja grinda continuă. 
Relaţia (11.10) ia următoarele forme particulare : 
— la grinda dublu încastrată 
Ma — M, M, — 
V, = Vis sei Va = Vas = a (11.13) 
— Ja grinda, cu o încastrare şi un reazem simplu 


(13.12). 


M 
V, = Vas iri Va = Va +2, (11.14) 


unde V,s, Vas sint reacţiuni datorite sarcinilor (exclusiv M,, M;) în 
grinda considerată simplu rezemată la cpete. 


PROBLEME 


11.11. Să se calculeze reacţiunile și momentul din încastrare și să se construiască diagra- 


“mele T, M la grinda „din figura 11.26 încărcată cu o forță F. Să se particularizeze rezultatul 


1 . 
pentru a=b= z* 
Diagrama momentelor încovoietoare pentru grinda presupusă static determinată, adică 
simplu rezemată la capete, este triunghiul ABE, avind momentul maxim în dreptul forței, de 
valoare 


ab 
Ma = DE=F Tie 
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Pentru a aplica formula (11.12), se calculează momentul stațic al triunghiului ABE faţă de 
reazemul 2, adică $;. Se ştie că abscisa & sau 7 a centrului de greutate Cal acestui triunghi 
este media aritmetică a. absciselor celor trei virfuri 


F „_Otati, O+B+i _b+a 
Ei Fi a =: 
3 3 3 
LA 
A (Z sa Lep bd de +0, 
srp 1 3 6 


Aplicînd formula (11.12), rezultă 


35, Fa + d FUEL — 52) 
M, 5: 3 . 
E Er 22 


n a — iȘ 


Momentul din încastrare este negativ și se poate 
construi diagrama momentelor încovoietoare prin 
suprapunerea efectelor, ca în figura 11.26. Reacţiunile 
sint date de formulele (11.14). 


L 


pi Dacă forţa este aplicată în mijlocul grinzii, se 
înlocuiește a=b = 1/2 în formulele precedente şi 
LA rezultă i 
Li LA 
A z'3 (+ EA ) 3 
& M=-—F FF 
Fig. 11.26 î 28 "16 


Fo MF 3F 11 
] 120 16 
, Se poate determina secţiunea ap, în care momentul încovoietor se anulează, scriind, de 
exemplu, suma momentelor din stinga secţiunii: 


Map 3 — IML Vaz 0. 


P În această relaţie, semnul momentului apare în ecuație, aşa că se înlocuiește doar valoarea 
absolută aflată mai sus : Si 


] 3 
pat 363, 
Lăzide a 11 1? 
IF 
16 


i 
Ep MIE Vas FI Fe a Fu 


iad 2 16 16 2 32 


Se vede că acest moment este mai mic decit cel din încastrare. 


11.12, Să se calculeze reacţiunile şi să se construiască diagramele 7, M la ginda din 
figura 11.27, încărcată cu o sarcină uniform repartizată p. 
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Pentru grinda static determinată, diagrama momentelor încovoietoare este parabola care 


1 
are la mijloc valoarea maximă E pl?. Suprafaţa parabolei este 


iar: momentul static al acesteia faţă de reazemul 2 este 


pe pu 


2 72 


2 24 fr 
Se aplică formulele (11.12) și (11.14) cu obser- 
vaţia că 
pl 
Vas = Vass 

Se obține 

35, 3pt E 

My — SS La p 
[ii 24: 8 


3pl 
Va=pl=— WVi= zi 


Fig, 11.27 


Se vede că momentul din încastrare este egal, în valoare absolută, cu momentul pe care 
îl avea Ia mijloc grinda static determinată. De aceea, ținînd seama de semne, momentul încovo- 
ietor maxim este MM, (în încastrare). 


5pl 
Diagrama forţelor tăietoare este o linie dreaptă, care începe cu valoarea Să și scade 


3pl Ş 
pînă la — Bia , închizindu-se cu reacţiunea V,. 


Se poate calcula secţiunea ,, în care forța tăietoare se anulează, deci unde are loc un: 
maxim al, momentului încovoietor, Est vorba doar de un maxim albgebric, căci s-a arătat că 
valoarea cea mai mare a. momentului încovoietor este cea din încastrare. 

5pi i 5 
Ta = Vi Pa a i — Pr 203 EA ăi 


“11.18, Să se calculeze momentele din reazeme M,, Ma, și reacţiunile V,, Va şi să se cona 
struiască diagramele M, T la grinda din figura 11.28, încastrată la ambele capete şi încăr- 
cată cu o forță F. 

Orientîndu-ne după problema 11.11, cele două momente statice, sînt 


Fab(b +1), Fab(a + 2) 
DR? az. i 


i 6 [ 
înlocuind aceste expresii în formulele (Oi), se găsește 


ma 2 [aero Fab(a +- 2) Fat 
i [2 6 6 [2 
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iar M, se află prin permutarea literelor a și b, așa că rezultă 


Fa?b 
M = = - 
[ză 


Pentru reacţiuni, se aplică relațiile (1.13) 


i i i B 


p_Fa_ MM Fa _Fab a) 
a: [i [i B 


Se vede din aceste relații că dacă a > b, ca 
în cazul desenului, rezultă M, < Me și Vi < Ve, 
adică reazemul din apropierea sarcinii se încarcă 
mai mult, 

Cu rezultatele de mai sus s-au construit, 
prin suprapunerea efectelor, diagramele M și 
T, Se vede că în lungul grinzii există două 
secţiuni în care momentul este nul și că în 
cazul sarcinilor verticale dirijate de sus în jos 
momentele din reazeme sînt negative, 

Acest exemplu arată că realizarea grinzii 

- static nedetexminate duce la distribuții mai 
avantajoase ale eforturilor, deci la eforturi uni- 
tare şi deformaţii mai mici. 

11.14, Să se afle momentele pe reazeme și să se construiască diagrama M pentru grinda 

dublu încastrată, cu sarcină uniform distribuită, din figura 11.29. 

Simetria arată că : R 
Me Mi: Vis Va= Ai 


Fig. 11.28 


Contorm problemei 11.12, 


Prin aplicarea formulelor (11.11) rezultă 


pt păi pt 
. — . 
24 24 


MM = = (2 


11,15. Să se calculeze momentele pe reazeme, 
reacţiunile şi să se construiască diagramele T, M la 
grinda din figura 11.30. Aplicaţie numerică: 2 = 2m, 
pl = F = 500 daN. j 

Se determină mai întîi reacțiunile suprafeţelor de momente pe reazeme, care sînt supra- 
feţele haşurate din figura 11,30, d , 


Fig. 11.29 


Fe 


Fo MM, FI Fab —0) 


Se scriu ecuaţiile celor trei momente pentru grupele de reazeme 7, 2, 3, ; 2,3, 4; 3, 4,5 
MI+ AM oh Mal BA2 = 0 
Mal -t AMI + Mk 643 =0 
Mal + AMA + Mk 64 =0 
M, = M=0. 


Fig, 11.30 


Se înlocuiesc valorile calculate As, As, A, și sistemul de ecuaţii devine 


PI 


pe 
AMgt M +6 —=0 

at Mat EYI 
Mr AM + M=0 
My 462 =0 
] —=0. 

3 4 16 


Rezolvarea acestui sistem duce la următoarele soluții 
2pR 4 45FI | 8p& + 12F1 
i M= - 


ui 448 448 


30 pt + 3F1 
m, pb + ; 
ci 448 


Se continuă calculele cu aplicaţia numerică dată i 


pl=F = 500daN; 1=2m 
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30 - 500 2 «+ 3+500-2 


încovoietor devine maxim (acolo unde forța tăietoare se anulează) în următoarele secţiuni : 


Ms — = — 73,6 daN-m undeva în stînga mijlocului deschiderii 7—2, pe reazemele 2, 3, d, şi în dreptul forţei F. 
448 Cei mai mare moment încovoietor este cel din dreptul forţei F și are valoarea 
ŞI 
2- 500-2 +- 45-500-2 Fi M, 104,9 
M, = px 104,9 daN- m Mas = 4 a 197,6 daN- m. 
8-500-2 + 12-500-2 11.16. Să se construiască dia- A 
Ma 44,6 daN:m. gramele T, A, la grinda din figura P 
3 448 11.31 
31 ă [EP 
Se calculează reacţiunile Se înlocuiește încastrarea pri ĂÂ A 
două reazeme simple 0 și 7, iar în lo- 
— M, —73,6—0 cul consolei se aplică pe reazemul 4 o 
36,8 daN forță de valoare pa şi un moment 
[] 2 Ma == — pa2]2. Se scrie apoi ecuaţia 
celor trei momente pentru grupele de 
Ma — M, 44,6 — (— 73,6 cîte trei reazeme: 0, 1, 2,; 7, 2,3; In ă, 
Ms : Me S a 591 daN 23,1 N Tg ap 
40 -t- 2Ml + My + GA, = 0 ze 
M, — M, — 104,9 — 44,6 
4 7 le: Zi 174,8 daN MI ot AMI + MAI + GA, =0 i 
Mal + AMI + MA + GA = 0. Fă sim | A 
— M pat O i 104,9 = 52,4 daN Se observă că 
7 PI Mo 0, A = Ap 4320 j A se 
pa 
IMM, ps . 
Y, = pă i 1. — 250 — 36,8 = 213,2 daN M , Fig. 11.31 
| Sistemul de ecuaţii se transformă în 
„pl Mp — M, Ma 2 i 
Va= uta 7 = 250 + 36,8 + 59,1 = 345,9 daN 24, + M,=0 
4 
M, + 4Ma + Mg == 0 
MA Ma MM | 4 te 4Me tr Mg = 
Ve — i Pr ———— = = 59,1 — 174,8 = 133,9 daN în 
Ma + 4M, — - =0, Ă 
PM Me MM | Fi - 
LA ZA EET + i 250 + 74,8 + 52,4= 377,2 daN iar soluţiile sale sînt 
Y, 
M, — M, a, pe, 
ve Po Mo Ma — 250 — 59,4 =197,6 daN, A Mi Mi 
2 
Ca verificare suma reacţiunilor trebuie să egaleze suma încărcărilor pl + F = 500 + 7pat pă. 
++ 500 = 1 000 daN. Bi Ms 
Vb Va Va Vath Ve 2 213,2 + 345,9 — 133,9 4+- 377,2 -+ 197,6 = 1 000 daN. 
Momentele static determinate la mijlocul deschiderilor Z—4 şi 4—5 sint 4 Se calculează valorile reacţiunilor astfel 
p&  500:2 PAR FI _500-2 PF ; M, — Mo pa, MM, 3pa,  M— Me 9pat OM — Mg _ 33pa2 
eg ga 100 CANT ae pe ni me 400 MR i 52? ! sau ? i fasa? I 521 
Se construiesc diagramele M, 7. | . M — M, 3pa2 
Diagrama momentelor încovoietoare se constemiește pe principiul suprapuneri eiectelor I A 3 LV 
iar diagrama forţelor tăietoare prin puncte. Din examinarea diagramelor se vede că momentul Li 521 
ă 


336 220 1801 337 


Ma — M, ȘI Ma — M 3pa? | 9pa? 12pa2 


VP, = — Să p- 
1 ! 521 521 "52 
y Ma — Ma ES M, — M 9pa?  33pa2 42pa: 
ș 1 i 52 52 52 
My — Mg 33 pa? 
Vom pa m pa soră : 


Ca verificare, suma reacţiunilor trebuie să dea torța pa 


3pa:  12pa2  42pa? 33 pa? 
! Vi Va Vot Vs + pa a, 
n Vot Va Wa sa + “sai sat POT sa OP 


Cu valorile calculate -se construiesc diagramele din figura 11.31. Se observă că efectul 
încărcării de pe consolă scade, în 'ce priveşte 7 și M, pe măsura îndepărtării de locul de aplicare 
a sarcinii, 

11.17. Să se determine, la grinda continuă din figura 11.32: a«) ce denivelare trebuie să 
sutere reazemul 2pentru ca momentul pe el să jie nul ; 6) ce denivelare trebuie să suțere reazemul 
2 pentru ca reacţiunile pe cele trei reazeme să fie egale. 

«) Momentul: nul pe rea:zemul intermediar. Se folosește ecuaţia celor trei momente pentru 
grinda cu denivelări la reazeme (11,7), în care 1 =: Ina = li; Mana = Ma = 0; Ma = Ma; 
În > hi În = fn 20; An = Aa şi rezultă 


— 2 
AMI + B4a + GEI (22%) =0. 


Reacţiunea grinzii reciproce în reazemul 2 este 


Anulind momentul M,, ecuaţia devine 


pt 12EIf 
12 7 


de unde 
pri POM, 
D4EI  384E1 


Î = 


Dacă grinda ar fi de deschidere 21 şi simplu re- 
zemată la capete, deci dacă reazemul 2 n-ar exista, 
săgeata la mijloc ar fi 


„ _ SPD, 
* 384 EI 


1 
Deci, dacă reazemul 2 al grinzii din figura 11.32 coboară cu 3 fa, momentul pe el dispare. 
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6) Reacţiuni egale pe cele trei reazeme. Dacă reacțiunile sînt egale, ele au următoarea valoare 
comună 


2pl 
Vu Va Va 
Pe de altă parte, reacţiunea V, se poate scrie 
l JA M — M, Ma — M, 2M, 
LA Pi + P 2 îi , 3 2 pl— 2 
2 2 b Li i 
M, = M=0. 
Se egalează cele două valori Va şi rezultă Me 
2pl 2M, 2 
ză = pl— a 2; Ma . 


3 i 


Se foloseşte aceeași ecuaţie a celor trei momente de mai sus, în care A, este cunoscut, 
și se caută fa 
12E1fe Pi pt 6 pB 12E11, 7pli 


40430 + GA, 0; 3 
m Bia 1 6 12 [ TEI 


11.18. Să se calculeze momentul M,, reacțiunile şi să se constriască diagramele 7, M 
Ja grinda încărcată cu un cuplu My ca în figura 11.33, 

“Transtormată în două grinzi static de- 
terminate, grinda se prezintă ca în figura 
11,33,b, unde reacţiunile sînt 


ma pa. 


Reacţiunea suprafeţei de momente în 
xeazemul 2, ținind seama de semnele dia- 
gramei de momente, are expresia 


__ "inna seama că M, = Mg = 0, ecua- 
ţia celor trei momente se scrie 


AM + 64, =0, 


Fig. 11.33 


de unde 
BA 3 Mt My 
2 2 24 16 € 


Ma 


Reacţiunile sint 


Mp —M, Mo 


A Stie li A 
î i 181 
Ma — M, M-AM, M, M, M, 
Y=7, Ma M Ma Me Mo _ o Mo _ 9Mo 
] ] 2 161 si 
i MM MM, 17, 
V, Vas 3 2 LI] N [:] [] 


j 1 161 161 
Ca verificare, suma reacţiunilor trebuie să fie zero 
Mo 9M  17M 


Vu Va Vo ea ETIIET E 


Momentul încovoietor maxim are loc în 'dreptul cuplului Mo şi, conform figurii 11.33, 
valoarea sa este 


1 1 
Mmaz => "3 Mo + 7 > za Mo 


6. DEPLASĂRI ÎN SISTEME STATIC NEDETFERMINATE, 


După rezolvarea nedeterminării, deplasările într-un sistem statie 
nedeterminat se pot calcula prin metodele cunoscute. 

La, grinda dreaptă static nedeterminată se poate aplica oricare dintre 
metodele studiate în capitolele 6 şi 110. 

În cazul: folosirii metodei. Mohr- Mazwell, deplasarea într-un pune! 
oarecare, 1, este cea, arătată în relaţiile (1.1.3) , 


3 = Bio dau Baa eee + Baa (11.15) 


Se cunose notajţiile stabilite : 

M* — momentul încovoietor într-o secţiune oarecare a sistemului de 
pază, datorit forțelor exterioare date ; 

m, — momentul încovoietoi într-o secțiune oarecare, datorit sarcinii 
unitare aplicate în punctul şi pe direcţia de aplicare a necunoseutei static 
" nedeterminate X, ; ' , 

M — momentul încovoietor într-o secțiune oarecare a sistemului 
static nedeterminat real. i : 

ntruciât „prin definiție, sistemul de bază, încărcat cu sarcinile exteri- 
oare şi cu necunoseutele static nedeterminate, este ethivalent; sistemului 
static nedeterminat real, rezultă că momentul M este dat de suprapunerea, 
efectelor în sistemul de bază 


M = ME + mă + mat e. + moXae (11.16) 
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Deplasările din relaţia (11.15) au fost; definite în formulele (11.4). 
Înlocuind aceste expresii în (11.15), rezultă i 


1 o, 
ă = a |$ 2 ao + Za mm do + 


+ Xa mame do i Ac 2 mam de] . 


Pentru simplificare nu s-a mai scris semnul X din. relajiile (11.4). 
Expresia de mai sus se poate transforma 


5 1 $ ate E ma Xa + oa Fo) me. 
BI 
'Pinînd seama de (1.1.16), expresia deplasării devine 
7 A 
3, == ţ Umde. 11.17 
= de. £ ) 


Relaţia, obținută se interpretează astfel : într-un sistem static nedeter- 
mânat, solicitat la încovoiere, deplasarea într-um puneti oarecare se obține 
cu formula Mohr-Maawell, în care intervin momentele încovoietoare reale 
din sistemul statie nedeterminat şi momentul sarcinii unitare aplicate în sis- 
temul de bază. 

Aplicînd regula lui Veresceaghin, relaţia de calcul devine 


1 
3 = BA 
de 


unde A. este suprafaţa diagramei reale de momente a sistemului static 
nedeterminat. i 


Fig. 11.34 


Concluzia, este valabilă şi pentru sisteme în care se produc alte feluri 
de eforturi. - i i , 

Ca, aplicaţie, se va calcula unghiul de rotire în colțul 3 la cadrul din 
figura 11:3. Diagrama M este desenată în figura, 11.3, g. Ca sistem de 
bază se poate lua unul din cele două reprezenţate în figura 11.34. Întru- 


săi 


cât la cadrul din figura 11.3, g diagrama de momente este liniară pe bara 
verticală, şi parabolică pe cea orizontală, este preferabil sistemul de bază 
din figura, 11.34, a, care dă 


1 1, pb 2 pb 
83 = pp =— IL» ) ş 
EI 2 16 3 48BI 


PROBLEMĂ 


11.19 La inelul din figura 11.35, a să se calculeze variațiile celor două diametre, sub 
acţiunea forţei P. 
Momentul! încovoietor real în secțiunea e din figura 11.35, a fost stabilit la problema 11.6 


P 
M = 0,182 PR — — B(1—cos g) = PR(0,5 cos e — 0,348). 


Pentru a afla lungirea diametrului orizontal, se ia sistemul de bază ca în figura 11.35,5. 
Momentul sarcinii unitare este 


m = Rcose 


şi el există numai pe semicercul ABC. Se poate integra între limitele 0—x/2, Juind integrala 
de dovă ori 

2.(a2 E PR: 
MmRăg = 2! PR(0,5 cos p—0,318): R-cos PR dp=0,15 ——: 
R ? = 27 ), ( se ) PR de ZI 


m]2 


2 
2 = 27| 


Fig. 11.35 


Pentru variaţia diametrului vertical, se ia sistemul de bază ca în figura 11.35, c eare dă 
m=Rsin 9, 


de unde rezultă 


2 arh i 2 caz i PR3 
5, =  mMmRap=——|  PR(0,5cosep —0,318)-Rsing-Rdp = — 0,136 ———: 
- = Zr $, ?= Zi $, ( [d )- Rsin e*R de ZI 


Semnul minus arată că deplasarea. este de sens contrar forţei unitare, adică diametrul 
vertica). se scurtează. e 
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7. GRINZI PE MEDIU ELASTIC 


O grindă rezemaită pe toată lungimea sa pe un teren elastic poate îi 
asimilată unei grinzi continue cu număr infinit de reazeme foarte apropiate. 
Problema, se întilneşte curent la rezemarea pe sol a diferitelor grinzi şi 
în general la, rezemarea oricărei bare pe suporţi elastici. 

Se admite că reacţiunea pe care terenul elastic o exercită asupra 
grinzii este proporţională, cu săgeata, (denivelarea) grinzii. Mărimea reac- 
ţiunii, pe unitaitea, de lungime a grinzii, se ia, după Winkler 

p = (11.18) 
unde k& este o caracteristică a materialului elastic, numită modulul tere- 
nubii, sau coeficientului de tasare, măsurată în daN/em?. 

Întocuind pe p în relaţia (6.5) şi ţinînd seama de sensul său, conform 
figurii 11.36, rezultă ecuaţia diferenţială a deformaţiei grinzii 


0-a ANDREI 
dat 
respectiv 
div k 
pr 9=0. 11.19 
Fair” a i itciti 
Cu notația 


? 


Fig. 11.36 
ecuaţia diferențială se scrie 
div 


SC 1 4hto=0. 
Ep ia a 


Ea are ecuaţia, caracteristică și rădăcinile acesteia, 
mA 4pi=0; rai; 
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Ta = — Bt î8. 


Soluţia generată a ecuajiei diferenţiale este 
o=—elz(A sin pa + B cos Pa) —- 6—P2(0 sin fa ++ D cos fa). (11.20) 


Constantele A, B, 0, D se determină cu ajutorul condiţiilor la limită 
ale problemei. : 


a. GRINDĂ DE LUNGIME INFINITĂ 


Se consideră grinda de lungime infinită din fig. 11.36, înărcată cu 
o forță concentrată P, într-o secţiune care se ia ca origine pe axa Oz. 
Conform principiului lui Saint-Venant, efectul forţei P la infinit este nul. 
Ca, urmare, termenii din ecuaţia (11.20) care se înmulțesc cu 6%, deci 
cresc mereu cu z, trebuie să fie nuli, adică A = B = 0, ceea ce reduce 
ecuaţia la, 


o = 0-%(0 sin pa -|- D cos fa). 
Se poate serie panta grinzii deformate 


ze — Be-Bz (— O sin Ba — D cos pe + O cos fa — Dsin po). 
a 
Din motive de simetrie, în origine, fibra medie deformată are pantă 
nulă, adică 
Pa AA, 0=f(—D+0); 0=D 
da | 


iar ecuaţia deformaţiei devine 
vw = 0e-fe(sin pa -+ cos Ba). 


Pentru determinarea constantei 0, se 
„serie că în origine, fig. 11.31, forța tăietoare 


este Tuzo = — > sarcina P repartizîndu- ! 


se în părţi egale celor două jumătăţi de grin- 
dă. Se derivează de trei ori ultima ecuație 


Pia, 
E 2 A Adica a 20fBe*8 sin Ba 
Fig. 11.37 de 
29 & 
= 20p2e-% (sin Ba — cos 62) 
da? 
d5 
— = 40p3e-Bcos fa, 
_ îs — 408 B 
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Cu ajutorul ultimei derivaiie, se serie expresia, forței tăietoare 


D= — BI, = —B814065e-f2 cos Ba. 


3, 
dz3 
Se aplică această relaţie în origine 


Tosa = — 4BIA0B3 = -2 


de unde rezultă 0 = P/8 P5EBI,. Ă Ș 
În acest; fel, ecuaţiile deformaţiilor şi eforturilor devin 


P 


PI oo (0 Ba -- cos 62) 


dv P 


— = = osia Bo 
dz 46 BI, 


P Ă 

M = —e-&(cos Be — sinfa 
150 (cos fi Bo) 
== — Taortr cos Ba: 


Se notează, pentru simplificare, funcţiile 
e-&(sin Ba + cos 62) 


% = 
Mm == e”&(cos fe — sin 6) (11.21) 
a = e-%cos Ba . ş 
ma = e-Psin fa. 
Cu aceste notații, deformaţiile şi eforturile se scriu 
pia A aci 0 
sp, 1 2 
do P 
în” apa, 
i a (11.22) 
P 
== 48 Mm 
P 
D= — = na 
3 LE 
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Valorile funcţiilor , na, Ma ma, Se găsesc în tabele, sau sînt date prin 
reprezentări grafice, ca în figura 11.38. Examinarea acestor curbe arată 
că funcţiile 4, "m “na deci mărimile >, M, 7, sînt maxime în origine. 
Se observă că efectul sarcinii P scade rapid cu îndepărtarea, de punctul de 


1, 2% 


Fig, 11.38 


aplicaţie, fiind neglijabil pentru fr> 5. Cum tuneţiile %, n ma au în. 
origine valoarea 1, rezultă că 


19 | PS 


ma i Îmi > — 


P 
mp OM 
SBoEI, ? ă 48 


Ymaz 


3. GRINDĂ DE LUNGIME FINITĂ 


Se consideră o grindă de lungime 1, pe teren elastic, încărcată simetric 
prin două forţe, ca în figura 11.39. Schema poate reprezenta o traversă 
de cale ferată, sarcinile P fiind transmise de şine. Grinda de lungime finită 
poate fi înlocuită prin două grinzi de lungime infinită şi anume : 

— grinda; de lungime infinită, încăreată cu sarcinile P, (fig. 11.39,5); 

— o grindă de lungime infinită, încărcată prin sarcinile P, şi cuplurile 
MM, convenabil alese, imediat în afara capetelor intervalului 1 (fig. 
11.39, 0). 

Mărimile P, şi My se aleg în așa fel ca suprapunind efectele din figu- 
rile 11.39 d, c, să rezulte grinda de lungime finită din figura 11.39, a, care 
are în capetele sale momentul încovoieor şi forţa tăietoare nule. 
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La grinda din figura 11. 39, b, luînd, pe rind, originea. pentru « în 
dreptul fiecărei forțe P, se serie momentul încovoietor şi forţa tăietoare 
în punctul 7, cu formulele (11.22) şi se suprapun efectele 


P 
M= PT) [m(a) + nl? — 0] 


(11.23) 
ORE 4 
Ti = = [mal(a) + nz(1— a)]. 
2 ru 
La a 
a 7 7709777777077 £ 
| îi 
| | H, 
) (73) . CĂ 
LE 7775771 2 7777777707777 77777? 
] 
A di [cd AM, A, q ip 
E ză PI A PE ete 
TIS 7777 PIPI PINTII TIT ZI, i 
Fig. 11.99 Fig. 11.40 i 


Notaţia (a) reprezintă valoarea funcţiei m, pentru argumentul fa. 

Pentru grinda din figura 11.39, c, se studiază în prealabil efectul 
unui cuplu M,, aplicat în origine, asupra grinzii de lungime infinită (fig. 
11.40). Cuplul J, se poate înlocui printr-un cuplu de forţe P:a = Mo. 
Cu ajutorul relaţiei (11.22) se poate serie efectul celor două forțe P într-o 
seoţiune curentă 4 


of E Pau = EE-tnlpo) —atfle ta, 
Mo (Be) — able — 0] _ _ Mob. atBle + 0)] — (Be), 
2 a 2 a 


La limită, cînd a tinde către zero, ultimul factor reprezintă derivata 
funcției m în raport cu & 
În ji ALBE — 0] — m(Ba) 
da a a 


TȚinind seama, de definiţia funeţiei + 
i 1 = e”le(sin fa -- cos pa) 
se poate scrie i 
dn 


= — 2pe-Pasin Bz = — 2Pns. 
dz 
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Ea ati Se . 


Se înlocuieşte în expresia lui o de mai sus 


1 2 
Ap - 2Pas = Mb? ete sin Bo. (41 24) 
2k k 
Prin derivare succesivă rezută 
dv __ Mof5 ae MoB8 
— = 0 e Pr(cos Be — sin fa) = 
Fie (cos f pa) 7 Li 
20| a 
Du Motta — 2 cos pa) 
da? [ă 
Momentul încovoietor într-o secţiune oarecare este 
2 4 4 
17 = m, 2BI,Mop et cos pr = 2BI,MSB E 
da? h [ 
Dai fiind că pi = %/4 EI, expresia momentului devine 
EL (11.25) 
2 : 
Se poate serie și expresia forţei tăietoare 
do 2Mp5 : 2MP  k MB 
— 0 got (sin fa + cos fr) = — e = 
da (ine ap (a) ee e aaa aa, 
d PA 
7 BI On. 11.26 
ri 2-1 ( ) 


Revenind la grinda din figura 11.39, c, seserie momentul încovoietor 
MY şi forţa tăietoare 73, în punctul 1, produse de cele două forţe Pe şi 
cele două cupluri Me, ţinînd seama de semne şi de faptul că pentru mărimile 
aplicate în punctul 1 se ia 2 = 0, iar pentru cele din punctul 2, se ia 2 = L. 
Se folosesc formulele (11.22) pentru. efectul forţelor Pa, respectiv (11.25) 
şi (11.26) pentru efectul cuplurilor Mg 


dr > Fa a +0 te Di + n40] 
(1.27) 


mpr= — De pi — m] — D900 — a) 
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Peniru grinda de lungime finită, valorile constantelor M, și Pe se 
determină punînd condiţia, ca momentul încovoietor şi forța tăietoare 
în secţiunea 7, date de însumarea, relaţiilor (11.23) și (11.27), să fie nule 


M 
+a = Îns(0)-tm(—a)l4 a DU) alai [L.+-q2(0)]=0 


B+ 7t= E tnda)-t (a) Fa Ri —ma0] ab. [i —p(01=0: 


(11.28) 


Acest sistem determină pe Pe şi M, iar, o dată găsite acestea, se pot 
calcula v, M, 7 în orice secţiune. 

În aceste calcule, dacă s-ar considera forțele P aplicate în capetele 
grinzii, formulele se simplifică făcînd a = 0. acest; caz, efectul unei 
torţe P, aplicată la un capăt al grinzii, este relativ mic la celălalt capăt, 
cu atît mai mic cu cît BL creşte. 

Din acest punct; de vedere, grinzile de lungime finită se împart în 
trei grupe : 

1, Grinzi scurte, la care Bl < 0,6. 

2. Grinzi mijlocii, cu 06 <fpl<5. 

3. Grinzi lungi, cu fL>5. 

La prima grupă, se pot; neglija deformaţiile de încovoiere ale grinzii, 
acestea fiind mici în comparaţie cu cele ale terenului. Cu această simplifi- 
care, deplasarea, verticală a, întregii grinzi se poate serie 


o = Pl. 


Grinzile din a doua grupă sînt caracterizate prin faptul că o forţă 
aplicată într-un capăt produce efect; apreciabil în celălalt capăt. 

Ultima, grupă de grinzi are proprietatea, că efectul unei forțe aplicate 
într-un capăt este neglijabil în celălalt capăt, deci ele se pot considera de 
lungime infinită. 


3. EFORTURI UNITARE PRODUSE DE VARIAȚIILE DE TEMPERATURĂ 
ÎN SISTEME CU DILATĂRI ÎMPIEDICATE 


Btorturile unitare termice iau naştere în urma unor variaţii de tempe- 
vaituxă, care se produc fie în timp, fie prin trecerea de la un punct la, altul * 
al piesei. Încălzirile neuniforme produce dilatări inegale, avind drept 
urmare producerea, de deformajii și de eforturi unitare. Încălzirile uniforme, 
în sisteme cu dilaări împiedicate, produc de asemenea eforturi unitare 
termice. . 
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Astfel de eforturi unitare se produc în cazane, motoare termice, reac- 
toare, turbine cu abur sau cu gaze, vehicule de mare viteză. Galeulul de 
rezistenţă al unor asemenea mașini și instalaţii comportă, în mod obliga- 
tor, luarea. în considerare a eforturilor unitare termice. Dată fiind ampploa- 
xea și importanţa problemei, studiul respectiv a luat o dezvoltare deo- 
sebită, ducând la crearea unei noi discipline a mecanicii aplicate : termo- 
elasticitatea. Monografii întregi sînt consacrate azi acestei probleme [69], 
[70]. 

În ecuaţiile teoriei elasticităţii, efectul temperaturii se introduce 
prin aceea, că, alături de deformaţiile produse de sarcini, se adaugă cele 
produse de dilatări. Astfel, legea lui Hooke generalizată ia forma 


e = la, — v( 6 + 62)] + at 

PE e Se ERE e (11.29) 
[7 

RI Le - Moz-+ a,)]+ at 


unde « este coeficientul de dilatare termică liniară și t variaţia de tempe- 
raitură. 

În cele ce urmează, se vor trata citeva, propleeie elementare de ter- 
moelasticitajte. 


a. EFORTURI UNITARE ÎNTR-UN CADRU UNIFORM ÎNCĂLZIT 


Se consideră cadrul simplu statie nedeterminat din figura 11.41, a, 
supus unei încălziri uniforme î. Datorită modului de rezemare, dilatarea 
pe verticală (lungirea stilpilor) este liberă, în timp ce pe orizontală este 
împiedicată. Se poate realiza sistemul de bază ca în figura, 11.41, d, înlo- 


cuind jegătura pe orizontală prin necunoscuta A, Se tratează problema 


prin metoda, cunoscută, cu observaţia că deplasarea 3, este cea datorită 
dilatării în sistemul de bază, pe cînd 8, are definiţia cunoscută. 
Se observă că 8, este lungirea barei orizontale 


do = — alt 
iar O se calculează cu ajutorul figurii 11.41, d, 


2 3 
so fa. £.2 ea SE 
EI| 2 3 3EI 


Se găseşte necunoscuta statie nedeterminată 


do __ BatBI 
3 [II 


X= = 
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Cunoscînd această valoare, se construiește imediat diagrama de mo- 
mente din figura 11.41, f. 

Se observă că în expresia, lui 8 s-a luat semnul minus, datorită 
faptului că deplasarea este contrară forţei A. 


e 
Fig. 11.41 


Determinarea deplasării 3.0, arătată mai sus, reprezintă un caz cu ţotul 

” particular de rezolvare a problemei. În cazul general, determinarea aces- 

vei deplasări, datorită numai lungirii barelor (nu și încovoierii), se face 
pornind de la expresia (10.13), care aici se serie 


| Nin : 
310 = da. 
ml îs 


După cum se ştie, această relaţie s-a stabilit, în baza figurii 10.7, 
scriind lucrul mecanic al forței N, cu deplasarea produsă de forţa Re 
problema noastră, în locul detormaţiilor produse de forța N se introduc 
dilatările. În baza teoremei reciprocităţii, se poate scrie Îmcrul mecnic al 
forţei n cu deplasarea produsă de dilatare 


310 = $matda. (11.30) 


poe Relaţia (11.30) este generală. Pentru aplicarea ei este necesar să se 
constmiască Epir de forţe axiale n. | 

cazul examinat, folosind diagrama. din figura 11.41, e și scoţind 
de sub integrală mărimile constante, rezultă 


5. at$n da = ci — 1 alt, 
adică expresia folosită mai sus. 
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| 
ţ 
; 


Evident, pentru un şistem de bare, relaţia (11.30) se serie 


în = > $matăz. (11.31) 

De asemenea, das fiind că în unele bare pot exista numai forţe a:xiale, 
pentru deplasarea 3, se poate folosi expresia mai generală, care ia în 
considerare atit momentele încovoietoare cît și forțele axiale, 


2 ri 
du = =| E de + = Ri ae. (11.32) 


BA 


b. EFORTURI UNITARE ÎNTR-O GRINDĂ DUBLU ÎNCASTRATĂ 
ÎNCĂLZITĂ NEUNIFORI d 


Dacă variaţia de temperatură este neuniformă pe grosimea unei bare, 
acest lucru duce la dilatări inegale ale fibrelor longitudinale, ceea, ce are 
drept efect; producerea de eforturi de încovoiere. 

Se consideră exemplul unei grinzi simplu rezemată la, capete (fig. 
11.42, q), fără sazoină exterioară, de lungime ] şi secţiune dreptunghiulară 
cu înălţimea h, avînd faţa, interioară încălzită la o temperatură î, iar cea: 
superioară la î,, unde i, >î,. Se cere să se determine raza de curbură 
a fibrei medii deformate. Dacă, pentru a împiedica, curbarea, grinda, se 
îace încastrată, ca în figura 11.42, b, să se calculeze momentele care se 
produce în reazeme și efortul unitar produs în grindă. Se admite că, pe 
înălţimea, grinzii, temperatura, variază liniar între t, şi ta. În baza, ipotezei 
urii la mijlocul înălțimii secţiunii (fig. 11.43), temperatura are valoarea 
medie 


mt, 
” 2 
iar la o distanţă y de la axa neutră are valoarea, 
tii (i—t0y 
i 1 2 CĂ 2 Ș 
v 3 + 7 


Fig. 11.42 Fig. 11.43 


Din cauza diferenţelor de temperatură, fibrele situate la diferite 
distanţe y de fibra medie se dilată diferit. 
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Dat fiind că dilatarea fiecărei fibre este împiedicată, efortul unitar 
în ea poaie îi calcula; cu relaţia (2.25) 


o = Bai = Bedy Ba * = de pi = în 1] ; (11.33) 
d 
Înlocuind, pe rind, y = 2, y = 2, se află etorturile. unitare în 


fibrele extreme 
o = But; 63 = Boia. 


Scriind momente faţă de axa neutră, se află momentul încovoietor 
care se produce în secţiune 


oy dA Baj [e | e uvaa. 
Pi d 


u=f 


A 
Primul termen — moment static — este nul, iar al doilea 
__ Ba(t — în) Ie 

h ” 


De asemenea, ecuaţia de proiecţii dă forţa axială datorită dilatării 
împiedicate 


M (11.34) 


Bah + tn) A 
| 2 
Condiţiile în încastrare nu permit deformarea bazei, care rămîne 
rectilinie. Pa 
Dacă nu ar exista încastrare, iar bara ar i simplu rezemată la capete, 
ea, s-ar deforma după un are de cerc, a cărui rază este 
1 M a(t, — te) 
e BI, h 
Relaţia, (11.30) poate îi extinsă pentru un sistem de bare în care au 


loe încălziri neuniforme, de felul celei examinate mai sus. Pentru simplifi- 
care se va nota 


Y = | că4 = (11.35) 
4 


(11.36) 


i=t=t, (11.37) 


mărimea V' fiind constantă de-a lungul unei bare, dar putînd varia de la o 
bară la alta. 

Folosind figura 10.8 și acelaşi raţionament ca la stabilirea formulei 
(11.30), se scrie unghiul de rotire cauzat; de cuplul M din relaţia (11.34) 
asupra elementului dz 


Măz _ot' 
de= e Aş 
BI, h 
23—c. 1801 :: 353 


iar, în baza, teoremei reciprocităţii lerului mecanic, rezultă 


p 
30 = $ m da, (11.38) 
h 
respectiv, în cazul cel mai general, 
3 =ă | net da + > | îi ză de. (11.39) 
p tă Ă 
PROBLEMĂ 


A 11.20, să se calculeze reacţiunea în reazemul simplu și să se construiască diagramele 7, M 
la grinda din figura 11.44, avind în partea superioară temperatura , și în cea inferioară 4, dacă 
temperatura variază liniar pe înălțimea grinzii, În stare naturală, grinda nu este încălzită, 

A Se observă că modul de rezemare împiedică numai încovoierea produsă de dilatarea neegală 
a îibrelor. Grinda este simplu static nedeterminată. Îi figura 11.44, b s-a reprezentat sistemul 
de bază, cu necunoscuta X,, ca şi diagrama sarcinii unitare X, = 1. 


Cu această diagramă se află 
(1) > sie (2) 
/N 


1 2 2 B 


Deplasarea 9, se află cu relaţia (11,38), în care 
trebuie să fim atenţi că lungirile at'/h snt de sens 
contrar lui dz, deci să luăm semnul minus 


ui 


a at LE 
4 d = — ţ m da ţ z—dz ac ta 
ok N) 2h 
Într-o secţiunea oarecare, m = z, Se află ne- 
cunoscuta static nedeterminată | 
8, 3Elat 
PA A a ear 
[7 eLă ii i 
Momentul în încastrare este 
h M = Vi 3Elat' 
d Mo ta e 
Cu aceste valori se construiesc diagramele 
1, M. 


9. EFORTURI UNITARE DE MONTAJ ÎN SISTEME STATIC NEDETERMINATE 


Şe întîmplă uneori ca lungimea, unei bare, realizată în atelier, să nu 
fie exact cea teoretică — diferenţele putind fi destul de mici — fie din 
cauza unei greșeli de calcul, fie din cauza unei execuţii insuficient de 
îngrijite. , 

O eroare de un milimetru la lungimea de cîţiva metri a unei bare 
dintr-o grindă cu zăbrele pare cu totul nesupărătoare. Dacă sistemul de 
bare este static determinat, această greşeală duce numai la uşoare modifi- 
cări ale configurajiei geometrice, fără alte consecinţe. Din contră, într-un 
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sistem de bare statie nedeterminat, se constată că bara cu lungime gre- 
şită nu poate fi montată decît; forţat, aplicîndu-i o forţă, de întindere sau 
compresiune (după caz); această forţă acţionează însă asupra nodurilor 
de la capetele barei, ceea ce produce eforturi unitare în întreg sistemul 
de bare. Aceste eforturi unitare se suprapun apoi — adunindu-se sau scă- 
zîndu-se — cu cele datorite sarcinilor utile aplicate sistemului. 

Pentra simplificare, se consideră sistemul celor trei bare din figura, 
11.45, articulate în punctul 0. Barele laterale sînt identice, de lungimi 
Ijcos « și rigidităţi EA, iar cea, centrală de lungime 1 şi rigiditate BA. 
Dacă toate barele ar fi corect executate, punctul lor de întâlnire ar fi F. 
La montaj, se constată că bara centrală a fost executată mai lungă 
decât era necesar, avînd lungimea BG = 1 + 3, unde 5 este eroarea de 
execuţie. În această situaţie, ea nu poate 
fi montată. Spre a realiza montajul, se 
aplică în capătul barei o forţă de com- 
presiune P, pînă cînd punctul G ajunge 
în 7. După executarea legăturii (prin 
buloane, nituri, sudură), se înlăţură forţa, 
P. Bară comprimată caută a se destinde, 
dar nu mai ajunge pînă Ja G, din cauza 
opoziţiei pe care o întimpină din partea 
barelor laterale. În consecință se stabi- 
leşte o poziţie de echilibru, în O, bara mij- 
locie rămînind comprimată cu o forță 
N,» iar cele laterale, întinse cu forţele W,. 
Se vor.determina aceste forţe. 

Sub efectul forței de compresiune N, bara mijlocie are o scurtare 
AL, punctul G ajungând în 0. Mărimea deformaţiei este, în valoare absolută 


Fig. 11.45 


A în GU sa 
Buda 


Bara laterală CO suferă, datorită forţei de întindere W,, o lungire 
Al, := HO, care, neglijind variaţia înfinit mică a unghiului a, are expresia 


Al, = HO = FO cos « 
deunde i 3 
poa 
- 008 a 
Pe de altă parte, lungirea, Al, este produsă de forţa N, în bara de lun- 
gime /cos « 


i 
1 ARID BERE 1 ERIE A Su NR 
Baa Cos a: BaAg cos? a 
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Conform figurii, eroarea, de execuţie 3 = GP este suma, segmentelor 
60 și OB, deci ; i i 


DE A AIE 2 
BA BoAacosta 


(11.40) 


„Pe de altă parte, cele trei forţe concurente în O sînt; în echilibru, deci 
satisfac ecuaţia de proiecţii 


2N, cos a — N, =0. (11.41) 
Rezolvind sistemul de ecuaţii (11.40), (11.41) se găsesc 


YW, BB, Aa A EA 


D [1 r —— 
( 2BpA.p 0088 e 


Porţele găsite sînt în valoare absolută. Prin împărţire cu ariile res- 
pective, se află eforturile unitare de monta; în barele articulate. 


Y, i 
BA ) ? acosau (11.42) . 


CAPITOLUL 12 
STABILITATEA ECHILIBRULUI ELASTIC 


1. STABILITATEA ECHILIBRULUI ELASTIC, FLAMBAJIUL 


Este îndeajuns de cunoscută problema stabilităţii echilibrului în meca- 
nica, corpurilor rigide. Dacă un corp se poate rezema în. diferite poziţii 
pe o suprafaţă, echilibrul este stabil atunei cînd în urma, unei deplasări 
arbitrar de mici el revine la poziţia, iniţială. Aşa, spre exemplu, bila de 
greutiaje G! din figura 12.1 este în echilibru stabil în poziţia A. şi în echili- 
bru nestabil în poziţia, A7. Conul circular drept din figura 12.2 este în 
echilibru stabil în poziţia din stînga, şi nestabil în cea din. dreapta. Dacă 
este deranjastă din poziţia de echilibru stabil, într-una vecină, bila, execută | 
o serie de mișcări oscilaiiorii în jurul poziţiei de echilibru A. Aceste mișcări 
se vor amortiza datorită trecării, corpul revenind în poziţia de echilibru 


4 
ZZ 


Fig, 12,1 Fig. 12.2 


stabil. În opoziţie cu aceasta, bila deranjată uşor din poziţia de echilibru 
nestabil, adică din punctul cel mai ridicat A', părăsește această poziţie 
iniţială, fără a mai reveni. i 
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Fi Un fenomen analog, de stabilitate sau de nestabilitaste, datorii însă, 
măriraii sarcinilor, nu poziţiei corpului, se întilneşte la numeroase elemente 
de construcţii şi maşini, de cele mai variate forme. Să examinăm citeva 
exemple. 

„Bara din figura 12.3 este articulată la ambele capete şi supusă la o 
forţă de compresiune P. Cît timp forţa P are valori mici, bara este în echi- 
libru stabil : dacă se aplică o forţă transversală care produce o încovo- 
iere, îndată după înlăturarea, acesteia, bara reia forma dreaptă de echili- 
bru. Mărind mereu valoarea forţei P, se ajunge la situaţia că, sub efectul 
forţei perturbatoare transversale, bara părăsește complet; poziţia, de echi- 
libru, adică se încovoaie ca, în figura 12.3 dreapta, fără posibilitatea, de a 
reveni. Rezultă că la atingerea unei anumite valori a forţei P, căreia i se 
dă numele de forță critică de flambaj, bara trece din starea, de echilibru 
stabil în cea de echilibru nestabil. : 

Inelul subţire din figura 12.4, supus unei presiuni exterioare p, uni- 
form repartizaţă pe circumferința sa, are forma circulară de echilibru 
stabil ; după atingerea presiunii critice de flambaj, el poate lua forma elip- 
tică indicată pe figură. Grinda din figura 12.5, avînd secţiunea dreptun- 
ghiulară îngustă, se deformează numai în planul ei, câţ timp forţa P nu 
depăşeşte valoarea critică, În cazul cînd forţa P atinge valoarea forţei 
critice de flambaj, poziţia grinzii se modifică brusc, apărind, pe lingă 
încovoierea din planul ei, deformaţii de încovoiere laterală şi răsucire. 

A omenul Tla Mg a unei piese din starea, de echilibru stabil în cea 

ec. ru nestabil, la o anumită valoare (critică) a sarcini i 
poartă numele de flambaj. ol sl ua 

Experienţa a arătat că valoarea forţei critice de flambaj depinde de 
forma şi de dimensiunile piesei, de felul de rezemare și aplicare a sarcinilor. 


Fig. 12.3 


Fig. 124 


Fig. 125 


„Atingerea forţei criţice de flambaj într-o piesă reprezintă o stare 
periculoasă, la care mașina sau construcţia, în care se află această piesă 
poate fi distrusă. Ni 

__A calcula o piesă la flambaj înseamnă a determina, valoarea forţei 
critice și a alege forţa reală de e ori mai mică, numărul c purtînd numele 
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„de coeficient de siguranţă la flambaj. În cazul barei din figura 12.3 — sau 


al altei piese — efortul unitar produs de către forța, criţică de flambaj, 
numit efort unitar critic de flambaj, poate îi cu mult inferior valorilor 
critice din rezistenţa, materialelor, ca, : limita de curgere, limita de pro- 
porţionalitate sau altele. Rezultă că, în astfel de probleme, calculul uzual 
din rezistenţa materialelor este de prisos și că bara, trebuie dimensionată 
pe baza calculului de flambaj. Din cele arătate, tragem concluzia că feno- 
menul de flambaj. este eu totul diferit de solicitările uzuale din rezistenţa 
materialelor. Efortul unitar critie de flambaj va fi comparat totuși cu 
valorile particulare ale curbei caracteristice. Calculul la Hambaj înlocu- 
ieşte, la, unele piese, calculul de rezistenţă ; alteori, el se face în paralel cu 
calculul de rezistenţă. Aceste motive fac ca, studiul fambajului să fie tra- 
tat ea un capitol special din rezistența maserialelor, deşi fenomenul este 
complet; diferit de solicitările care fac obiectul rezistenţei materialelor. 

Comparind valoarea efortului unitar critic de flambaj cu limita depro- 
porţionalitaite a materialului, se poate întîmpla ca el să fie inferior sau 
superior acestei limite. În primul caz se vorbește despre flambaj elastic, iar în 
al doilea, despre flambaj plastic. Problema îlambajului elastic pentru barele 
drepte a fost rezolvată încă în secolul al XVIII-lea de către L. Buler. Pro- 
blema flambajului plastic, deşi are diferite soluţii teoretice, prezintă 
dificultăţi şi este tratată azi încă prin formule empirice, rezultate din 
cercetări experimentale. 

Fenomenul flambajului apare la un număr destul de variat de elemente 
ale maşinilor : bare drepte solicitate la compresiune (centrică sau excen- 
trică) ; bare drepte solicitate prin forţe axiale şi transversale ; bare curbe 
solicitate prin eforturi care produc compresiune ; grinzi drepte înguste 
solicitate la încovoiere ; profile subţiri solicitate la încovoiere și răsucire ; 
tuburi cu pereţi subțiri solicitate prin presiuni exterioare sau interioare, 
prin forţe axiale sau prin cupluri de răsuoire; plăci plane comprimate 
ete. În capitolul de faţă se va studia, sub diferite aspecte, problema 
flambajului barei drepte și barei curbe, urmînd a se face completări în 
capitolele următoare. 

Bxistă metode variate pentru determinarea forței critice de flambaj, 
unele exacte, altele aproximative, Problemele simple, clasice, se rezolvă 
prin metodele exacte. La problemele complexe se folosese metode de calcul 
aproximativ, bazate pe considerente de energie de. deformaţie sau pe. 
alte criterii. În cele ce urmează, se vor trata citeva exemple simple de 
piese ce pot să flambeze, rezolvate prin metode exacte sau aproximative. 
Problemele complexe pot fi cercetate în lucrări speciale asupra, stabilității 
elastice [45], [46], [47], [49]. 


2. CALCULUL SARCINII CRITICE DE FLAMBAJ PENTRU BARA COMPRIMATĂ. 
i FORMULELE LUI EULER 


Pentru rezolvarea problemei, se consideră că bara dreaptă, solicitată 
la compresiune, s-a încovoiat din cauza atingerii sarcinii critice, deci 
a flambat. În aceaştă situaţie, se serie ecuaţia fibrei medii deformate și se 
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caută condiţiile care fae posibilă existenţa formei curbilinii de echilibru, pe 
lîngă cea, rectilinie. Se vor deserie patru cazuri de bare solicitate prin forţe 
aplicate la capete, diferind între ele numai prin modul de rezemare (fig. 
12.6). Dintre acestea, cel mai frecvent în 

P P P V aplicaţiile tehnice este cazul barei articulate 


la ambele capete (17), numit şi caz fund, - 
| | Z tal de îlambaj. L i oana 


a. BÂRA ARTICULATĂ LA AMBELE CAPETE 


: Se consideră bara în poziţia deformată, 
din figura, 12.7, raportată la, sistemul de axe 
3 20y. Într-o secţiune oarecare 4, bara are 
Ze ZA 7 Săgeata 7, iar forţa P produce un moment 

| încovoietor poziţiv 


z 7 7 Jr | NM = Po. 
Fig. 12.6 Se observă deosebirea, esenţială dintre 
expresia momentului încovoietor din această 
relaţie şi cea a momentelor încovoietoare uzuale : aici momentul este 
fumnoție de deplasarea v, pe cînd în mod obișnuit el este funcţie numai de 
poziţia, relativă a sarcinilor, fără a se lua, în considerare deformațiile. 
Ecuația diferenţială a fibrei medii deformate este di 


2 
EI Pe Tizatiei M = — Po 
Ie 9) 
d? BI 
Se face notația simpliticatoare 
dis a 12.1 
ZI , (12.1) 
cu care ecuaţia diferenţială devine 
d p 
7p: + 029 =0. (12.2) îl z 


Soluţia acestei ecuaţii diferenţiale cu 
coeficienţi constanţi este 


. 
7 


o = A sin ax + Beos aa, s Fig, 127 
Constantele se determină punind condiţiile la limită: 
la un capăt: z=0, »=0; 
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Ja, celălalt capăt : = »=0; 


la mijloc : atu AU sg 
2 da 
Înlocuind prima condiţie în expresia Imi o, rezultă 


B=0, 
ecuaţia deformajiei devenind 


= A sin az. 
A doua condiţie la limită duce la rezultatul 
0 = A sin ol. * 


Sînt trei soluţii care satisfac această ecuație : 

a) Soluţia A. = 0 duce la » = 0, deci bara nu flambează, ceea ce 
este contrar ipotezei puse. 

b) Soluţia « = 0, înlocuită în relația (12.1), dă P = 0, ceea ce este, 
de asemenea, contrar premiselor problemei. 

c) O serie de soluţii ale ecuaţiei trigonometrice sin al = 0 


al = îi, 27, Br, en ep Pip ese 


Luînd prima din aceste soluţii şi înlocuind-o în formula (12.1), se 
găseşte N 


Valoarea forţei P, corespunzătoare acestei relaţii, este forja critică 
de flambaj 
: __ BI î 


Pa = 


(12.3) 


Dacă secțiunea barei, are momenie de inerție diferite pe diverse direojii 
(adică nu este criculară, inelară sau pătrată), flambajul se va produce pe di- 
reoția cu moment de inerție minim, deci la o valoare a forţei dată de relaţia 


__ TREI min 4 


a (12.4) 


cr 


mental de flambaj. 
Influenţa momentului de inerție minim se poate pune uşor în evidenţă 
făcînd o experienţă de flambaj cu un eu: flambajul se va produce 


Relaţia (12.3) sau (12.4) este formula lui Buler pentru cazul funda- 
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totdeauna în același plan. Din contră, o bază cu secţiunea circulară poate maşinilor, solicitate la compresiune, sprijinite în unul sau mai multe 
li sange mal Ş i daia: Ce ţa ] te reprezintă cazul cel mai frecvent de piese 
Derivînd ia fibrei ii ă axa articulată la capete r « „cel 1 -ven Ş 
iti Cit ala aa Aici i iata e care pot să flambeze. Ca exemple, se pot cita : tija pistonului, biela, barele 


comprimate ale grinzilor cu zăbrele etc. 


Eă = Aa cos ea. 
„da 


Aplicind ultima dintre condiţiile la limită date, rezultă aceleași 


al 7 3 


soluţii, adică : A = 0, sau « = 0, sau ii le 7 deci nu se poate Fig. 12.9 
determina valoarea constantei A. spre a cunoaşte exact deformajia barei. Pi 
În consecință, constanta A rămîne nedeterminată și i se poate da o W BARA ÎNCASTRATĂ LA UN CAPĂT ȘI LIBERĂ LA CELĂLALT 
valoare 2. Cu aceasta, ecuaţia barei deformate devine - LI Se consideră bara, din figura 12.10 și se procedează, la fel, ca la, cazul 
: m . | precedent. Momentul încovoietor, ecuaţia diferențială și integrală ei sint 
= i aiul (12.5) aceleași ca la bara articulată la ambele capete. 
i d29 
Curba, din figura, 12.7 este deci o sinusoidă. Faptul că nu s-a putut; i M=Po; EI d La 


determina constanta, A, respectiv 1, nu este supărător, întrucît nu înte- 


resează mărimea deformaţiei, ci valoarea forţei “critice de flambaj şi v = A sin ax + B cos az. 


pentru aceasta trebuie luate măsuri ca ea să nu se producă, Atingerea miere ia et, due aul 
forţei critice de falmbaj duce la pierderea echilibrului, deci la, distrugerea, Contorm figurii 12.10, condiţiile la limită sînt 
ansamblului în care intră piesa respectivă. . z=0,  v=0; 
Ce reprezintă celelalte soluţii ale ecuaţiei trigonometrice din care s-a, do 
determinat: «? Ele sînt valori succesive ale forţei critice de flambaj su- = ia 0. 
perioare celei date de formula (12.3). Aşa, de exemplu, soluţia a doua ț i i d, RDI ȘI 
a ecuaţiei trigonometrice, al = 27, dă forţa critică : Prima condiţie dă B = 0. Se înlocuieşte a doua, condiţie în ecuaţia 
; do 
2 — = Aa 00s az 
Pa = ovi , . da 
Li şi rezultă soluţiile posibile 
care ește de patru ori mai mare decit cea prece- a) A=0; ba=0. 
dentă. Această valoare prezintă doar interes teo- a 3m E 
xetic, întrucit prima forţă critică deflambaj este cea N 6) al = —s e On)... 
minimă la care piesa flambează și poate fi distrusă. i 2 2 2 
Forma de îlambaj corespunzătoare soluţiei a doua, | Ca şi la problema precedentă, E) 
este cea indicată în figura 12.8, a. Această formă, | singurele soluţii acceptabile sînt 
respectiv forţa critică corespunzătioare ei, esteprima, cele ale ecuaţiei trigonometrice. —m- A, 
la care bara poate să flambeze, în cazul în care Prima, dintre ele duce la valoarea 
mijlocul barei nu se poate deplasalateral. Se găsește ! minimă a forţei critice de tlambaj 
astfel soluţia de a mări de patru ori forţa critică de | m P 
flambaj a unei bare. Analog, dacă se asigură contra | ae == 
is 4 i , | ab BI 
fig. 128 deplasării laterale două puncte fixe intermediare; 
ca în figura 12.8,b, forța critică de flambaj | BI  m2EI g 
devine de nouă ori mai mare decît; cea dată de formula (12.3). O apli- Par ae op (12.6) Fig, 12.40 


care practică a acestei concluzii se găseşte la diverse tije de comandă ale 
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Se poate face şi aici o discuţie similară cu cea de la cazul precedent, 
asupra celorlalte soluţii ale ecuaţiei trigonometrice. 


c. BARA ARTICULATĂ LA UN CAPĂT ȘI ÎNCASTRATĂ LA CELĂLALT 


Dacă nu ar exista articulaţia O, bara s-ar deforma după linia întreruptă din figura 12.11 
Spre a o readuce în poziția desenată cu linie plină, este necesară o forță transversală H, care face 
ca săgeata în origine să fie nulă. Momentul încovoietor într-o secțiune oarecare z este, din 
această cauză, i ă 


M = Po — Ha, 


Ecuația diferențială a fibrei medii deformate este 


d? 
EI —— = — M= — Po+ Hz 
da? 
sau Ş 
do P 


Red (12.7 
az! Er" pr . 


Soluţia ecuației omogene fără membrul al doilea este 


v = A sin az+ Bcosar, 
unde s-a notat 


P 


dă 


O soluţie particulară a ecuaţiei neomogene este 


ua 
P 


Se vede că această soluţie paticulară 
veritică ecuaţia (12.7) 


du, H d, 


dz Pi da 
o P H H 
——.—r= z, 
BI P EI 


Integrala generală a ecuaţiei (12.7) va fi 


EA 


HA 
v= Asinaz+ Bcosar-t -——z, 
Fig, 12.11 P 


Determinarea constantelor A, B, H se face ţinînd seama de condiţiile la limită, care sînt 


dv 
r=0,v=0; sc=l,v=0; z=l 0. 
ă da 
Prima condiţie dă B = 0 și ecuaţia se reduce la 
di + H dv A „E 
>= n. act z; & cos at 
Sin a: F) FE Lă T 
364 


dv 
Ultima condiție, aplicată în ecuația FPi 


„ dă 


pf 
0 = Ac cos «i p: 


A doua condiţie, introdusă în ecuaţia lui v, dă 


i Pi 
0 = Asinu pt 


Ultimele două relaţii se mai pot scrie 


A sin ul = 


H 


Aa cos al 


Prin împărțire, rezultă 


; 


tg al = al 


Această ecuaţie trigonometrică are ca primă soluție 


al = 4,49; 


a22 = 20,16 


20,16 


a = 


Per = 


Spre a avea aceeași formă cu formulele date Ia celelalte cazuri, se poate serie 


20,16 = 2,05 72 a 2? 


B 


P 


EI 


20416 EI, 


[ZI 


P 


205 EI  2REI MEI 
or & % [7] di 
2 


d. BARA ÎNCASTRATĂ LA AMBELE CAPETE 


Esuaţia fibrei medii deformate este 


unde My este momentul din încastrare. 
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Ma! 
o= Asinar i Beosaz + —p-? 


l 


(12.8) 


Pentru determinarea constantelor, se pun condiţiile la limită și anume 


z=0; v=0 


do 
= 0; = 
da d 
Li do 
Z=—j —= 
2 dz 


Folosind condiţia (a) în ecuaţia fibrei medii deformate, rezultă 


M, 
0=8+-——; B= Mo, 
P P 


Deriviînd ecuația fibrei medii deformate 


dv 


Aa — i = Mo i 
FE cos az Bsin ae = Aa cos az + — 2" a sin az 


şi punind condiţia (b), se găseşte 


; 0 = Aa, =0, 
ecuaţia devenind Dlui 


do Mo 
Piz Ca & sin &z, 


Condiţia (e) dă 


M, d 
0= ri «sin = —0, 
care are trei serii de soluţii: 


M 
1) Ea = 0, neacceptabilă ; 


2)  % = 0,neacceptabilă; 
al 


3) 2 ea ee 


Prima soluţie a ecuaţiei trigonometrice dă sarcina critică de flambaj 


27 4 
a = [i 2 = i sa 3 
i [Li EI 
4E1 2EI 
Per = a i uit e 
i p N2 
2 
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() 


&b) 


(e) 
(a 


(e) 


(12.9) 


Observaţie generală. Expresiile forţei critice de Hambaj pentru cele 
pairu cazuri examinate, date de formulele (12.3), (12.6), (12.8) şi (12.9), 
diferă una de alta, numai printr-un coeficient numeric. Ele pot fi scrise 
sub următoarea formă unitară 
p = R2EI tn ș 

cr [FI 


dacă se introduce noţiunea de lungime de flambaj 1. Din formulele stabilite 
se vde că pentru cele patru cazuri reprezentate în figura 12.6 lungimea 
de flambaj este 


(12.0) 


cazul IL: l, = A 
cazul II: W=l 


cazul III:  l; SE) 


cazul IV : 


“Pentru alte cîteva cazuri de încărcare a barelor comprimate, sarcinile 
criţice de flambaj se dau în literatura de specialitate, 


3, LIMITELE DE APLICARE A FORMULEI LUI. EULER. FLAMBAJ ELASTIC . 
ȘI FLAMBAJ PLASTIC 


a. FLAMBAJUL ELASTIU 


împărțind valoarea, forţei critice de flamba;j, dată de relaţia (12.10), 
prin aria secţiunii, se află efortul unitar critie de flambaj (adică efortul 
unitar. de compresiune din bară, corespunzător forţei critice de îlumbaj) 
Poe _ TEI 

A BA 

Exprimînd momentul de inerție ca produs între aria secţiunii și 

pătratul razei de inerție (minime), rezultă | 
28 Ain 2B 2 A 


9ep = 


Gep 7 sa j i (12.11) 
tn 
în relaţia de mai sus s-a introdus mărimea adimensională 
1 = cu (12.12) 
min 


numită, coeficient de subțirime sau coeficiet de avelteţă al barei. 
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Relaţia între o, şi 2, reprezentată de formula, (12.11) este o hiperbolă, 

de gradul al treilea, numită hiperbola. lui Euler, redată în figura 12.12. Se 
: A poaite marea pe această curbă punc- 

O 4 tul B, avînd ca ordonată limita, de 
„ Proporţionalitate c,. Întrucât for- 

mulele lui Buler s-au stabilit pe 
paza unor relaţii care admit; legea, 
lui Hooke, înseamnă că ele sînt 


Fhambăj 


(lambaj | e/aste 


A> d. Pentru A<3, deci 


% Cer >0p» În bară seprodue deformaţii 
plastice, deci formulele lui Euler 
nu mai sînt valabile. 

Ca urmare, punctul B, respec- 
Vi - tiv abscisa 2, împarte domeniul 


o A de variaţie al lui A în două părţi : 
Fig, 12.12 — zona flambajului elastic, cînd 
: 67 SS op, deci 1 > 3; 
— zona flambajului plastic, cînd oa, > 9p, deci A < 29. 
Calculul Ia flambaj se va conduce pe baza, formulei lui Buler numai 
în zona flambajului elastic. * i 
Se constată și experimental că în zona, flambajului elastic există 
concordanţă între valorile lui c,, calculate cu relaţia (12.11) și cele obţinute 
în laboratorul de încercări, în timp ce în zona, flambajului plastic nu mai 
există concordanţă (adică valorile obţinute experimental nu se înscriu pe 
partea punetată a, hiperbolei din fig. 12.12). 
Valoarea lui 2, se obţine înlocuind în formula, (12.11) pe ca, prin op. 
Aşa de exemplu, pentru OL 37, luînd Sp = 2100 daN/em?, rezultă 


; do 2100. 


2, iz 6 
2100 = 72-21-10 
2 


0 


Întrucât limita de proporţionalitate variază între anumite valori, se 


obișnuiește a se lua 2, = 100 sau a, = 105. 
b. FLAMBAJUL PLASTIC. TEORIA ENGESSER-KÂRMAN 


Dacă pentru valori ale coeficientului de subţirime interioare limitei 
1 efortul unitar critic de tlambaj nu mai corespunde hiperbolei lui Euler, 
se pune întrebarea de a găsi relația între o, şi A și pentru zona, flamba,- 
jului plastic. 

Pentru oțeluri, problema flambajului plastic devine mult mai dificilă, 
datorită traseului curbiliniu al curbei caracteristice, după depășirea limitei 
de proporţionalitaite. i 

soluţia propusă de Engesser, se defineşte modulul tangent By 
înţr-un punct oarecare al curbei caracteristice (fig. 12.13) şi în acest 
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valabile cât ţimp o,, < c,, respectiv: 


fel relaţia, lui Euler (12.10) se înlocuieşte prin 


2 
> pus Palat, (12.13) 


Y 

Mărimea Ba poate fi stabilită cu ajutorul curbei caracteristice. Se 
înțelege că punctul 7, respectiv efortul unitar cz = dap corespund sarcinii 
critice de flambaj. 

forma arătată, teoria Engesser-Kârmân a fost criticată, datorită 
faptului că ea nu ia în considerare cele două fenomene ce se produc, 
cu module de elasticitate diferite, în momentul cînd apare flambajul. 
Cînd bara Hambează, se produce o încovoiere, care mărește eforturile 
unitare de compresiune într-o parte a secţiunii (peste valoarea, oz dinaintea 
flambajului) respectiv le micşorează în altă parte a secţiunii. Se cunoaşte 
că descărcarea are loc pe o linie 7B paralelă cu porțiunea rectilinie a, carae- 
teristieii, deci avînd panta egală cu E, pe cînd. încărcarea se face, pentru 
creșteri mici ale lui o, după tangenta, 
dusă în 7, deci cu panta Br. 

În acest fel, deşi încovoierea produsă 
respectă legea lui Bernoulli, adică, e variază, 
liniar pe secţiune între «, și e. suplimen- 
tele de eforturi unitare variază după două 
drepte cu pante diferite, cum se arată în 
figura 12.14. n 

Cele două triunghiuri de eforturi uni- 
tare, o, și o2, se datorese curbării barei, 


ncârcore. n 


Z 


Descarcare 


0 8 £ 7 
Fig. 12.14 


Fig. 12.13 


nu creșterii forţei P. Ca urmare, forţa rezultantă dată de ele trebuie să 
fie nulă, în timp ce momentul lor trebuie să egaleze momentul Po al 
sarcinii P, datorit producerii săgeţii o. 
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Se pot scrie ecuaţiile de echivalență în secţiune 
ţ od4 =0; ţ oy dA = Po. 
4 Pi 


Luînd axa y ca pe figură, se poate scrie: 


zona ha 
o =, 
ha 
În zona h, 
sia 
ha 


ha şi o fiindconsiderate în valoare absolută. 
Ecuația de proiecţii devine 


unde s-au notat cele două integrale cu S$, şi Sa. Relaţia 


SG, 8a02 
PaSa | Nada 0 
h 2 LR 


duce la, determinarea poziţiei axei neutre, ştiind că 5, < 0, 82 >0. 
Se scrie, de asemenea, ecuaţia de momente 


ha 0 ha 
ţ opaa + $ apă = pp aa + Sept = Po. 
= [ o 


ha 1 a 


Se notează momentele: de inerție ale celor două părţi ale secţiunii 


$pa săi (aa Si 


şi ecuaţia de momente devine 


91 o 
LI ela = Po. 
i iz ia 
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Se fac înlocuirile 
O, = Eze, Op = Bey 


Bal + EI, 42. = Po, 
În ha 
Pe de altă parte, în baza ipotezei lui Bernoulli 
: E. Ea 1 _ _ d 
în în e dap 


ceea ce transformă ecuaţia de mai sus, în 
29 
E (Bel, + BL) = Po 
da? 
sau E: 
q2 
) ES P PI 
de? B+ El 


Se introduce momentul de inerție I al întregii secţiuni 


0. (12.14) 


d2p 4 P 
da? [i TI” 
I | Bt + B-2 
( sape 1) 
Mărimea din paranteză se defineşte ca modul de elasticitate redus 
Z 1 i 
B, = Ba + pr 
dica trial (12.15) 
ceea ce transformă ecuaţia diferenţială în 
d2 P 
dz tar v=0. | (12.16) 


„„„Se vede că ecuaţia, (12.14) este de aceeaşi formă cu (12.2) deci sarcina, 
criţică de flambaj este Ă 
p_= MB 


er 2 


(12.17) 


Principala, dificultate constă în necunoaşterea valorii lui £ definit 
de Sania (12.15), re An special incertitudinii asupra Iu 2. 

4 aplicăm rezultatele de mai sus Ja o secţiune dreptunghiulară. 
Ecuația; (12.13) se mai serie x zii aia: 
SiBaea , Sobe, 0 

ha ha 
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A Emi e E Eta e : a a 


Ș : ps a Ei Ea 
respectiv, simplificind prin —=-* 
În ha 


SuBa + SE = 0. 


Însă : 
oh? bă . 
i ii ai alea 
ceea ce duce la 
Zrh = EH. (12.18) 
Întrucât 
ha + ha = h (12.19) 
din sistemul (12.18) şi (12.19) se găseşte i 
VE h VEz 
n SR 3 SRR 
VE + Vf VE + VEz 
Se înlocuiesc valorile 
oh LI oh8 
Ia ra , = E EET E 
şi se obține expresia modulului de elasticitate redus 
. SED Mai 1. „RICA (12.20) 
V2+ VEz 
i Dacă se înlocuiesc, suc- 


Ep FR EI 
Fig. 1215 


cesiv, valorile lui Erpentru 
diferite punete 7 de îelul 
celui din fig. 12.13, se gă- 
sesc o serie de valori pen- 
vru B,, respectiv o serie de 
valori pentru forţa critică, 
date de formula (12.17). 
Împărţind pe P,, prin aria 
secţiunii, se află c.,, deci 
se pot determina punete 
ale diagramei oc. = f(A), 
în zona flambajului plastic. 
Se obţine astfel curba BD 
din figura 12.15. 


în punetul D, pentru A = A s-a atins limita de curgere. Sub această 


valoare a lui 3, bara se calculează numai la 
DI este o orizintală. 
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compresiune, respectiv linia 


€, FORMULELE TETMAJER-IASINSEI PENTRU FLAMBGAJUL PLASTIC 


Incertitudinea asupra modulului de elasticitate redus a condus pe 
unii cercetători ca, pe baza rezultatelor experimentale, să propună dife- 
rite relaţii analitice pentru funcţia c.,(A) în zona flambajului plastic. Se 
cunosc astfel relaţii parabolice, eliptice, _ 
liniare, pentru traseul curbei BD din Vi 
fig. 12.15. După studiile făcute de Tet- C 
majer şi Lasinski, se poate lua, în dome- 0, N 


niul flambajului plastic, o relaţie liniară £F 


Gu = a — dA (12.21) 


corespunzătoare dreptei BD din figura | 

12,16. Această dreaptă este limitată de 

punctul B, determinat de 3, iar în 0 3, 3 A 

stînga de punctul D, corespunzător lui Fig. 1246 

1. De obicei, materialele care au limită, 

de curgere, punctul D corespunde valorii c., = oc. Pentru A < 7, se consi- 

deră căbara nu mai flambează, calculul făcindu-se la compresiune simplă, 
Coeficienţii a şi b variază de la un material la altul ; cîteva valori ale 

lor, ca şi ale limitelor 20, Aa sînt daite în tabelul 12.1. Ă 


Tabelul 12.1. 
Coefieienţii din formulele Tetmajor-Iasinski 


Materialul a Lă LE LE 
OL 37(0e = 24 daN/mm?) 3 040 11,2 105 60 
ae = 31 daN/mm? 4 600 25,7 100 60 

Oțel, 6, = 52 daN/mm?, 
os = 36 daN/mm* 5 770 37,4 100 d 60 
Oțel cu 5% nichel 4 610 5 86 [] 
Oțel co roli dez. i 9 800 53 55 0 
Duraluminiu 3 720 21,40 50. 0 
Lemn & 287 1,9 100 [tă 


Pentru fontă se foloseşte o relație parabolică 
Gay = 1760 — 1201 + 0,53 32, (12.22) 
cu limitele 1, = 80 şi 41 =0. 
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4. CALCULUL LA FLAMBAJ 


Sarcina, critică de flambaj, respectiv efortul unitar critic de flambaj, 
sînt mărimi periculoase, la care piesa. se poate distruge ; ele pot fi comparate 
cu mărimile critice din calculul de rezistență : forţa de rupere, rezistenţa 
la rupere. ; 

Forţa reală din bara solicitată la. compresiune trebuie să fie inferioară 
sarcinii critice, raportul lor fiind numit coeficient de siguranță. 

Calculul la flambaj constă fie în a dimensiona o bară, dacă se dă 
coeficienţul de siguranţă, fie în a verifica valoarea acestui coeficient. 

Calculul de dimensionare la flambaj se bazează pe alegerea unui 
coeficient de siguranță la flambaj, cu care se împarte sarcina critică, spre 
a afla sarcina admisibilă a barei 


La, 
[să 


2 = (12.23) 


a, CALC ULUL ÎN DOMENIUL PLAMEBAJULUI ELASTIC 


Dacă se pune problema de a dimensiona o piesă, calculul se începe cu 
formula, lui Buler, în care se introduce coeficientul de siguranță la îlamba;j 


2 
ri Et a a (12.24) 
[i cl? i 
din care se obţine momentul de inerție 
- -g-& 
Pret, (12.25) 
28 


Valorile coeticientului ce sînt foarte variate şi nu există preseripţii 
oficiale pentru ele. În general, coeficientul e se ia din tratate de construcții 
de mașini. Pentru piese de 
maşini valorile extreme ce 
se găsesc sînt : minimum c=4 


Tabelul 12. 2 


Coeficienţi de siguranţă la flambaj pentru piese 


de mașini şi maximum 0 = 28, În tabe- 

- lul 12.2 sînt indicate citeva 

- Plesa Ci cifre, recomandatepentru tije 
ia FA de piston și biele, conform 
Maşini cu un cilindru 3—12 |  tratatelordeorganedemaşini. 


Tija Aplicînd formula (12.25) 


pistonului Mașini cu un cilindru și x: $ Fi 
contratijă ; mașini cu doi . se află momentul de inerție 


cilindri - : 4—8 ZI. Este de la sine înţeles că 
PETER: Ă pentru piesele care pot să 
Mașini termice mari 14—28 |  flambeze, cele mai recoman- 


ca Motoare de automobil 4—55 dabile forme de secţiuni sint 
cele care au același moment 


de inerție pe toate direcţiile, adică secţiunile circulare, inelare sau pătra- 
te. Secţiunea inelară este mai avantajoasă decît cea circulară, avînd, pen- 
tru aceeaşi cantitate de material, un moment de inerție mai mare decît 
cea circulară. , - , 

Cunoscînd forma secțiunii, se află aria A şi se calculează raza de 


inerție 
i 2 
“Va 
Se determină apoi coeficientul de zvelteţe 
/ 


pa stil d 
i 


(12.26) 


Determinînd valoarea lui 7, se obține una din următoarele două 
situaţii : 

1) Se găseşte A >, deci piesa se află în domeniul flambajului 
elastic, ceea ce arată că dimensionarea cu formula lui Huler este corectă. 

2) Se găsește A <- 29, ceea ce situează piesa în domeniul flambajului 
plastic, deci face neaplicabilă formula, lui Euler. În acest caz, calculul se 
continuă, cu formulele flambajului plastic. 


b. CALOULUL ÎN DOMENIUL FLAMBAJULUI PLASTIO 


Pentru a calcula o bară cu formulele Tetma;jer-Iasinski se procedează 
în felul următor : 

Se dimensionează bara, la început, cu formula lui Euler, presupunînd 
că ar fi aplicabilă, Dacă verificarea arată că bara se încadrează în zona 
flambajului plastic, calculul continuă astfel: 

— Cu valoarea lui A găsită din prima dimensionare (dată de formula 
lui Buler) se determină efortul unitar critic de îlambaj, aplicind formulele 
'TVetmajer-Lasinshi : . i 

Gu =u—bA 


— Se calculează apoi efortul unitar de compresiune simplă 


(12.27). 


— Dacă valoarea, datiă de această relaţie corespunde celei dinainte 
impuse pentru c, Gimensionarea făcută este bună. În cazul în care se obţine 
o valoare a lui c inferioară celei impuse, se măresc treptat dimensiunile 
piesei, recaleulînd apoi pe î, A, sr, c, 6, pînă cînd se realizează coeficientul 
de siguranță dorit. : , 
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Metoda, expusă mai suspentru calculul la flambaj plastic este recoman- 
dabilă în special pentru piese de maşini, unde coeficientul de siguranță 
la flambaj are o valoarea oarecare, dată. 


€. CALOULUL LA FLAMBAJI PRIN METODA COEFICIENTULUI DE 
FPLAMBAJI e 


Din 'cele expuse, rezultă că pentru calculul la flambaj există două 
feluri de relaţii — după cum este vorba de flambaj elastice sau plastic — 
respectiv că la tlambajul plastie calculul comportă o serie de încercări. 

În domeniul consrucţiilor, pentru valori bine precizaie ale coeticien- 
tului de siguranţă (destul de mici, de exemplu variind între e = 1,7 la 
valori mici ale lui 7 şi 6 = 2,4 la valori mari) s-a stabilit o metodă de calcul 
unică pentru flambajul elastic şi plastic. 

Se definește rezistența admisibilă la flambaj 


2 0 00 
[A Ade A 


Ga = 


unde P este forţa reală din bară şi A — aria secţiunii ei. 
În acest fel, calculul la flambaj se transformă în calcul la compresiune, 
cu relația 


i (12.29) 


__ Mărimea Oa; rezultă din valoarea lui c,, dată de fig. 12.15 su 12.16, 
variabilă cu 7, împărțită cu un coeficient e, variabil şi el cu A. Se introduce 
noţiunea de coeficient de flambaj 


p= Sr <1i 
Ga 


(12.30) 


unde o, este rezistenţa admisibilă la compresiune simplă (constantă), 
de exemplu, pentru OL 37, o, = 1500 daN/em?. 
Relaţia de dimensionare la flambaj devine 


Ann = E , (12.31) 
$P” Sa 
respectiv relaţia de verificare 
Gay e gl S ca: (12.32) 


În tabelul 12.3, se dau valorile lui q, pentru OL 37, după SPAS 
163/1—71, iar în tabelul 12.4 cîteva, valori pentru lemn și fontă. 


376 


Tabelul 12. 3 


Valorile coeficienţilor e peniru oţelul OL 37 


Tabelul 12. 4 


Coeticienţii de îlambaj e pentru lemu şi fontă 


Lă | Lemu | Fontă 


0 1 1 80 0,48 0,26 
10 0,99 0,97 90 0,38 0,20 
20 0,97 0,91 100 0,30 0,16 
30 0,93 0,81 110 0,25 — 
40 0,87 0,69 120 0,22 — 
50 0,80 0,57 130 0,18 — 
60 0,71 0,44 140 0,16 = 
'70 0,61 0,34 | 150 0,14 ari 


Practic, în metoda coeficientului e, se alege o valoare oarecare pentru 
3, se ia valoarea lui ș din tabel şi se aplică relaţia (12.31). După dimensio- 
nare, se recalculează ?, se reia; calculul de cîteva, ori, pină se ajunge la dimen- 
siuni ce nu mai variază de la un calcul la altul, 


d. VERIFICAREA LA PLAMBAJ 


Pentru o bară de dimensiuni date, se calculează întîi coeficientul de 
zvelteţă 2. 

Dacă se foloseşte metoda coeficientului de flambaj q, se ia valoarea 
lui din tabel — corespunzător lui A — şi se face verificarea cu formula, 
(12.32). : 

Dacă se folosese formulele lui Buler, sau 'Tetmajer — Lasinski, se 
determină valoarea lui e, din relaţia (12.24) sau (12.27) și se compară 
cu valoarea, prescrisă,. 


PROBLEME 


12,1, Să se dimensioneze tija pistonului unei mașini, dacă forța maximă de compresiune 
este P = 10 000 daN, iar lungimea tijei 1 = 1,29 m, Tija se consideră articulată la ambele capete. 
Coeficientul de siguranță, conform tabelelor, are valoarea c = 10. Materialul este un oţel cu 
dp = 105 și oc == 2400 daN/em?. i 

'Tija pistonului se face de secţiune circulară, deci cu 

za 
Imn = 1 = rr 

Tija fiind considerată articulată la ambele capete, lungimea de flamhaj este 1; == 1. Din 

formula (12.25) rezultă 


Pet 10000-10-1200 ea, 2 
n e NUT Pauză 
725 78-24 - 102 a e a 
Li 
69,564 
= = = 6,13 em. 


Se alege o valoare rotundă 
d = 6cm. 


Se verifică dacă formula lui Euler era aplicabilă sau nu 


Se vede că nu era cazul să fie aplicată formula Imi Euler. Vom verifica cu formula lui 
Telmajer, căutînd să obţinem aceeași valoare c = 10 a coeficientului de siguranţă. Se iau 
valorile din prima linie a tabelului 12.1. 


Ser = 3 040 — 11,21 == 3 040 — 11,2. 80 = 2 143 daN/em2 


62 P 10000 
A 3 o = 28,3 cm; Ba i = 2 
Fi ci [că 4 253 353 daN/emi 
2 
iri A it 6,1. 
Lă 353 
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Întrucit a rezultat o valoare mult mai mică decît cea impusă, se reface calcului, încercînd 
o secţiune de piesă ceva mai mare. Se alege valoarea 


d=Ssomm=8cm; i 2cm; 1= = = 60, 


“Ser = 83 040 — 11,2- 60 = 2 368 daN/em?, 


În continuare rezultă 


ÎN „dia 
A = 50,3 cm?; = ZA = 198,8 daN/em? 
2 368 
pa SE a E a 11,9 
Li 198,8 


„Ger = 3040 — 11,2: 66 = 2 301 daN/em? 


A = 41,9cm:; g = 239 daN/em? 
2 301 
o SEL a = 9,6 1 10, 
Li 239 


Această valoare este mulţumitoare, deci d = 73 mm. 

12.2. Să se dimensioneze tija bielei unui motor, secțiunea avind forma schematică din 
figura 12.17, cunoscînd următoarele date : diametrul pistonului d = 100 mm ; presiunea maximă 
pe piston Pmaz = 40 daN/em? ; lungimea bielei / = 320 mm ; materialul bielei este oţel cu 5% Ni; 


coeficientul de siguranţă c = 5. 
CĂ 
zi i 
ga Lă 
Ea 


Se aplică inițial formula lui Euler 


Pe 3149+5. 92 î 
Imin = ai > TEAI0T 0,776 em, 
a e» 102 
P = 2 Paz = 2 +40 = 3142 daN 


1 =1=32cm. 


Conform figurii, rezultă 


2 3a: a / 
Imn = Iy = 2 aa) | bis 4/15 ai = 0,776 cmt J 
12 12 Fig. 12,17 
a B 
0,776 
a —— = 0,64cm, 
4,75 


Se alege o valoare rotundă 
a == "7mm 
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și rezultă 
I = 475-074 = 1,14 cmâ 


A = 902 = 9:0,72 = 441 cm? 


ud 48 ia SA 
i FII = 0,508 cm 
Li 32 
i IER. AN SI E! ȘI 
i 0,508 


Se vede că această cifră este inferioară limitei 2, = 86, corespunzătoare oțelului cu nichel, 


Se verifică cu formula lui Teimajer, punînd condiţia de a obţine cel puţin 


c= 45. 
După tabelul 12.1, se scrie 


Gor = 4 610 — 22,57 = 4 610 — 22,5: 63 = 3 193 daN/em?. 


MEL Pe ORI 
pista ei Ada ca 
A da AN /era 
aer 83198 
0 SL = 45. 
o 2 


Rezultă că dimensiunea aleasă este bună. 


12,3, O ţeavă de condensator, încastrată la ambele ca, i 
tor, pete, este xezemată la loc printr-o 
diafragmă, spre a mări forţa critică la flambajul datorit efectului de dilatare, a calculeze 
valoarea forţei critice de ilambaj, dacă ţeava are: D == 20 mm, d= 18 mm, lungimea totală 
1=2 e, lei anaterislul este alamă, cu E = 1,05- 106% daN/em?. 
orța critică de flambaj, dată fiind rezemarea de la mijlocul barei, corespund - 
doua soluţii a ecuaţiei trigonometrice (v. paragrafele 2a și 238 adică iscat 


2 
al om; a 167 Per 
2 [ii EI 
1672E1 16 + 72- 1,05 10% 0,27 
La ati 2002 + = 1 1197daN 
[> 22 (De e ai) = 2 (26 — gt 4 
Fri ) YI ( 1,81) = 0,27 cm, 
Această forță produce în țeavă un efort unitar 
Per 1119 
Cor = 70 = = 875 daN/em2. 
e m (aa — 1,82 
pi ) 


ȘI Dacă se presupune că plăcile în care este încastrată țeava sînt fixe, se poate calcula variația 
e temperatură necesară pentru a produce acest efort unitar, cu relaţia 


Var = Ea At, 
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unde 
a = 19:105 


este coeficientul de dilatare termică liniară al alamei, deci 


Gcr 1 875 
Ea 1,05 - 106 -19- 106 


= 940. 


At 


Acest calcul arată că la o creştere relativ mică a temperaturii se atinge forța cxitică de 
flambaj, deci ţevile vor îi, în timpul funcţionării condensatorului, încovoiate. 

12,4. Să se dimensioneze, prin metoda coeficientului &, stilpul cu secțiune compusă ca 
în figura 12.18, confecționat din lemn, cu ga = 100 daN/em?, 
avind lungimea 1=—5m şi încărcat cu 0 sarcină P= y 


i: 50 000; daN, Stilpul se consideră încastrat la un capăt și liber 
a celălalt. Ă Z Z 
ANWZZ 


3 
P 30 000 
Li] 


os = 500 em? 
P* Ga 0,6 :100 


Pentru primul calcul se ia o valoare oarecare a Di q, de 
Anec = 
P 


exemplu e = 0,6, cu care se face dimensionarea 
// 
// 


Pentru un singur element din cele cinci ce formează 
secţiunea se găsește 
500 


A = = 100cm2; a = 10cm. 


Fig. 12.18 


Momentul de inerție față de axa = este 


iai a za a pate ae 29at 
=9=>7 0 Mergea aa = . 
z 13, . 


Raza de inerție și coeficientul de zvelteţe sint 
2904 
T EC E: IRI 
i= || lana 0,695 a = 0,695: 10 = 6,95 cm 
A da? 60 


Conform tabelului 12.4, se găseşte p = 0,15, care, introdus în formula (12.30), dă 


Caţ = Pa = 0,15: 100 = 15 daN/em?, 


Întrucit dimensionarea cu această valoare va da o secţiune mult mai mare, deci valoare 
mai mică a lui A și valori mai mari pentru & și Oa, se încearcă cu e = 0,3, deci 


Ga == 30 daN/em? 
30 000 


neo = = 1000 cm2;  A,==200cm?; a 14cm 


30 
29 2 - 500 
i=14][—>=97%83em;  1= = 103, 
- 60 


9,73 
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Acestei valori îi corespunde, după tabelul 12.4, 
e = 0,285. 
Se reface calculul, pornind de la această valoare 


Ga *= Pda = 0,285 : 100 == 28,5 daN/em2 


30 000 A 
Anec = EET plai 1053cm?; A, = 2ilcm?; a=14,5ecm 
29 2- 500 
i=145 |/(—=10icm; 1= = 99, 
60 , 10,1: 


Acestei valori îi corespunde e = 0,31, deci Gaj = 31 daN/cm?, ceea ce duce din nou la 
a == 14 cm. Dacă se adoptă valoarea a == 14 cm, formula de verificare dă 


P 30 000 


Sp 


a = 107 daN/em:, 
pA 0,285 - 5-14 


adică o depăşire de 7% a rezistenţei admisibile, Alegind a = 14,5 cm, la care corespunde 9= 
= 0,31, rezultă 


30 000 


nm = 92 QaN/em? i Ga. 
0,31: 514,52 ler Acea 


Sef = 


Se alege ca dimensiune de construcţie a = 14 cm. 


5. CALCULUL SARCINII CRITICE DE FLAMBAJ LA BARA SOLICITATĂ LA COMPRESIUNE, 
PRIN METODA ENERGETICĂ 


„Vom arăta cum se poate determina, sarcina, critică de. flambaj, prin 
metoda, energetică, datorită lui Pimoshenko [26]. 

Se va traăta, prin această metodă, cazul fundamental de flambaj, 
adică bara cormprimată, articulată la capete, 

Forma rectilinie a barei este formă de echilibru stabil cât timp forța P 
este mică şi de echilibru nestabil cînd forţa P atinge valoarea sarcinii 
critice de flambaj. 

tr-un moment; oarecare, cînd bara se află în echilibru stabil, ea 
poaie fi încovoiată sub acţiunea unor sarcini transversale şi a forței 
de compresiune P (fig. 12.19). Neglijind energia, de detormaţie prin com- 
presiune, se poate scrie că energia acumulată prin încovoiere, U, este 
egală cu lucrul mecanie L, al forței P plus Imerul mecanic Le al forţelor 
transversale 


U= Ie + Le. 


Înlăturind forțele Q, energia U scade, bara caută să se redreseze, deci 
se află în echilibru stabil. Se poate mări din ce în ce forța P, miceșorînd 
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sarcinile Q, aşa ca U să rămînă constant. Se ajunge 1a o situaţie limită, 
cînd Le = 0, deci întreaga energie de deformaţie se datorește forţei P. 
În această situaţie, sub acțiunea forței P există o poziţie de echilibru 


Fig. 12.19 


curbilinie, deci s-a atins forța critică de flambaj. Conform figurii 12.19, 
se poate serie 


Lp = P-u 
şi, prin urmare, la limită 


U=P-u. (12.33) 


Energia de deformaţie are expresia (10.5) 


d? 2 
BI|—)] da. 
[ia 


5 


(i 


Pentru determinarea deplasării u, se observă pe desen că ea este 
diferenţa, dintre lungimea | a barei şi proiecția pe axa a fibrei medii 
deformate. La rîndul său, fibra medie deformată are lungimea, totală, 
s = 4, neglijind detformaţiile de compresiune. Ca urmare, luînd un element 
de lungime dz, atît pe axa: a cât; şi pe fibra medie deformată, lui îi cores- 
punde o deplasare 


du = da — da cos p = da (1 — cos e), 


respectiv, dezvoltind paranteza în serie, 
2 2 
du z da Se API (3) dz. 
2 2 
Penţru întreaga bară se află 
2 
4 = =$ (32) dz. 
2 [ă dz 
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Înlocuind pe U şi u în relaţia, (12.33), 'se află valoarea, forței critice 


de flambaj 
d2o 32 
BI | -—— 
EA a j ( da ) da 
7 i (12.34) 


PE eu dei pi ooleiai prin metoda energetică trebuie aleasă o 

petic a finețe Aa), mai apropiată de cea reală şi respectând condiţiile 
a) Pentru bara din figura 12 ie că fi i 

imn ară pia in +19, se știe că fibra medie deformată 


2 = sina 


sc se i-ai CEoenia cunoscută; a formulei lui Buler 
obişnuit nu se cunoaște expreşi za iei 
De exemplu, la problema de faţă, se ale pie ir pa si dci acid 


0.= a(azt — 213 + Pa) 
= = a(4a3 — 6la? + 13) 


d2 i, 
Pola a(12a? — 1210) = 12a(a? — 1). 


înlocuind în (12.34), se găseşte 


) Rai 
zIţ 144.02(a2 — lo) ag apr 


Par = 
17 


Ii = = 988287, (12.35) 
ţ 42(4p3 — 6la2 + 19242 pal a2p pe 
o 35 
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Această valoare diferă numai cu 0,2%, de cea exactă. O alegere mai 
puţin judicioasă a ecuaţiei fibrei medii deformate duce la erori mai mari, 
însă în limitele acceptabile pentru aplicaţiile tehnice. 


6. FLAMBAJUL BARELOR SUB ACȚIUNEA FORȚELOR AXIALE 
EXCENTRICE 


Se consideră bara din figura, 12.20, articulată la capete, asupra căreia 
forţa, de compresiune P se aplică eu o excentricitate e. 
Se urmează aceeaşi cale ca la stabilirea formulei lui Euler 


2, 2, 
M = P(e +»); pr? Pe — Pv; des a 
i da? : da? EI EI 
SERI - d a 
a? ; CA) ae 
EI da? 


Soluţia. ecuăţiei este 
o = A sina + Bcosoz — e. 


Se pun condiţiile la capete 


a=0, o=0 
a=t, w=0. 
Din prima condiţie rezultă B = e, iar ecuaţia se serie 
2 i a 


D= A sing + ecosur —e 


şi punind a doua condiţie 


0 = A sin ol -+ ecosul —e 


ul 
A = etg. 
ii 2 
Ecuația fibrei medii de- Y 
formate devine Fig. 12.20 
2 ete a sin aa A+ cos ae «| (12.36) 
Săgeata maximă este în mijloc, la « = 1/2 7 
i al 
1 — cos 
Cnăae ot a sin Li, -- cos ae 1) =e Za 
2 2 a al 
A cos — 
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T 
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Se vede că pentra Ei 
2 "2 


rezultă săgeata, infinită, deci se produce 
flambajul şi prin urmare 


de unde 
n2EI 
P er — 
p 
Rezultă că excentrici, Ă « 
iai A pa eee uita 
de pistă ea pe” nu modifică mărimea sarcinii critice 


„Ze INFLUENȚA FORȚEI TĂIETOARE ASU SARCINII 
PRA SA! 
x CRIŢICE 


Întrucît momentul încovoi 
„d n t oietor M — Po este variabil î vei 
din fig, 12.7, în secţiune se produc și forțe Hp di iii aici 


pod _păh, 
da dz 
Prin derivare, se obţine 
po cf _pde 
de da? 


Se înlocuiește această expresie în ecuaţia (6.38) 


d? Po  kP 3% 


dz OEI TGA aa 


care suferă următoarele transformări 


d? k 
(+ a rao=o 


da? GA BI 
P 
do E 
NI > A (2.37) 
- Ga 
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Se observă analogia dintre relaţia (12.37) şi relaţia (12:2): Continuînd 
acelaşi raţionament 'se găseşte că A 


Di P. 

na HI 
ga = si 
e BP 
GA 


şi rezolvînd în raport cu P rezultă sarcina critică, 


m2BI 1 
== . 2. 
Pa = ZI (12.38) 
2 GA 


Prin urmare, dacă se ţine seama şi de efectul forței făietoare, sarcina 
critică de flambaj se micşorează. Se poate nota, prescurtat : 
— sarcina critică, fără efectul forţei tăietoare 
EI: 
[Pa 


Pror = 


—'o forţă convenţională, reprezentind efectul forţei. tăietoare 


(5 


Cu aceste notații, expresia (12.38) se scrie prescurtat 


1 
Pa = Par SEI, (12.39) 
14 Be 
Pe 
Pentru bare masive, raportul Pu/P2 este foarte mie, deci efectul 
forţei tăietoare asupra sarcinii critice este neglijabil. În czul stilpilor 
cu zăbrele, unde momentul de inerție — care intră în Pu, — este mare, 
iar secțiunea, proporțională cu P., este mică, factorul de corecție începe 
să fie diferit; de unitate, deci este cazul a se ţine seama de efectul forţei 
tăietoare. . 


6. FLAMBAJUL BARELOR CU SECŢIUNE VARIABILĂ 


Considerente de ordin constructiv sau economic fie ca uneori barele 
comprimate să nu aibă aceeaşi secțiune în tot lungul lor. În unele cazuri, 
secţiunea variază în trepte, alteori variația dimensiunilor este continuă. 
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Se va examina acest ultim caz. Fie stilpul din figura 12.21, de secțiune 
variabilă continuu, avînd la cele două, capete momentele de inerție 7, 
Şi Ia. Într-o secţiune oarecare, reperată, prin abscisa a, 
măsurată de la un punct O, momentul de inerție este 


= ARSE A (2). 
[7Ă 


Luînd aceeaşi schemă a barei flambate ca în figura 
12,10, ecuajia fibrei meâii deformate este 
BI, (=) do 


a 


= — Po, (12.40) 
da? 

Exponentul depinde de modul în care variază, sec- 
țiunea. Astfel, dacă secţiunea are forma, unei platbande de 
grosime constantă şi lăţime variabilă, liniay, în expresia 

Fig, 1221 momentului de inerție dimensiunea, variabilă intră la, pu- 

terea întîi, deci n = 1. Cînd secţiunea, stilpului este for- 
mată din 4 corniere, în expresia momentului de inerție apare pătratul 
distanţei de la centrul de greutate al secțiunii cornierei la axa, secţiunii, 
deci n = 2, Pentru stilpul conice sau piramidal, n = 4, Dacă genera- 
toarele din fig. 12.21 sînt curbilinii, n poate avea și alte valori. - 

Rezolvarea ecuaţiei (12.40) se face cu ajutorul funcţiilor Bessel şi 
este dată în lucrăsile de specialitate [49]. Se găsește că, în general, torța. 
critică de flambaj poate fi scrisă sub fowma, 

MI MEI, 
[2 
unde [+ este momentul de inerție din secţiunea maximă, iar coeficientul m 
pentru n = 2 şi n == 4, poate fi at din tabelul 12:5. : 


(12.41) 


pisi Tabelul 12.5 
Coefieienţii din formula (12.41) 


he | 01 | 02 0,3 0,4 0,5 0,6 | 0,7 


il 


pentru n =:2 
„n 


1,350 1,593 1,763] 1,904] 2,023 2,128] 2,223] 2,311] 2,392] zen 


pentru n= 4). 


ma: 1,710| 1,870| 2,002] 2,116| 2,2171 2,308] 2,391| 2/4 


1,202 1,505 


9. ÎNCOVOIERE CU FORȚĂ AXIALĂ DE COMPRESIUNE, ȚINÂND SEAMA DE 
& DEFORMAȚIE 


Se consideră o bară articulată la capete (fig. 12.22, a), încărcată 
prin o forță axială de compresiune P şi o serie de forţe transversale. Se 
cere să se studieze detormaţiile barei. ; 
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Înta-o secţiune oarecare, momentul încovoietor este 
M = P-o+ Mo. 


ă că pri i i ilea, reprezintă mo- 

servă că primul termen din membrul al do reprez Ic 

ata iara) de na P, care este funcție de deformaţie, iar al a 
termen, Mo, veprezintă, momentul produs de forțele transversale 4;. 


Ecuația diferenţială a, fibrei medii deformate este 


Blp” == — MI = — Po — Ma, 
respectiv 
ma _P Mo 
A câ a AiNe 
iar cu notația cunoscută 
P 2 
— = 
EI 
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ecuaţia devine 
pi apa Mă, 
i BI 
Această ecuaţie are soluţia, 


| 0 = A sin az ++ E cos aa +- ay 
unde », este soluţia particul 


considera, că fibra, medie deformată, este o 
forma (12.5) : 


o = Jin a, 


unde f este săgeata maximă, din mijlocul barei. 
La, rîndul său, soluția, particulară, ve se po 
sinusoidă, : 


.. T 
%e = Je sin — a, 


(12.42) 


i se poate 
sinusoidă, avind ecuaţia de 


(12.43) 
ate lua de asemenea, ca, o 


(12.44) 


l 
unde fe, este săgeata în mijlocul bazei produsă numai de sarcinile trans- 
versale Q. : , i 
Este evident că între săgeata, do şi momentul Me există relaţia, 
do _ Me i 
a da? BI 
Derivînd de două ori expresia (12.44) 
2, 2 
Ea ei fo ţi E aa dai 
dz? li A BI 
apoi derivînd pe (12.43) 
23 i. 2 d D 
i sa == fsin Fa 
dz? p i 


și înlocuind în ecuaţia (12.42), rezultă, 


care, după simplificări, se serie 


(2 - =) = — fe 


Rezultă săgeata maximă. a barei 


Pa] 


PE ia faca 
E) da IE) 
Aa dc -.: 
A aa a bai 
La numitorul expresiei găsite apare forţa critică de flambaj 
BI 
(o ai Ia d 


ceea. ce transformă expresia săgeţii în 


PRE, 088, : (12.45) 


: 1 = 


n ina P şi 
Se observă că în acest caz nu există relație (maci poli al $ 
9 af e măsură ce P tinde către Pa Fppalc [5 E pp rr AN 
CA eur o sarcină uniform distribuită (fig. 12.22, 


expresia 2 
a qe 
Me = Ei > 2 ? 


sactă a problemei. 
să câ 4 ia (12.42), duce la o soluţionare exactă 29 e 
ia Acei Poerigara ra ră e) onsprekiune excentrică din figura 12.22, 6; 


momentul Mo are expresia 
: Mo = P-e 
i ră simplu rezemată, 
i zei. La o bară simplu d 
a iubea AL a ui msg pa constant Mg = P-e 
avînd pe toată lungime 
săgeata, maximă este 


înlocuind această expresie în (12.45), se obţine 
P-eb ai 
sa Lie (12.46) 


Pee Și 
PRO Ad i Dambai 
Se observă că săgeata f devine infinită cind la ei enh a 
are loc la valoarea P,, a forţei de compresiune. FR: aaa gl 
arată, că excentricitatea forței de compresiune nu modifi 
critice de flambaj. 
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10. FLAMBAJUL LATERAL AL GRINZILOR SUBȚIRI SOLICITATE 
LA ÎNCOVOIERE 


Se ştie că o grindă solicitaţă la încovoiere rezistă cu atit mai bine 
cu cit are, față de axa neutră, un moment; de imerție mai mare. Această 
constatare duce la tendinţa de a, realiza, secţiuni cât; mai înalte şi înguste, 


Fig, 12.28 


de.tipul platbandelor. Astfel de grinzi devin însă instabile, din cauza 
flambajului lateral : la, o valoare critică, a, sarcinilor, se produc brusc de- 
tormaţii de încovoiere laterală (m) și de răsucire (9), căre pot produce 
distrugerea, construcţiei respective. Problema, flambajului lateral a fost 
rezolvaţă prima, dată, pe cale analitică, de către Prandil. 

Pentru .exemplificarea metodei, se va, trata o problemă simplă : 
grinda încastrată la un capăt și încăreaţă cu un cuplu la capătul liber 
(fig. 12.23). ; 

Pentru valori ale cuplului inferioare celei critice, grinda se deformează 
numai în planul 20y, săgețile o fiind mici. La valoarea criţică a, cuplului, 
H+.» poziţia de echilibru în plânul 20y devine nestabilă și apare o poziţie 
de echilibru stabil, cînd. bara se deformează cum se arată cu, linii pline 
în fig. 12.23, b. Se consideră că la tiecerea; de la prima poziţie la a doua, 
cuplul 4, îşi păstrează direcţia, deci este tot; timpul dirijat; pe axa Oz. 

Se consideră o secţiune & în bara deformată după flambaj şi se dese- 
nează noile sale axe, 4, ya. 

Cu notaţiile de pe desen, cuplul Mo (redus în secţiune, deci egal tot 
cu 40) are componente pe noile axe 


N > Mos e a Moe, 


Mg = Mosin'& Motgp = My. 
dz 


392 


Detormaţiile fiind relativ mici, s-au făcut simpliticările arătate pentru 
expresiile liniilor trigonometrice. Ă uz a 
Se scrie ecuaţia deplasării pe axa 2 sau 2 datorită momentului MW, 


[:40) rea sa îi 
ii pa — Mp = — Ap 
şi cea, de răsucire, datorită momentului JM 
de dw 
Ta — = Alp = M 
SI da i Amalia. da 


respectiv 


d 2 
PE (12.47) 
da? Bg, * 


Făcînd notajiia, 


=== ! (12.48) 
ecuaţia (12.47) se serie 


şiare soluţia 
o = A sin ag + E cos az. 


Fţă de modul de rezemare a barei, condiţiile la, limită sint; : 


2=0, 9=0; 2=1 9 Pra 


Prima condiţie dă B=0 și ecuaţia deformaţiei de răsucire se reduce lu 
9 = A sin az. 
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Pentru ca, în capătul liber deformația să fie maximă 


Oa = A Bin al 


trebuie ca sin ol = 1,'Qeci 


ul = 


înlocuind expresia, lui 'e, rezultă valoarea critică a momentului aplicat 
barei : 


Mo = aVBILGIa 


Mo, = Za VEL. (12.49) 
Expresia de sub radical — produsul zigidităţii minime de încovoiere 
cu al celei de răsucire — este caracteristică fambajului lateral, indiferenţ 


de modul de încărcare sau de rezemare a barei. 


11. FLAMBAJUL UNUL INEL SUPUS UNEI PRESIUNI EXTERIOARE UNIFORME 


Se consideră un inel de rază R, supus acţiunii unei presiuni exteri- 
oare p, din cauza căreia poate să flambeze (fig. 12.24). Se caută valoarea 
critică a presiunii, la, care poate apare flam- 
bajul. Presiunea p se măsoară pe unitatea de 
„lungime de are. Grosimea arcului, perpendi- 
cular pe planul desenului, poate fi conside- 
vată egală cu unitatea, 
Se notează : 
R — vaza inelului nedeformat ; 
w  — deplasarea radială a unui punct al 
: inelului, cînd seproduce flambajul ; 
1 — deplasarea radială a punctului A. 
(maximă) ; 
p  — vaza formei deformate a inelului 
(variabilă) ; 
N — forţa axială în A; 
My, — momentul încovoietor în „A. 
Fig. 12.24 Pentru a calcula pe N, se face o secţiune 
prin inel ca în figura 12.25 şi se serie ecuaţia, 


de proiecţii pe verticală 
2, = ( 8 de sin ș =2pR 
0 
N = PR. 
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Ă Valoarea, forţei axiale se află ca și cum presiunea p ax fi numai verticală, 
și repartizată, uniform pe raza E. Din acest motiv, după deformaţie, cînd 
raza punetului A scade la 'R — u,, forţă axială în A, este i 


Na = p 40 = p(B —u) 


pd “A i 
8 


: Fig, 19.25 ie Fig, 12.26 . 


Se va exprima momentul încovoietor într-o secţiune C a, inelului, 
deformat, pe baza figurii 12.26 


A = ML + N: AD — 246 
sau, înlocuind. valoarea lui No 
N = Mo + p"40-4D 4%. 


Din triunghiul A,00 se poate serie 


a de La ” Pat 
00: = 402 + 40: — 24,0: A10'cos CAO 


AER Sa 
A.0 cos 0CA.0 = A,D 


002 = 4,0 + 4,02 — 24.0 4,D 


ACE — 24,0: AD = 002 — 4.02 


(40% — 00%), 


1.- 1 
40-40 — 40 == 
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însă 


40 = Ru; 00=R-—u 


40-45 — 140: = 1 8 — up — (8 — 4] 
L 2 Di 
= (a — 42 — 2Rug + 2Ru). 


Întrucît deplasările u şi 1 sînt; mici, pătratele lor se pot neglija 


20: 4.D - = 


AC x — R(up — w). 
Se înlocuieşte în expresia momentului 
M = Mo —pR (up —u) 


respectiv se notează ds == Rdo şi relaţia (12.35) devine 


A2u u MU du MR: 
! ; +a 
Răg  R BI dq? BI 
du R: 
azi +u sa [Mo — pR(ue — )] 
3 PRE 2 3, 
Du +2 m THoE + PEM PEM, 
de? BI BI 
Dacă sețnotează, 
; pR3 
1 = mp2 
Li5: Zi 


ecuaţia diferenţială are soluţia 


au = O, sin ae + 0. cos xe + 


EI + pR: 
Prin derivare, rezultă Ă 
du A 
— = Oua cos up — 0asu sin ag. 
de 
În baza simetriei figurii, condiţiile Ia limită sînt 
ad; da 0 a LR du 0 
de - 2 de 
Folosind prima condiţie rezultă C, = 0, deci 
iu = —0, sin ag. 
de 
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MR? + pRSp_, 


A doua condiţie dă 
. TF 
C,asinc—=0. 
:2 


Întrucît 0 şi a« nu pot fi nule, trebuie ca 


2 


. ATE . XTE 
sin — = 0, deci ala aia, PIRDI L-AR 
2 


Prima soluție valabilă este 


ic lmlu deci «=2. 
Înlocuind în (12.50) se obţine 
pR* a 
1 = a =4 
di EI 
de unde rezultă valoarea. critică a presiunii 
_3BL 
5 Dr = 5 


(12.51) 


Pentru această presiune, inelul tlambează sub forma unei elipse. 
Pentru presiunile critice superioare, inelul flambează cu mai multe bi cle 


CAPITOLUL .13 


SOLICITĂRI DINAMICE 


„Le ip sia GENERALE 


în 4 inarte multe apllogii togibereşti. şi în special în cb spăiacţătiă de 
maşini se întilnese piese şi sarcini care nu satisfac condiţiile solicitării 
statice, admisă pînă acum. Solicitările dinamice sînt rezultat al mișcării 
piesei studiate, sau al altor corpuri, care aplică asupra, ei sarcini dinamice. 
De unde la solicitarea statică se admite că vitezele şi aeceleraţiile sînt 
— practic — nule, la cea dinamică intervin aceste mărimi cinematice, 
în: cele mai variate feluri : constante (un volant în mişcare de rotaţie uhi- 
'formă), vaziabile continuu, variabile cu discontinuități. 

O sistematizare a modului de variaţie a acestor mărimi cinematice, 
după efectul mecanic asupra piesei studiate, permite gruparea solicitărilor 
dinamice astfel : 

x. Solicitări prin forțe de inerție, datorate unor acceleraţii mari, cons- 
tante sau variabile continuu, întilnite la : cabluri de ascensoare, volanţi, 
discuri de șlefuit, rotori de turbine etc. i 

6. Solicitări prin șocuri, cauzate de variaţii bruşte (discontinui) ale 
vitezelor şi acceleraţiilor. 

*. Solicitări la oboseală, datorate unor variaţii periodice (uneori alea- 
toare) ale eforturilor, repetate de un număr mare de ori. Studiul cine- 
matic şi dinamic al mișcărilor ce au loc la aceste solicitări face obiectul 
teoriei vibraţiilor. 
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Aceste 4 capitole mari ale mecanicei corpurilor deformabile au metode 
proprii de studiu, adesea, fae obiectul unor cursuri şi tratate separate. 

Dintre ele, cea mai mare extindere a luat studiul vibrațiilor mecanice, 
disciplină separată, recent introdusă în învățămîntul nostru tehnic supe- 
ior ; prin urmare, problemele de vibrații nu vor îi tratate aici. 

Studiul solicitării la oboseală va; fi tratat în partea II a volumului. 

În consecinţă, în capitolul de faţă se vor studia numai cîteva, exemple 
de solicitări prin forţe de inerție şi solicitări pirin şocuri. 


2. SOLICITĂRI PRIN FORȚE DE INERȚIE 


Piesele solicitate prin forțe de inerție se studiază la îel cu cele solicitate 


- Static, dacă se adaugă forţele de însele, ui care se Sideral a eforturile, 


prin metodele cunoscute. 


a. CALCULUL CABLULUI DE MACARA SAU ASCENSOR i 


În cablul de ascensor, efortul cel mai mare axe loc în perioada de 
pornire de jos în sus (fig. 13.1). 

Dacă mişearea are loe cu o acceleraţie a st 
a, forţa axială în capătul superior al cablu- | N 
ui este i 


N = P+ a +X, = P-+ aa + 
PR du ae sp) 
9 9 
(3.1) 


Cind. greutatea cablului este mică în 
comparaţie cu a cabinei, q se neglijează. 


Ei 


b. BARĂ ÎN MIŞCARE DE ROTAȚIE 


Tija OA, (fig. 13.2), de greutate 
p daN/em şi lungime ], are în capăt o bilă 
de greutate G şi se roteşte, în plan orizon- 
tal, cu viteza, unghiulară o, în jurul 


or ANRE Te a a 


panetului O. Se cere să se deiermine forța, 
axială maximă din tijă, y | a “4 
Această forță are loc în punetul O și NR 
este egală cu forţa, centrifugă a bilei Fig. î81 
Bi = Eva 
9 
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plus forţa centritugă a, ţijei. Pentru un element da din tijă, la distanţa a 
de punctţul O, forţa centitugă este 


— Pe e 


dF, -zo?., 


i 292 
. Bo: ada = a 
Fig, 13.2 9 o g 2 
Forţa axială din bară, în punctul O, este 
2 
No = Fu + Pe = +(e | 2) (13.2) 
p : 


e. ÎNCONVOLEREA PRODUSĂ DE FORȚELE DE INERȚIE ÎN BIELA 
MOTOARE 


La mecanismul bielă-manivelă (fig. 13.3), în poziţia în care unghiul 
dintre bielă şi manivelă este de 90%, acceleraţiile perpendiculare pe bielă 
variază aproximativ liniar, avînd valoarea maximă a == ro? în punctul B 
(butonul de manivelă). În 
realitate, în capătul P acce- 
leraţia nu este chiar nulă, ci 
are valoarea 

pă 
Ap = vro? 
A 


Pentru un raport curent —. o 


—= = „rezultă 


256 Tig. 13.3 


adică o valoare cu totul neglijabilă. 

Admiţind distribuţia triunghiulară a componentei normale pe bielă a 
accelerației, rezultă o distribuţie triunghiulară a forţelor de inerție, ca în 
figura 13.3. Dacă A este secţiunea tijei bielei, masa, pe unitatea de lun- 
gime este , 


Biela, fiind încărcată cu o sarcină triunghiulară, normală pe axa lon- 
gitudinală, corespunde schemei din figura 4.11, deci are momentul maxim 


2 
pl YA poz 


0,064 4re 


2Ț2 
3 


(13.4) 


AM maz ag 


9 


unde s-a înlocuit; p prin f,. Dacă modulul de rezistenţă al secţiunii tijei este 


W, efortul unitar produs în tijă este 
M paz 


s 0,06 
Ira 


(13.5) 


Acest efort unitar, proporţional eu, 2, are valori însemnate în special 


la motoare cu turație mare. 


d. CALCULUL APROXIMATIV AL VOLANTULUA 


Calculul aproximativ al volantului se face în baza următoarelor 


ipoteze simplificatoare : 

— se neglijează existenţa spiţe- 
lor 

— obada are grosime mică, în 
comparaţie cu raza R (fig. 13.4); 

— se ia în considerare numai 


"efectul forțelor de inerție, neglijind 


greutatea, . 

În această situaţie, volantul este 
solicitat numai la întindere. Făcînd 
o secțiune ca în figura 13.4, b şi seri- 
ind echilibrul jumătăţi de volant, se 
află forţa axială. Un element din 
coroana volantului, haşurat pe 'esen, 
este supus forţei centrifuge 


d = a-dm = Ro? a 


Rdo 


să A Ro2dlg. 
9 


Proiectind toate forţele pe ver- 


e, 


ua NA, s“bicală, rezultă a ic 
9 a 
iar forța de inerție pe unitatea, de lungime, caloulată în capătul B al bielei, Dă YA. Rio? sin pde=0 
este p-y, | a 
A A i 
Îi = ma = = - 72, (13.3) 2N = PR Ro? 
j 9 


400 ij 26 — ce, 1891 401 


X = XA. poa = XA v2, i (13.6) 
9 


9 


unde s-a notat cu v viteza centrului de greutate a] secţiunii obezii, 
Bifortul unitar în volant este 


A, 


(13.7) 
A [ 


o= 


Se vede că acest efort-nnitar este independent de aria secţiunii volan- 
tului, deci formula; (13.7) nu poate servi la dimensionarea secţiunii. De 
fapt, masa volantului se calculează ţinînd seama de energia cinetică pe 
care trebuie șă o acumuleze volantul. În schimb, dacă se dă rezistenţa ad- 
misibilă o, formula poate servi la, calculul vitezei admisibile v, din care 
rezultă raza volantului. Asttel, pentru volanţi de fontă, dacă se în a, = 


E 
= 67daNjem: şi y = 1225 daN/era? rezultă 
1.000 
Ga _ 67981 


vw = 9-10 (2 ă 
3 


7 —O21,95:10-8 


> = 3 000 -9 = 30 = Ro, 
“8 S 


Dindu-se e rezultă R, sau invers. S-a luai pentru sc, o valoare atât de 
mică din cauza, calculului aproximativ făcut. Calculul exact; arată că etor- 
turile unitare pot; atinge valori mult mai mari decâţ cele date de formula 
(13.7). Pentru oţel, rezistenţele admisibile sînt mult mai mari, fapt care 
justitică utilizarea volantului de oţel atunci cînd nu poate fi realizat din 
tontă, din cauza depăşirii rezistenței admişibile. 

Se poate determina, și lungirea coroanei volantului sub efectul forțelor 
de inerție 


0, __ Y02:2R 
B Lg 


(13.8) 


Dacă lungimea coroanei creşte cu Al, raza R a volanului se lungeşte cu 


A _R _oR 
2n E E 


AR = (13.9) 


Atunci cînd grosimea, obezii nu mai este neglijabilă în comparaţie cu B, 
eforturile unitare nu se mai distribuie uniform pe secţiune ; studiul acestei 
probleme se va face în capitolul 17. Calculul exact al volantului, ţinînd 
seama, de efectul spiţelor, este făcut în cursurile de organe de maşini. 
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e. EFORTURI ÎNTR-UN INELCARE SE ROTEȘTE ÎN JURUL 
UNUI DIAMETRU : 


Inelul subţire din fig. 13.5, de diametru mediu 2R şi secţiune A, se 
rotește în jurul diametrului vertical AB cu viteza unghiulară w. Dacă se 


Fig. 13.6 


Fig. 13.5 
neglijează efectul greutăţii proprii, deformația inelului este simetrică, 
cum se arată în figura 13,6. 

Într-o secţiune oarecare, definită prin unghiul a faţă de diametrul 
orizontal, acceleraţia este ; E 


â = MO: o? = Rcos a: ot, 
Asupra unui element de masă din jurul punctului M 
dm= fade 
acţioneaz tă forța de inerție orizontală, 


R cos. arad cu, 
9 


df = a“ dm 


iar asupra unităţii de lungime din circumferința, inelului 
i ___df __xARo?cos a 


Forţele de inerție orizontale sînt echilibrate de forţele axiale din 
secţiunile A şi B i 
2 3 22 
E fas ţ Rda DAR (o 


Sit AI, 9 i 
2 3 


AR o? 
2Naias | vA.R 02 cos a, 
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Forţa axială ' maximă este 
AR o? 


N mas = 
i 9 


Pentru a determina celelalte eforturi, trebuie rezolvată problema static 
nedeterminată. Se secţionează un sfert din inel, ca în fig. 13.7. Conside- 
vento de simetrie arată că atit în A cât şi în D forța tăietoare este nulă, Sis- 
temul este simplu statie nedeterminat, 
singura necunoscută fiind X, = Mo. 

- (Momentul M, se atlă apoi dintr-o ecu- 
aţie de echilibru). 


unghiul 0, momentul încovoietor în 
sistemul de bază este 


LU] Pe) 
u0=| făs- PE = 
"0 A 
Ca ţ VAR 02 cos « 


0 [4 
—R sin a). 


R da (E sin 0— 


Fig. 13,7 


În această expresie, variabila de integrare este «, deci 


Mo rap 


(cos « sin 6 — cos « sin «) de = 


L:] 


392 AL i 
= Ie [sin x sin 6 a] 


['] 


_ x ARS0? sin? 6 
29 


Mo 


Dacă în punctul D, în sistemul de bază, se aplică un cuplu egal cu 
unitatea, în locul lui A,, într-o secţiune oarecare 


m = —l. 


Necunoscuta static nedeterminată se află din relaţia 


du X i î0=0; 4 =— 


ntr-o secțiune oarecare P, la 


Se calculează coeficienţii 3. și 8: . 


[2 7/2 32 22 SN 
EI 3 =$ ao mda =| VAR o ne 6 (1) Ra = TYAR n 
[) ÎN 29 29 4 
52 [2 
BI = $ n - ds =ţ m.nao= FE, 
| o "do 2 
32 
Ea DACO, apa, 


; 49 
Faptul că s-a obținut o valoare pozitivă, arată că momentul M, are 
sensul ales în fig. 13.7. 


Pentru a, calcula pe M, se serie o ecuaţie de momente, de exemplu 
faţă de centrul O al arcului, 


T[2 
— Mol — Ma + Nae —$ f- Rău Rsin a =0 
0 


AR MA YA Ro? R 
49 9 
pe SpA i 0, *.. Rău: R sin a = 0, 
[tă 
"de unde rezultă i 
Ma ra Sal: 


Într-o seeţiune oarecare, momentul încovoietor este 
pAR?0?  y ARSow?sin? 0 
+ - 
49 29 
(13.10) 


Se observă că acest moment se anulează ' 
pentru 


NU = Mp + M 


gin20 =. 0 == 450, 
3 


Fig, 13.8 


Diagrama de momente încovoietoare este desenată în figura 13.8. 


1. EFECTUL MONTAJULUI ÎNCLINAT AL UNUI VOLANT PE ARBORE 


Se consideră volantul din fig. 13.9 — în ipoteza calculului aproximativ 
deserisfanterior — montat, din greşeală, cu o înclinare 8 faţă de planul 
normal pe arbore. Din această cauză, forțele de inerție caută să redreseze 
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volantul, tinzînd a-l aduce în poziţia, corectă, dar producînd asupia axbo- 

relui un cuplu My, care se adaugă solicitărilor cauzate de tuneţionarea, 

normală. Se va calcula mărimea, cuplului M, datorit montajului greșit. 

: Un element de are, de lun- 

gime Rda este supus forței de 
imerție radiale 

Of = a: dm = Ro2X 
să ARda _ yAR?02da 
9 9 


Această forță are o. compo- 
nentă verticală 
m ARo 
dai AB0800 ni a, ai 
9. 
Se calculează rezultanta, 


Fig. 13.9 forţelor df, şi poziţia punetu- 
lui de aplicaţie al lor G: 
i 7 A R2o2 22 
= aj, = | AI peace ale DP Be 
o o gg. E 9 
7 a A R2Q2 E 
$ XA. sin «du R sin a 
06 = Ie Se Ie PRR ii 
2 AR? 4 
9 


Cuplul forţelor P, este 


și 2 a 
M, = E, EP = P,- 200 sin 0 = DAR o 9 TE i o 
în & a g 4 
e valea (13.11) 
LA in 8, 
g 


„__ Se mai poate da şi altă expresie cuplului M, în tuneţie de energia, 
cinetică, a axborelui. Pentru un inel avind toată masa, n ia distanţa R 
de axul de rotaţie, momentul de inerție este 


I = mt — A app = 204, 
gi 9 
ja energia, cinetică în mişcarea de rotaţie 
j 1 7 cp A RI 02 j 
B, = dat = EY tii (18.12) 
9 
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Comparind (13.9) cu (13.10), rezultă 


M, = B, sin 6. (13.13) 


Cuplul d; produce asupra arborelui momente încovoietoare care 
depind de locul de aplicare al lui şi modul de rezemare a arborelui, cum 
s-a văzut în cap. d. pet 


PROBLEME 


13.1, Să se caleuleze secțiunea unui cablu de ascensor, din oţel cu ca = 1 000 daN/em?, 
pentru o sarcină P = 1 000 daN, dacă el trebuie să ajungă la viteza de ridicare v, = 3 m/s pe 
o distanţă k = 0,5 m. Se va neglija masa cablului. : 

Se determină întîi acceleraţia de ridicare, considerînd mișcarea uniform accelerată 


Ve — Vo 9 


a= =— 


ia la 


unde vp este viteza iniţială (op = 0) şi a durata accelerării. Mișcarea de ridicare fiind uniform 
accelerată, se poate scrie 


LI 
he ET ala. 


Se elimină (a din formulele de mai sus şi rezultă valoarea accelerației 


Forţa care intinde cablul este 
N pa =) ine [+ : ) 
9 9,81 
Secţiunea cablului este 
N 1917 


Ano 2 — = > 1,92 cu? 
"e 1000 


1917 daN. 


13.2. La un motor de automobil se dau : diametrul pistonului d = 105 mm; presiunea de 

; i Li 
explozie pmaz = 25 daN/em? ; cursa pistonului s = 130 mm; raza manivelei r = z ; lungi- 
mea hielei [ == 31 cm; turaţia n = 1 200rot/min. Secţiunea bielei, la mijlocul lungimii sale, are 
forma şi dimensiunile din figura 13.10, cotele fiind date în milimetri. Se cere să se verifice: 


a) etortul unitar de compresiune în momentul exploziei, considerat la punctul mort ; 


6) efortul unitar de compresiune și încovoiere la momentul în care biela este perpendicu- 
Iară pe manivelă, dacă se admite că în acel moment forța de compresiune în bielă este jumă- 
tate din cea care are loc la punctul mort. 
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Se determină întii elementele geometrice ale secțiunii, Aria secţiunii este 


A 0,2 Și 
A = 0,8241 + 2(ua-ca kr 1,8- 7 ) 3,48 em?, 


Momentul de inerție faţă de axa = — = este 


Ia 


0,8 2,18 1,8040 , 
) y 2| 3 4 1,8 0,4 1,232 + 


12 12 


„8: 0,22 0,2 
ț 182.9 +1, 1,522 3,719 cm, 
36 2 
1 3,719 
Wa = Za e ca 2,95 emă 
Vinaz, Lei 


Fig, 13.10 


Forţa maximă pe piston, in momentul exploziei, este 


za m 105, a 
Pmaz 7 Pmaz 7 -25 = 2165 daN. 


fortul unitar de compresiune la punctul mort este 


= 622 daN/em?, 


Viteza unghiulară a manivelei este 


+ 1200 
co o Dn e E 195,7 rad/s. 
30 30 


Pentru verificarea bielei în poziţia în care este perpendiculară pe manivelă, se folosește 


formula (13,5) 


78 
„+ 3,48 312. 6,5 125,72 
94 vALra? 0.064 1000 
Piz MC ; 951 3,35 


este , 
6 = 311 daN/em2. 
Efortul unitar rezultant este 


Omaz = 6; + 0 = 78 + 311 = 389 daN/em2, 


Se vede că în poziţia a doua efortul unitar este mai mic decit la punctul mort. Pentru 
datele problemei se constată că efortul unitar 'de încovoiere este mic, Dacă insă motorul 
avea o turație de trei ori mai mare, ceea ce este normal la un motor cu explozie, efortul unitar 
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= 78 daN/enr?, 


Etortul unitar de compresiune, produs de o forţă egală cu jumătate din cea anterioară, 


de încovoiere, funtăţie de c2, ar crește de nauă ori, jungind la valoarea importantă de 702 dat Nem? 
Rezultă de aici că, pentru motoarele cu turaţii mari, trebuie să se ţină seama de efectul încovo- 
ierii datorită forțelor de inerție. 

13,3. Să se calculeze, prin metoda aproximativă, efortul unitar care se produce într-un 
volant de fontă de diametru D = 2 m, care se rotește cu n = 300 rot/min, greutatea specifică 
a iontei fiind y = 7,25 daN/dm5. Să se calculeze, de asemenea, și creșterea razei, luînd £ = 
= 10%daN/cm5,. 

Se folosește formula (13.7) . 


zn 7 * 300 k 20 
0 > E — e > Sl lrad/s; o = Ro ss 314 == 3140 cin/s 
. 30 30 2 


mp5 103-310. 
o = 73 daN/em2. 
9 981 


j.ungirea razei este 


R 73 - 100 
Ah=o0— = 


———— = 0,0073 cm. 
E 1000 000 i 


"5. SOLICITĂRI PRIN ȘOC 


Solicitarea prin şoc se. produce cînd asupra 'unui corp intervine o 
variaţie bruscă de viteză. Șocul este urmarea contactului. între corpuri, 
produs într-un timp extrem de scurt. În urma, şocului, se produce o forţă 
de contuet foarte mare, greu de evaluat. : 

n zona de contact dintre corpurile care se lovesc, se produce eforhwi 
unitare locale foaste mari, urmate, de obicei, de apariția unor detormaţii 
permanente. În afară de acestea, șocul se propagă, cu efect mai redus, 
în toată masa corpurilor ce se lovesc. Din cauza acestor două efecte, local 
şi general, studiul șocului prezintă numeroase dificultăţi și face obiectul 
multor cercetări şi în zilele noastre. 

Lăsind la o parte fenomenul local din zona de cioenire, solicitarea 
prin șoc poate fi asimilaţă unei solicitări statice, prin considerente ener- 
getice. Se ajunge astfel la o soluționare aproximătivă a problemei, care 
va îi expusă în cele ce urmează. 


a. SOLICITAREA LA ÎNTINDERE SAU COMPRESIUNE PRIN $O0c. 
SOLICITAREA LA ÎNCOVOIERE PRIN șoc 


Se consideră bara de lungime ! şi. secţiune A, din figura 13.11, a, 
în lungul căreia cade o grentate P de la înălțimea i. În momentul în care 
greutatiea loveşte opritorul, se produce solicitarea Ja întindere prin şoc, 
în urma căreia bară suferă o lungire. 3. După atingerea; acestei deforma; ţii, 
corpul P se opreşte, apoi bara începe să se scurteze și se produc o'serie de 
oscilaţii longitudinale ale bazei. Solicitarea la compresiune prin şoc se 
explică prin schema din figura 13.11, b, unde bara de lungime 1 este reze- 
mată pe o placă rigidă, iar greutatea P cade de la înălţimea h. 
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Considerind că întreaga energie cinetică a greutăţii P, egală cu lucrul 
ie produs de forţa. P i j 
mecanic p E za ză 
este cedată barei ca, energie de deformajie 
şi folosind. expresia (10.4) a energiei de 
deformaţie, rezultă 
P(k + 3) = BAY, 
iii ia 2 

Luind ca necunoscută pe 3, se serie 

ecuaţia de gradul al doilea 


BAR — 2 PL —2 Pl =0, 
a cărei. soluţie este S 
Pi, VERI 2EA Fil _ 
BA + BA 

_ Pl paz PL. 
Fig. 13.41 ZA +] pai —<- 2h Ba 


Este valabilă numai soluţia cu plus, Apoi pati cu minus conduce 
la, valori negative pentru 8, ceea ce este imposibil. SA, 

Se vede că în expresia lui 3 apare deformația pe care ar produce-o 
forța P dar s-ar aplica statie i Ă 


Zile (13.14) 
ia -FI . 


Cu această notație, expresia detormaţiei dinamice devine 
e, a 2] 
„3=35,+V327285, (i ). 


Expresia din paranteză se notează 


L) 


2h 15 
pair (13.15) 
şi poartă numele de multiplicator de impact. sau multiplicalor de ciocnire. 
Cu notația V, expresia deformaţiei devine 
3= 5, (13.16) 
ici î i i de obicei 
Coeficienţul 4 are în general -valori mari, deoarece 3, este d i 

foarte mic. În esa cazuri se neglijează 1 din faţa radicalului și de sub 
radical în formula (13.15) și rezultă formula, simpliticată a lui Y 


= (13.17) 
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Uneori, în loc de înălțimea, de cădere h, se dă viteza » a şocului. În 
aceste cazuri se folosește relaţia căderii libere i 

i d = 2 gh; 
expresia lui 4 devenind 

za +] : 
= Jă, : 
Detormaţiile fiind proporţionale cu eforturile unitare d, în baza 

relaţiei (13.16) se poate scrie efortul unitar dinamic. ad hi 


o =, = EA Y, 
A 
Înlocuind expresia simplificată (13.17) și luînd o = o, relaţia (13.19) 
se poate transforma. în formula de dimensionare 


282] (a 
ea 3 |/ E 


BA 


(13.18) 


(13.19) 


Ridicînd la pătrat, rezultă 


2 PB i 
(Aa = 


a 


(13.20) 


„ Se observă că la dimensionarea, unei bare solicitate prin şoc intere- 
sează nu numai secţiunea, ci și lungimea ei, şi anume cu cît; bara are: un 
volum mai mare, cu atât; ea rezistă unui şoc mai puternic. Dacă se porneşte 
de la formula (13.15) a lui: 4, se găseşte 


Poeta e 1 NAN (13.21) 
; o2l a, i 


Interesant de examinat este cazul în care o sarcină se aplică brusc, 
de la înălţimea h = 0. Formula (13.15) dă 
2. 


y = 
Se poate spune deci-că : efectul unei sareini aplicate brusc, fără înăl- 
Hime de cădere, este dubhi decât al uneia aplicate static, adică cu mărime 
cresoind lent de la aero pînă la valoarea finală. Aceeaşi constatare se face 
şi în baza “formulei de dimensionare (13.21) care pentru înălțimea, de 
cădere nulă se transformă în. ..:. to aie i . 
42. 


Sa 


4ll 


În mod complet; analog se tratează problema solicitării la încovoiere 
prin şoc. Aşa, spre exemplu, la bara din figura 13.12, exprimând energia 
de deformaţie în funcţie de săgeata, f şi scriind egalitatea, între energia, 
cinetică a greutăţii P şi cea de deformaţie a barei, rezultă 

24 BIf? 
pu + p= E, 


" Rezolvarea ecuaţiei în raport cu f dă 
soluţia 


3 A 3 N2 3 
pa PE /( PE PE_9N 
48 EI 48EI1) 1 4881 


n: 


Notînd 
„PR ID 
mi y= 
i. = d aj , 
se găsesc formule similare cu cele stabilite anterior 
„= (13.22) 
4, , 
e ea li A a de 13.23 
[că O; Y ETA Li ( ) 4) 


Txaaminind expresia lui v, se constată că el este cu atit mai mare 
cu cât deformația, statică (5, sau f,) este mai mică. Cînd deformația sta- 
tică este extrem de mică, coeficientul. j ia valori foarte mari și, ca urmare, 
efortul unita prin şoc devine periculos, ducind la ruperea piesei. Astiel 


de materiale se numesc fragile. Se ştie că oţelurile de mare rezistenţă 


se deformează mult mai puţin decit; cele de rezistenţă mică, deci sînt mai 
fragile. Rezultă de âici că pentru piesele de mașini supuse la șocuri puter- 
nice sînt; mai indicate oţelurile de rezistenţă mică. j 


pb. SOLICITAREA LA RĂSUCIRE PRIN Ş00. 


Se consideră un arbore de diametru d, pe cre se află un volant cu 
momentul de inerție nasie J, în: mișcare de rotaţie cu viteza unghiulară, e 
(fig. 13.13). La un moment dat se produce o blocare bruscă a arborelui, 
într-o secţiune oarecare F, la distanţa | de la volant. Această blocare se 
face într-un timp extrem de scurt, ceea ce împiedică producerea de căl- 
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dură prin frecare, așa că întreaga energie cinetică a volantului se trans- 
tormă în energie de deformaţie a arborelui. Urmează să se determine 
efortul unitar de răsucire produs de către şoc în axbore. 

„_ În acest seop se va egala ener- 
gia cinetică a volantului 


zi a 
2 


cu energia de deformaţie a arbo- 
velui 


=$ AM da 
2G1, 


Fig. 13.13 


Se elimină din această relație JI, spre a se exprima energia. în funcţie 
de efortul unitar ua de la periferia secțiunii arborelui Ă 


Făcând înlocnirile 


rd d? 
=——, .1=V. 
Pa 4 2 
rezultă, să 
d -- 
a i A 
E „Tm 77 
Ş ad: 9 9 Ye 


Din egalavea celor două energii 


A Jo2 d Taz. .V 

2 2 2G Ş 
se calculează, Taz. Se observă că acest; efort unitar este cu atit nigi mic 
cu cit volumul, V care participă la șoc, deci cu cît; lungimea 1, este mai 
mare. ii 
În ceea, ce priveşte momentul de inerție masie, pentru un volant. 
de greutate P, avind forma unui dise plin de diametru D, expresia sa este 


PD 
89 


(13.24) 


J = , (13.25) 
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iar dacă volantul are foima unei coroane circulare subţiri, de diametru 
mediu D, : i 
PD, 
49 

Un calcul mai exact arată că J trebuie să includă şi momentul de 
inerție masic al arborelui. 


i - (13.26) 


PROBLEME 


: n pi i iuni d = il= bătut cu un berbec de 
13,4, Un pilot de lemn, de dimensiuni d = 30 em şi L 5 cm, este n 
greutate P = 300 daN, căzînd de la înălțimea h = 3 m. Să se calculeze efortul unitar produs 
in pilot în urma loviturilor. Ă i 
Se folosește formula aproximativă a lui y, din care rezultă 


i rii an în PE 
9 ee a a VA 
Se înlocuesc valorile numerice 
7 802 a. 
A= = 707 cum? E = 105 daNjem? 
4 
şi rezultă 
. . . 105 
3 = |[.273%2.500010 _ 226 aatalem, 
'107 - 500 


Dacă pilotul este din stejar, cu a,= 280 daN/em?, şi 
Org = 540 daN/em?, valoarea obținută este admisibilă. 

13.5, Ui cablu de secțiune A se desfășoară de pe o. tobă şi de 
el este atirnată o greutate P. Între cablu și greutate se poate inter- 
cala un arc, avind o elasticitate f, cm/daN (adică sub o sarcină de un 
newton se lungește cu fy cm). Coborirea se face cu viteza v, După 
ce s-a desfășurat o lungime din cablu (fig. 13.14), toba se blo- . 
chează brusc. Se cere să se calculeze efortul unitar care se produce 
în cablu în urma acestui șoc, în două ipoteze; a) există arc amorti- 
zor ; b) nu există arc amortizor. Se face calculul pentru următoarele 
date numerice. : 

P=20000aN, vo=1m/s, A=8cm?, 


1 =2im, fo = 2,5*10%em/daN, 
E = 9,1 + 106 daN/em?, 


Se calculează multiplicatorul de impact cu formula (13.18) 


PIERE a 
= . 
9 + dă; 


Fig. 13.14 În ce priveşte lungirea statică 85, ea va fi calculată în cele 
două ipoteze: ; 


a) Cu arc amortizor 


.2 E 
5; ze + IP 20002100. 2 5.10-2.2000 = 0,2545 =595cm. 


EA 2,1 * 10% -8 
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b) Fără arc amortizor, rămîne numai primul termen de mai sus 
i 3; = 0,25 cm. 
Se calculează 4, cunoscind că 
ș D= 100ecm/s;  g = 981 cm/s2. 


a) Cu are amortizor 


por fa 00 om 
: î 981-525 i 


b) Fără arc amortizor 


b=1+I/1+ 100% = 7,46, 
ii 981-025 1" 


Efortul unitar de intindere în stare statică este 


P 2 000 
03 = — > mmm = 250 daN/em?, 
A 8 


Efortul unitar produs de șoc, în cele două căzuri este : 
a) Cu are amortizor 


O = os: W = 250:2,71 = 677 daN/em2?. 
d) Yără arc amortizor 
O = Gg' 1) = 250: 7,46 = 1 885 daNjem2, 


i Dia acest exemplu, se vede importanţa mare pe care o au arcurile pentru amortizarea 
»viturilor, 

13.6, Un arbore de transmisie, de diametru d = 5 em și lungime 7 == 10 m, are la capete 
cite o roată de diametru D := 35 cm și greutate P = 7 daN, Arborele se rotește cn n = 120 
rot/min și la un moment dat una din roțile de la capete este brusc imobilizată. Se cere să se 
calculeze efortul unitar de răsucire care se produce în arbore, în două ipoteze : «) ţinind seama 
de masa arborelui ; f) neglijind masa arborelui. i 

«) În momentul blocării, energia cinetică a volantului neblocat și a arborelui se transmite 
masei arborelui ca energie de deformaţie. Se aplică formula (13.24), unde „7 se înlocuieşte prin 
suma momentelor de inerție ale celor două piese 


> 
A 
3 
e 
3 
=> 


iii r-ai Ze + Ji 


J fiind momentul de inerție masic al arborelui de greutate Q, iar J, momentul de inerție al 
roții de greutate P, Se calculează valorile mărimilor care întră in relaţia de mai sus 


32 
Vi m Ls e + 1000 = 19 635 em3 
4 4 


Q = Vy = 19 635: 7,85 -10-3 = 154 daN 


pia 0 A, 0 igo gina 
pg O Teapa 0 Srem 
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= ———— = dr radfs, 


“Ținînd seama de ambele mase, există J și J,, și avem relaţia 


= 3G oi FI) 2- 810 DUD - 167%0,490 +- 1,093) 
iai = 
i v - 19 635 


144 daN/em:. 


5) Dacă nu jinem seama de masa arborelui, deci se consideră J 2 0, rezultă 


E 2Ge7, 2 - 810 000 * 167% 1,093 
Taz E = & 
Au 19 635 


| 13.7, Să sc dimensioneze o grindă incastrată la un capăt și liberă la celălalt, făcuLă din 
profil 1, avind lungimea [= 2 m aşa ca o greutate P = 200 daN, căzind în capătul liber de la 
înălțimea h = 20 cm, să producă un efort unitar de valoare o = 2 000 daN/em*. 
După cum se va vedea la verilicare, înălțimea hh este mare faţă de fs, aşa că se foloseşte 
formula simplificată i Ă i 


119 daN/em?. 


pa ja: 
fs 
Tortul unitar produs prin şoc este 
RS M 
| a = Vo Ta 
Se exprimă fi, W și os 
7 PE pi GREI ȘI AM PI 
s ; ; i rizeral : 
si * pp i Se wW 


Se inlocuiesc aceste valori în expresia „efortului unitar 


GREI Pi GREI 
G = 4: Gp ă i 
PE vw [iz 


Ridicind la pătrat, se obține 


i Lili 
6REP 


Pe de altă parte, la un profil 7, dacă ymaz este jumătatea inăl[iinii, există relaţia 


, I 
W = . 
Ymaz 
; Fi haz c2l 
> P Pi 6hEP 
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Se caută, prin încercări profilul care să satisfcă această relație 


6-20: 2,1 - 105- 200 
2 0002 + 200 


_4 GREP 


Vaz ol 


63 cm?, 


Se găseşte astfel : 


la profilul 1 38: W = 1260 cm3; 


VW = 1090 cm3. 


la profilul 1 36: -——= = 60,5 cm?; 
y 
Se alege profilul 1 38 şi se procedează la o verificare a calculelor. 
Săgeata maximă statică este 
PB 200 - 2002 
3EI 3 + 2,1 + 1056-24 010 


0,0106 cm. 


În 


Se observă că am avut dreptu! să neglijăm pe fa în comparaţie cu k. Multiplicatorul de 
impact este - 


ET 2-30 
y= || == = 614. 
fă 0,0106 


Tortul unitar static este 


PI 200 + 200 


o 3 Du > 31,75 daNlem?, 
W 1 260 


Gs>= 
" Etortul unitar produs de şoc este 
oz o == 61,4+31,75 ==1 950 daN/em?, 


deci verifică condiţia inițială. 
4. EFECTUL MASEI CORPULUI LOVIT ASUPRA SOLICITĂRI PRIN ŞOC 


În stabilirea expresiei multiplicatorului de impact s-a neglijat energia 
cinetică pe care o preia masa barei lovite, diminuînd în acest fel energia 
de deformaţie, deci reducînd efectul șocului. în cele ce urmează se va arăta 
cum se ia, în considerare efectul masei proprii a corpului lovit, tratînd 
problema în cazul particular al șocului axial. 

Dacă, greutatea P, care cade pe bară, are înainte de şoc viteza 2? 
după şoc-va avea o viteză 7, egală cu viteza capătului lovit al barei. 
Se consideră că viteza, diferitelor secţiuni ale barei scade, de-a lungul ei, 
liniar, de la, o, pînă la zero (în capătul îix), astfel că într-o secţiune oarecare, 
la distanţa ze de la capătul lovit, ea este 


z 
luau > 


27 e. 1801 417 


“Energia cinetică a unui elemenţ de bară, de lungime da, situât la 
distanța «e de la capătul lovit, este 


i 2 
dă, Lâna ao: (n 2) - 


Integrînd pe lungimea barei, rezultă, 


ȘI 2 i 
BP E aa = Lil g 1 9 
o 2 39 2 39 
unde s-a notat cu Q = yAJ greutatea proprie a barei. : : 
A 1 
Expresia Q, 0 poartă numele de greutate redusă a barei; ca 


urmare, energia cinetică a barei se mai serie 


| E aie 2, 
| 2 g 
Coeficientul 
k za Za ! (13.27) 


care serveşte la, calculul greutăţii reduse 
9 = 0, : i (13.28) 


se numeşte coeficient de reducere a greutăţii sau masei barei. 

Se observă că prin introducerea noţiunii de greutate sau masă redusă 
se poate considera că întreaga masă a barei lovite se află în puncţul unde s-a 
"produs şocul şi are, după şoc, viteza v,. i a Sue 

Seriind teorema, conservării impulsului, înainte şi după şoc, rezultă 


P Pa 
o ( +a (= ! e 
9 9..9 4g 9 


de unde se obţine viteza după șoc 


o___ Va 
ir 1438 


% | (13.29) 


PR 
PrEg” 


unde 7, este înălţimea, de cădere a greutăţii P. 


418 


" Energia cinetică totală a greutăţii P şi a greutăţii reduse kQ, în D0- 
mental imediat după şoc, este 
1 +9 ii P j» 
Zog ler 


E 


P Li P h 
PIhg 29 P+1Q 


Adăugînd la, aceasta lucrul mecanic al forței P, în timpul deformajției 
dinamice 5, se găsește energia totală care va fi cedată barei 


p: h : 
zh + P-5=P +ă|: 
Pg (2 


Această energie se egalează cu cea de deformaţie a barei 


Pp h + 3= BA 8 (13.30) 
1 2 dă; zi 
P 


i i ili i (13.15).. 
i 4ă aceeaşi succesiune de calcule ca la stabilirea formulei. ( 

Se obscevă că pe pes de mai sus revine la cea anterioară dacă se introduce 
o înălțime de cădere redusă . „ee îi. 


ho. 
EQ" 
Lt-p 


h = 


ceea ce face ca expresia, lui Y să devină . ia i : 
i 2 2h E IN 
pa = | 13 (13.31) 


-a, arătat că pentru şocul axial k = 1/3. Pentru o bază simplu, reze- 
sia, supusă sil sad trena ez. în mijloc, se găseşte k = 17/35 ; pentru 
bara încastrată, lovită în capătul liber, E = 33140. i 

La pilotul de stejar de la problema 13,4, dacă se aplică relaţia (13.31), 
se obţine un efort unitar dinamic cu 8%, mai mie decit cel calculat anterior. 


CAPITOLUL 14 


PLĂCI PLANE 


1. CLASIFICAREA PLĂCILOR ŞI A SARCINILOR APLICATE PE ELE 


„__ Spre deosebire de bare, plăcile au două dintre âi iuni — i 

şi lățimea — relativ mari în comparaţie cu a era o Ed ea 
roase elemente de maşini sau construcţii au formă de plăci plane sau 
curbe : pistoane, cilindri, rezervoare de diferite forme supape conducte 
planșee, acoperișuri de diferite forme ete. i Zi | 

Studiul plăcilor este mai complicat decît al barelor și î 
cadrul teoriei elasticităjii. Dlemestele geometrice care Sr e fi a 
placă sint : forma și dimensiunile suprafeței mediane şi grosimea, măsurată 
perpendicular pe suprafaţa, mediană. Suprafaţa mediană, împarte grosi- 
mea, plăcii în două părţi egale, în orice secţiune. După forma suprafeței 
mediame, plăcile se împart în două grupe mari : plăci plane şi plăci curbe 
sau învelitori. Studiul plăcilor plane este ceva mai simplu și în cele ce 
urmează se vor da cîteva noţiuni asupra lui. Calculul plăcilor curbe, mult 
mai complicat, face obiectul unor lucrări de specialitate interesind în special 
pe inginerul constructor. Anumite probleme de plăci curbe, în special 
Abe piele Rt cama pe ingiberul mecanic care se ocupă cu 

ţia de rezervoare. Ci iuni î itorilor otajţi 

Sir ura pill iteva noţiuni asupra învelitorilor de rotaţie 

Din punet de vedere mecanic, se consideră că plăcile rezistă oricărui 
fel de eforturi. Plăcile foarte subţiri, care nu pot E creea caer Alia ep 
ii fie ele plane sau curbe, poartă numele de membrane. 

ăcile prezintă unele particularităţi î i cini i 

Cnilei case 15, Dosu a PA ai rităţi în ce priveşte sarcinile şi efor- 
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Sarcinile aplicate plăcilor pot fi de trei feluri ; concentrate [daN], 
distribuite liniar [daN em] și distribuite pe suprafață [daN/em?]. 

Dat fiina că o secţiune făcută printr-o placă are lungimea mare, în 
comparaţie cu secțiunea făcută prin bară, de obicei eforturile (N, T, My M,) 
vaziază de-a lungul secţiunii. Din acest motiv, ele se calculează pe 
unitatea, de lungime a secţiunii şi ca atare se măsoară : 

— forţele axiale şi tăietoare în daN/em ; 

— momentele încovoietoare și de răsucire în daNem/em = daN. 

Din punctul de vedere al proprietăților mecanice, materialele plăcilor 
sînt, în mod obişnuit, izotrope și ascultă de legea, Tui Hooke. 

În capitolul de faţă se vor da citeva noţiuni asupra calculului plăcilor 
plane, mai mult pentru a faniliariza, pe cititori în vederea consultării 
literaturii de specialitate. După forma suprafeţei mediane, plăcile plane 
pot fi: circulare, dreptunghiulare, eliptice san de diferite alte “forme. 
Plăcile care prezintă simetrie de formă (de exemplu, circulare, dreptun- 
ghiulare) pot fi rezemate şi încăreate simetric, ceea ce simplifică mult 
calculele, sau nesimetric. Se va trata, în cele ce urmează, calculul plăcilor 
cireulare încărcate simetric şi apoi se vor da citeva noţiuni asupra calcu- 
lului plăcilor dreptunghiulare. Aplicațiile ce se vor tace se referă numai la 
solicitarea de încovoiere a plăcilor. 

Alte probleme asupra plăcilor plane se găsesc studiate în lucrări 
de teoria elasticităţii, precum și în monografii consacrate exclusiv studiu- 
lui plăcilor. - i : i 

Pentru plăcile plane se alege sistemul de referință forma din axele 
4, u în planul suprafeței mediane și axa 2 perpendiculară pe acest plan. 
Detovmaţiile suprafeţei mediane, măsurate pe axa 2, se notează cu 'w. 


2. ÎNCOVOIEREA PLĂCILOR CIRCULARE SIMETRIC ÎNCĂRCATE 


a. RELAȚII ÎNTRE DEFORHAȚII ȘI EFORTURI UNITARE 


În urma detormaţiei plăcii, suprafaţa mediană ia o formă curbă 
numită, suprafaţă mediană deformată. Deplasările w ale acesteia, față 
de planul median iniţial, se consideră mici în comparaţie cu grosimea 
plăcii. Similar ipotezei lui Bernoulli, la plăci se aplică ipoteza lui Kirchhoff : 
toate punctele aflate, înainte de deformație, pe o normală la planul median, 
se găsesc, după deformaţie, pe o normală la suprafaţa mediană deformată. 
Aceasta, permite ca în studiul deformaţiei plăcilor să se examineze numai 
detormajiile suprafeţei mediane. 

Se consideră în figura 14.1 planul median al unei plăci circulare. Un 
punct oarecare P din acest plan este definit prin coordonatele sale z, y. 
În locul coordonatelor carteziene, se pot lua, coordonatele polare r, 8. 
Din motive de simetrie, orice mărime care interesează în studiul de faţă 
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(etort, efort; unitar, deformaţie) este independentă de unghiul $, fiind 
funcţie numai de variabila.r. Pe de altă parte, fiind vorba de o placă, 
există eforturi. unitare principale pe două direcţii ; tot aşa, momentele 
încovoietoare sint repartizate pe două, direcţii. -Din acest motiv, în orice 
să „-  puneteurent P trebuie luate, în plan, două 
axe rectangulare : axa.radială Pr, trecînd 
prin centrul plăcii, şi. axa circumferen- 
"ială PL : i 
„1.“ Făcînd 'o 'seețiune  diametrală - prin 
"placa deformată, se obţine o curbă, care 
este intersecţia suprafeţei mediane defor- 
mate cu planul secţiunii (fig. 14.2); La 
::0 distanţă, oarecaxe 'de centru, 7, această, 
- curbă are. săgeata, w și unghiul de pantă e. 
Cu aixele alese, se vede că, şi w sînt; pozi- 
tive, pe cînd ș este negativ deci, 
dw 


= “(a4.1) 


i dea dr 


si ce Fig, 1442-, 


Se observă, de altfel, că pe măsură ce 7 creşte e crește, iar 7 scade, 
ceea ce inipune semnul minus în relația (14.1). ş 

În tigura 14.3 s-a reprezentat O secţiune diametrală prin placă, atât 
în stare nedeformată cât și după, deformaţie. Se reprezintă două normale, 
AB, la distanţa 7, de Oz, şi CD, 1a distanţa.r + dr. Conform ipotezei lui 
Kirchhoff, după detoimaţie, aceste. drepte devin normale pe suprafaţa 
mediană deformaţă, A'B', 0“D'. Se consideră o fibră MN, de lungime 
dr, situată la distanța 2 de la, suprafaţa mediană. După deformaţie, această 
fibră ajunge în poziţia MN”. Normala A.B s-a rotit cu un unghi q, iar 


OD cu unghiul: g e = dr.. Fibra, MUN, ajunsă; în poziția MN”, s-a lungit 
în p TEMEI) i î 


cu o cantitate egală cu diferenţa deplasărilor extremităților sale 


Mar) = N" — Mm = (e =f. ear) ag ea pe dr. 
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-- Tumngirea, specifică a fibrei în direcție radială este - * i se - 


LAN de, (14.2) 
"ap dr 


Ho 


Fig, 14.8 


i itică, în direcţie cireumterenţială. 
„mina a doua, lungire specifică, în direoţie circu 
(ea er ia TM = are înainte de detormaţie lungimea, 


3 = 2rr. 
După deformaţie, raza cercului devine 


DU" = + 29, 


iar lungimea sa gl da 
8 «+ As = 2r(r + 29). 


Lungirea, specifică în direcţie circumferenţială este 


(5 + As) —8 _ 2ar 4200 2 o. (14.3) 
e Ș o amp CA 
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în -. a .1s. a... i 
Rua Sania 8s au stabilit relaţiile (8.39) pentru o stare plană de efor- 


arat B 2) 
li TIRERA TE (ez +vz,); sc, Ea vez). 
Făcînd schimbările de notații a —r şi g —t, rezultă, 


B 


B 
5 PNI (e, + ve); co, = 1 a (e, + ve,) 
și, înlocuind expresiile (14.2), (14.3), se obţine 
Ba de [CĂ HE 
= e ie , ză [') d 
i | tu iu aa (n a) (14.4) 


Prin stabilirea relaţiilor (14.4), problema determinării eforturilor 


„unitare o, şi a, într-un punet oarecare al plăcii, la distanaţa 2 de supra- 


faţa mediană, s-a redus la găsirea, ex iei iei 
ţ S-a 1 presiei funcţiei (7). Se observă că în 
suprafața mediană (2 = 0) cele două eforturi Alla nule. z 


b. ECHILIBRUL ELHMENTULUI BE PLACĂ 


Se detaşează din placa circulară, un element d i i 
, ulară, e volum, obţinut prin 
secționare cu două suprafeţe cilindrice, concentrice cu placa, e di 


şi 7 A- dr, şi două plane diametral Î 
At î5, br Aş se PA vale, normale pe placă, făcînd între ele un 


Fig. 14.4 
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Pe cele donă suprafeţe plane de secţiune se introduce eforturile unitare 
circumferenţiale c,, iar pe cele două secţiuni cilindrice, eforturile unitare 
radiale o,. Eforturile unitare e, sînt; egale pe cele două suprafeţe. Efortul 
de, 


unitar radial are valoarea 6, la raza 7, respectiv o, + dr pe 

P 
suprafața, de rază r + dr. Eforturile unitare au fost figurate pe elementele 
de suprafață hașurate, aflate la o depărtare 2 de la suprafaţa mediană 
N N2NNa. Na s-au mai figurat pe desen eforturile unitare tangenţiale 7. 

Privind cele patru secţiuni în întregime, trebuie să se introducă pe 
ele eforturi W, 7, N, M, 

Dacă placa este încăreată numai cu sarcini normale pe planul ei, 
există numai eforturi M, = M şi Z, arătate în figura, 14.5. Pe suprateţele 
plane, obţinute prin secţiuni radiale, s-au aplicat momente încovoietoare 
radiale distribuite M,. Ele se măsoară pe unitatea de lungime a razei. 
Prin urmare, pe întreaga, faţă a elementului efortul este M,- dr. Din 
motive de simetrie, cele două momente M, : dr sînt egale, deci pe aceste 
fețe nu există forțe tăietoare. Pe secțiunea cilindrică interioară se aplică 


momentul încovoietor circummferenţial M,- r- d0, iar pe cea exterioară, 


(a, + Sar) + dr) 40. Pe aceste feţe există și forțele tăietoare 
r Ă 


indicate pe desen. Se consideră că pe suprafaţa elementului se aplică forţa 
normală exterioară 'p- dr- rd. 


:(Mpt Han [red d8 


(7+ 7 ar)(rtar) de 


Fig. 14.5 


Se vor serie întâi relaţii de echivalență pe feţele elementului, spre a 
arăta, că momentele forțelor elementare, faţă de suprafaţa mediană, ega- 
lează momentele încovoietoare din secțiune. ; 
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Astiel,. pe suprăfaja, cilindrică de rază 7, . 


pi Eta hi: 


ae euta = hide î 
M-răoz=(?. a-a4., - j 
să e, dA-2 pa (E 1 o Praoazs 


Ta 


unde s-a înlocuit c, prin “expresia, (14.4) şi dA — 70.0. âz. Scoţind de sub 
integrală constantele, se. scrie . .. i E E 


Lă 


M,-rd8 = E: (= + WE) raţ' 2202: Be de -y =]-rae. 
— 24 dr 7 La 12(1 — văr 7 
i 2 i 


Se notează mărimea 


Eh 


Di (14.5) 
12(1 — v2 


numită rigiditatea la încovoiere a plăcii. Simplitficînd cu rd6, se găsește 


M,=D 3 + 2) . 
dr d. 

În mod analog, scriind relaţia, de echivalență în secțiunea radială, 
. Ș ii 


Li A E 
Măr = ţi c,-dA-2 $ ai (= | E are de-a 
L) dr + 


. Li 
dă 1—Pir: 
2 E 


k i 2 d 
şi făcînd aceleaşi operaţii, se găseşte. :- - 


a D(e +). 
iti ai DL 


S-au obţinut astfel relajiile dintre momentele încovoietioare şi funcția o 


L pi. M,=D e de , 
dr ea) j Ada (0) 


„_ Relaţiile (14.4) şi (14.6) arată că atît studiul eforturilor unitare cât 
şi studiul momentelor încovoietoare, se reduc la determinarea, funcției q(r). 
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Din aceste două perechi de relaţii se poate scrie 


He. M, poz M, 
5 ? 3 S= ; d 
1-2 D 1l—w D 
Prin înlocuirea lui D cu expresia sa (14.5), aceste relaţii devin 
| 2 
c, La, 2; 6 = 12 4 z. (14.7) 
h3 h3 


Se observă că eforturile unitare c,, o, variază liniar pe grosimea, plăcii, 
fiind nule pe suprafaţa mediană. Ele sînţ maxime în fibrele extreme ale 


1 
plăcii, la 2 = 


M M,. MM; | 
si Gr maz = fă 7 i Coma Sp = i (04.8) 
6 0: 


S-au găsit aceleaşi expresii pentru o ca și la barele solicitate la încovo- 
iere, cn observaţia că momentele încovoietoare se măsoară în daN, iar 
WV în cm? . | 

Pentru a găsi expresia funcţiei q, se va..serie că elementul de placă din. 


_figura 14.5 se află în echilibru, sub efectul eforturilor aplicate asupra lui. 


În acest; scop, este mai comod a reprezenta, elementul de volum prin două 
proiecţii, ea în figura 14.6. în proiecția, de sus s-au reprezentat momentele 


dr 


Trda: a a 
) (nt Ve-ar)lrea) ae 


z sia . : i (Mp AL ar)fvde)de 


încovoietoare şi forţele tăietoare aplicate elementului, considerind, în 
mod simplificat, că forţele tăietoare sint constante pe cele două feţe opuse, 
ceea. ce echivalează cu neglijarea unui infinit, mie de ordin superior. În 
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proiecția de jos s-au reprezentat toate momentele încovoi i 
ia Î ietoare prin 
vectori, inclusiv cuplul 7 - rd0- dr al celor două forţe tăietoare. Se Si 
ecuaţia de momente faţă de tangentă, adică, se proiectează toţi vectorii- 
moment din partea de jos a figurii 14.6 pe tangentă i 


au 
(+ Ea ae - dr) d — + rd0 + P-râ9- ar —2 M-ar. 40 
2 


+ prd: ar: =. 


În această relaţie s-a, înlocuit sin n al Ultimul termen este 
3 € 


neglijabil în comparaţie cu. ceilalţi. 
Făcînd simplificări, rămîne i 


dM, i 
M, 4 LI dă, dr+ Tr —M, =0. 
dr dr 
dW, că 
"Termenul și dr este neglijabil şi ecuaţia devine 
dM, 
M, + Lp Ir — MU =0. 


Se înlocuiesc M, şi M, prin expresiile lor (14.6) 


de ej. 
»| 2] „2) erp (32 +2) | Tr — D(2 + v 2) =0. 
7 7 


dr r dr | dr 


Se efectuează calculele 


şi în urma, simplificării lor rezultă ecuaţia diferenţială, 


dp 1 de 1 7 
dp ar 0 D- (9) 
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La placa, circulară, forţa tăietoare pe o secţiune cilindrică de rază r 
este Gefinită ca suma proiecţiilor pe normala la suprafaţa mediană a for- 
ţelor din interiorul cercului de rază r. Se va considera, în cele ce urmează, 
placa încărcată simetrie pintr-o forță P, aplicată în centru, şi o sarcină 
uniform distribuită p. Ca urmare, se poate serie 


om? = P + mp; pi Pa PE 
: 2nr 2 
Bcuaţia diferenţială (14.9) devine 
2 . i . 
de .1.d9.4 (ne . 
adr? 7 dr 72 D | 2ar 2 


Membrul întâi al ecuaţiei este tocmai derivata expresiei 


L d de), 
(eri) 


lucru care se poate verifica 


AȚI de] _ d (e de e: 
E [I(e+re)] aia dr rr ar 72 iz 


Ecuajia diferenţială poate fi serisă 


Ii (e+r2)] E cura 
dr |Lr dr D 4 2ar 2 
ia» integrala ei este 
i 1 de 1 (P „BT 
atei p — In r E A, 
7 (+ =) (ae . î a) 


Înmulţind cu r, ecuaţia devine 


3 
pere = SErmret)re 
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Se integrează, din nou, observind că membrul înţii este derivata lui 


gr, iar $ 7 În 7 dr se face prin părţi, adică 


p2 Ă 2 2 2 
Şt âr = In 7 ji ua 1 in p r 


2 7 2 4 
1[(P Pr pri m? 
Pr . In 7 —+ A B. 
ii D ( 22 2 2 4 16 ) E barbu 
Se împarte cu r şi se obţine ecuaţia lui 
pr i Pr rr, B 

— 2Inr — 1) + AA . 14.10 
A 160 325 A iai a iata 


i 'Pinînd seama, de relaţia, (14.1) s6 mai integrează o dată ecuaţia (14.10), 
după ce i s-a schimbat semnul 


îi a 2 pi j 
w Po e re In —1l)ăâr — A LA 
64D  8xD 4 


Blnr+0; 
cum. însă, i 

je mln r— rar = nr — E = n 7 — 1) 
ecuaţia devine E 


| pri Pr? Ț2 
i ap > tr (nr 1) —4— = BI 0. 14.11 
_64D 7; ea ât zii du Ciceu 


Cu ajutorul ecuaţiilor (14.10) și (14.11), ţinind seama de condițiile 


pe contur, se vor putea rezolva diverse probleme de plăci circulare, 


c. PLACA CIROULARĂ ÎN0CASTERATĂ PE CONTUR ȘI ÎNCĂROUATĂ 
CU SARCINĂ UNIFOEEH DISTRIBUITĂ 


Dacă placa este încărcată numai cu sarcina uniform distribuită DB 
în formulele (14.10) şi (14.11) se face P = 0 şi rămîne 


ră 72 
| wa PA Binr+0 14.42 
64D 4 i (sita) 
| i pt uta Bi 14.13 
FE ii 0) n (e 


Se notează cu R raza exterioară a plăcii (fig. 14.7). Se determină 
constantele punind condiţiile la limită 


„— pe contur, la r =, p=0,w=0; 
— în centru, lar=0, 9=0. 
înlocuind aceste condiţii în ecuațiile (14.12) şi (14.13), rezultă, 
cip: de li i 
ZA r 
PR 4 42 77 / 
O iza ue 5 3D 7 Ama 
RE Ri | = 
pa PR 4 E, 0x22 
iza S. 64D Fig. 44.7 


Cu aceste valori, ecuaţiile (14.12) și (14.13) 


p 
20 (RR — 722 5 
64 pi | 
(14.14) 


2 Pr Re — ra). 
p 169 | ) 


Detorrnaţia maximă are loc în centrul plăcii, la r = 0 
pa, 
64D 


4Omaa = 


Scoţinăd această valoare în factor, în formula (14.14), se poate scrie 


NE N e 
iei (lot ap > noa [1 — pa 


Pe baza formulelor (14.6) se scriu ecuajiile răgmântălor încovoietoare 
e Pe (Ra m; de _ 7 (m 3 
„n 16 ( , 1 165 | cl 


Ş:] i y PR 372 =-P_IRU 4 21.43 
a, = Bar — ms Be 0 Ba + v — aa) 


24 p NR va A 
a, = Pe (ae — ar) + sta =) = CU 5 P8 +) 
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Luind v = 0,3, aceste ecuaţii devin 
M, = (882 — 1,972); MU, = P_ 2 2 5 
să 16 (1 972); A e (1,3 BR? — 3,372. (14.15) 


Se observă că momentele încovoietoare M, şi M, variază parabolic 
cu raza 7 după cum urmează : 
a) Momentul M,. În centru, are valoarea 


13 
16 


Pe contur, la  =.R, el este 


My = pR? = 0,0812 pR?. 


0,6 


ip PE = — 0,0375 pR2 


E a 


Se anulează, cind 
18 R2=149r; 10827 R. 
b) Momentul M,. În centru, are valoarea 


MI! = M! = 0,0812 pR2, 
Pe contur i 


My = — pn = — 0,125 ph, 


Se anulează, cînd | | 
13 R2 = 337; r=0,628R, 


___ Cu ajutorul acestor valori se trasează diagramele momentelor încovo- 
ietoare din figura 14.8. Se vede că cel mai mare moment încovoietor 
este M, de pe contur. Pentru calculul 
eforturilor unitare, se aplică formulele 
(14.8): 

Pe contur 


6 


2 2 
o, Mi id aan 5 E 
ua 12 


h2 


2 
i a sii o ap PE 
h2 h2 


În centru 


6 
pa 


2 
M, = 087 PE. 
h2 


Cea mai mare valoare a efortului unitar este a lui c, pe contur. 
Dacă se face dimensionarea plăcii după teoria 1 de rezistență, această 
formulă devine 


a 2 
aus Pt 
4 2 
= R || 32. — o s66 aj 2 A (14.16) 
4 0 Ga 


d. PLACA SIMPLU REZEHATĂ PE CONTUR, CU SARCINĂ UNIFORM 
DISTRIBUITĂ 


Se folosese formulele (14.12) și (14.13). Condiţiile la limită pentru 
determinarea constantelor sînt : în centru, e =0; pe contur, lar =R 
w=0. 

Este necesară a, treia, condiţie. Dacă se detaşează din placă o fișie 
de lăţime mică A (fig. 14.9), ea poate fi asimilată unei grinzi simplu reze- 
mată la capete. Aceasta are pe reazeme, în direcţia razei , efortul unitar 
nul, adică y 


ă 


6,=0. 


Întrucât o, este produs de către M,, rezultă că pe contur momentul 
încovoietor JM, este nul. 
Înlocuind primele condiţii în ecuaţiile (14.12) şi (14.13), rezultă 


RE R2 
B=0; 0 Po 40. 
, 64D 77 


Pentru a treia condiție, se scrie expresia momentului M,, ţinînd seama 
că B =—0. Avînd ” 


73 7 
== ar A ze i EA — ar 
2 
PP A, 
? 6D 2 
a A  igii e 
dr 16D 2 îi pf 


ecuaţia momentului devine 
M, =v( + E) = 


dr 7 
2 2 
3pr „Zr AD cy AD, 
16 16 2 2 


Fig. 14.9 
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Puniînd condiţia r = BR, M, = 0, rezultă 
3pR:_- pRt 


0 i (14 
16 MT aa ci al aval 
de unde 
ph 34. pRi 5, 
3D 14v) G4D iv 


Înlocuină constantele în ecuaţiile (14.12) și (14.13), rezultă 


ZE a 
1» RR l+yv 3) 


(14.17) 
dw __ pră (Ș. 3-+-v -1) 


Po ar a6Dl 1pv 


Deformaţia maximă, la r = 0, este 

4 
pRi 5+y dor .PE.. 
'64D 1+yv 64D 


Se observă că pentru aceleași valori p, R, D placa simplu rezemată pe 
contur are o deformajie de patru ori mai mare decât cea încastrată. Unghiul 
q pe contur, la r = E, este CI 


- Wmaz 


Pe contur, la r=8, 
pR 


alt i 


a 
- 16 


b) Momentul M,. Pe contur, pentru r 


În centru, M, =M,. 


3-+-v—1 ya 


pre 0,0875 pR2.: 


= R, este nul. 


Se observă că, la acest fel de rezemare, locul cel mai solicitat; este 
centrul plăcii. Cu valorile calculate se construiesc diagramele din figura 
14.40. Efortul unitar maxim. are loc în centru, unde direcţiile r şi t se con- 


fungă, iar cele două momente sînt egale 
6 6 R 3+v 


ph? 


Omaz = Mar 


2 ho 16 


Formula de dimensionare, în baza 
teoriei 1. de rezistenţă, este 


[A R||e2 = 1418 | 2. 
; Sa Ri ; 9% Prj 
i a î (14.18) 
Comparind cu formula (14.16), se 


vede că pentru aceleaşi valori FR, p, ca 
placa simplu rezeniată pe contur trebuie 


"să fie cu 28%, mai groasă de cit; cea, 


încastrată,. Este interesant de observat 
că diagramele de momente încovoietoare 
din figurile 14.10 şi 14.8 se deduc una 
din alta, prin decalarea axei orizontale 


pR2 = 1,937 


h2 


0D87%5pR?2 
0206 pR2 


SUI 


0,206pR2 
Fig. 14.10 


ii Pg 


Or. Astfel, la placa simplu rezemată, diagrainele din figura 14.11 (cons- 
tamite pentru 0 s< rz RR) se raportează la axa Or, pe cînd la "placa 


i 3 2 3: 
îm p[i 25 
Se scriu ecuaţiile momentelor încovoietoare 
9 pr? ph | 3—+- ov 
7 16D : 16D 1+v 
de _ pre ph 3+yv 
dr : 16D 16D 1+v» 


aa 2, de ARE _ 
y »(- se] Zr + = +35) 


Vriajţia, momentelor cu raza 7 este următoarea : | 
a) Momentul M,. În centru, la r =0, cu v=03 | 
3 + v 


N: = 
d 16 


pR2 = 0,206 ph2, 
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încastrată, aceleaşi curbe sînt raportate la axa 0". Acelaşi lucru s-a 


D: 01 02 03 dk! 05 06 07 00 09 18 
(E 


3 


| —0237%p? 


Fig. 1411 
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întîlnit şi la grinzi : diagrama de momente a grinzii cu sarcină uniform 
distribuită, încasirată la capete, se determină din cea a grinzii similare 
simplu rezemate, printr-o trănslajie a liniei de reper. 


e. PLAGA ÎNCASTEATĂ PE CONTUR, ÎNCĂRCATĂ CU 0 SARUINĂ 
CONCENTRATĂ ÎN CENTRU 


Se pornește de la, formulele (14.10) și (14.11), făcînd p =0 
P 


Su 1-4 — Bmr+0 
nr n 7 
i 30 | ) 4 
Pr a 7 B 
2Inp =) AF 
ui 30 | i 2 r 


Condiţiile la limită pentru determinarea constantelor sint : 

—pe contur, la r=R, 9=0, v=0; 

— în centru, la r=0, e=0. 

Se înlocuiesc întîi condiţiile la limită în ecuaţia lui g, ţinind seama 
de nedeterminarea . Ş 


(7 In r)eo = 0 


PR iau dis 8 
= = PE (on — Dat 
dica > DA cai ai Pat 


50 4 la 223) 
47D 


înlocuind în ecnaţia lui 20, rezultă 


pi Pr? i Pre Pr Lo 
nr —1 2in R-—1 0 = In—— + O. 
dar z7 ) — 3600 | se ai B 5) ' 
înlocuind condiţia r = R, w =0, se găseşte 
2 2 
0 PR ( 1 Edi _ PR , 
8rD 2 167.D 
Ecuațiile de deformaţii devin 
2 
a Pr In -? P (BR — 72) 
8rD R  16mD j 
(14.19) 
pita Pr 21In R ___Pr In 
SD 7 4nD p 
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Deformaţia maximă este în centru 


PR 
16xD 


Wmaz = 


(14.20) 


_ Pentru calculul momentelor încovoietoare, se înlocuiesc o/r şi do/dr 
în formulele (14.6) 


E] 4xD La 
a = at on =] 
(14.21) 
u, = Z|a + ih -E -a] 
47 |, r 
Pe contur, la r = R, momentele încovoietoare sînt 
ne at Eu. spalate 4 
4m 4 
Eforturile unitare pe contur au valorile. 
op 3Py P 
e ale aa alte 
(14.22) 
__6 __3P_ P 
6, Fr) M, Far 0,478 Ta 


Este interesant să se compare aceste valori cu cele produse de o 
sarcină uniform distribuită de aceeaşi valoare, adică 


P = mRp. 


Înlocuind pe. P prin această valoare echivalentă, rezultă valorile 
eforturilor unitare 


o RR R R2 
a, = 0,144 a = 0,45 La ; 0, =0418 ia, =1,5 aa i 


Comparind aceste valori cu cele de la placa încastrată pe contur și 


încărcată cu sarcină unitorm distribuită 


EA ph R2 
0225 Ps a, 0415 rr , 
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se vede că la placa cu sarcină concentrată echivalentă eforturile unitare 
pe contur sînt duble. 

În centru formulele (14.21) dau efort unitar infinit, datorită ipotezei 
de aplicare locală a sarcinii. Un calcul aproximativ dă efortul unitar în 
centru pe îaţa opusă punctului de aplicare a forței P 


gi e 0 LE 2 (o.4a5 iat 0,52)- 
[E ) 


PROBLEME 


14.1. Cilindrul unei mașini cu abur, avind diametrul d = 30 em și presiunea maximă 
p = 20 daN/em?, are un fund din fontă, prins prin şuruburi, Se cere să se dimensioneze acest 
fund, luînd rezistenţa admisibilă og = 300 daN/em?. 
Prinderea prin şuruburi realizează o încastrare a conturului plăcii, aşa că dimensionarea, 
se face în baza relaţiei (14.16) 


Z fa 
h = 0,866 R = 0,866-15 23,35 cm, 
Sa i 300 . 


Se ia grosimea h=35mm. 

14.2. Să se calculeze grosimea fundului unui piston de automobil, făcut din aliaj de alu- 
miniu cu ga = 400 daN/em?, dacă presiunea maximă în cilindru este p = 35 daN/em?, iar 
diametrul pistonului d= 9 mm. 

Avind în vedere forma sa, fundul pistonului la motorul de automobil poate fi considerat 
încastrat, în mantaua cilindrică, deci se folosește formula (14.16), AA 


h= 0sea4:8 —— 381,15 cm, 
0,8 E 5 cm 


Se ia rotund h = 12 mm, 

14.3. Se cere să se determine săgeata maximă și eforul unitar maxim care se naşte în 
pistonul de oţel cu perete dublu, schiţat în figura 14.12. Ca indicație pentru rezolvarea problemei, 
se dau cele două cazuri de încărcare şi rezemare din figura 14. 13, pentru care eforturile unitare 
maxime şi deformaţiile maxime se calculează cu formulele de mai jos: 

Cazul a din figura 14.13: 


p PR 
Gaz = Ca iz Wmaz = Ca FIE) = 
E 2 
das Pi 65daW/erm 
[74 
Vi 
6 


Fig, 14.13 


438 


Cazul b din figura 14.13: 


PE 4 
pRI PR 
Omaz = Ca j& i tmaz == Ci 3 :, 


.R 
Valorile coeficienţilor C,, Ca, funcție de raportul i sînt date în tabelul 14.1. 


LĂ 
Făcând o secţiune orizontală, pistonul poate fi descompus în două plăci, ca în figurile 
14.12, b şi c, cărora li se pot aplica relaţiile de mai sus, 


£ Tabelul 14.1 
R 
Bra 1,25 1,5 2 3 4 5 
Re 
Cazul 


din figura]  C, Ce Ca | Ca C, GC Cc, Ca C, | Ca | CC. | Ca 
14.13 


| 
a 0,00129|0,115| 0,0064] 0,220 lo ozas 0,405 | 0,062! 0,703 10,092 10,933 [0,114 [1,130; 


d 0,00077| 0,090| 0,0062| 0,273 [o.oa2o 0,710 | 0,110| 1,540 [0,179 [2,230 [0,234 [2,800 


Mantaua laterală impiedică rotiri pe contur, ceea ce permite a se considera fiecare dintre 
cele două plăci ca încastrată pe contur. 
Asupra plăcii superioare lucrează presiunea, p, pe care o Imăra în considerare numai pînă 
la raza exterioară a plăcii R, = 30,3 em. Efectul presiunii p pe restul de suprafaţă, în afara 
razei R,, îl înlocuim prin o forţă Pg aplicată conturului plăcii 


pp = — (60,52 — 60,6%6,5 = 59 11 daN. 


De asemenea, tot asupra plăcii superioare acționează, pe contur, forța de legătură P, 
necunoscută, precum şi forța preluată de tijă, de care nu avem nevoie în calcul, 
„„ Asupra plăcii inferioare lucrează pe contur forţa P, iar în partea centrală forţa preluată 
de tijă. 
Pentru determinarea forţei static nedeterminate P, se scrie că săgeata w, a plăcii supe- 
rioare, pe contur, este egală cu săgeata w, a celei inferioare. 


Ri 30, 
Placa inferioară corespunde cazului a din figura 14,13 și pentru raportul EN = a = 4,85, 
conform tabelului 14.1, rezultă prin interpolare C, = 0,11 și Ca = 1,1. 
* Săgeata plăcii inferioare va fi 


Pai asi ESA0R asa e 
w, : : E B 
€ A BB TE 248 E 


Placa superioară va avea o primă săgeată datorită forţei Pg — P de pe contur 


“Ținind seama numai de sarcina uniform distribuită, placa superioară se află în cazul din 
fienra 14.13. Conform tabelului 14.1, găsim prin interpolare : C, == 0,225 şi C, = 2,7. Săgeata 
datorită presiunii p este 


4 
R * 30,34 - 
rr = GC, PAL = opo5-P = 313 749-£ 
ș Eh E-245 E 
Săgeata totală a plăcii superioare este 
Pa — 
= pt pr 73 De + 13 709f 
Se egalează săgețile celor două plăci 
P Py— P p 
3 73 13 715 
7 șI Z + aa 


şi rezultă 


1 1 
P = Po 4 940 p ze 5 911 4 940-6,5 = 9065 daN. 


Cunoscînd această valoare, se calculează săgeata w;, care este și săgeata întregii plăci 


P 9 063 
w = 73 73 0,0315 cm. 
E 2,1 - 105 
În placa inferioară a pistonului, efortul unitar maxim este 
P 9 065 ş 
Omaz i = Ce rel 11 Za = 1731 daN/em?. 


În placa superioară, efortul unitar maxim, datorit forţei Py — P și presiunii p, este 
pri P—P 6,5 - 30,3? 5 911 — 9065 
Omar a = Ca + [2 £, 
le a e 2,42 2,42 


Valoarea găsită arată că se poduce un efort unitar destul de mare, fapt care necesită folo- 
sirea unui oţel de rezistenţă ridicată. A ȘI A 

14.ă. La fundul unui rezervor cu apă, avind adincimea de 5 m, se află o gaură de golire, 
circulară, de diametru d == 50 cm. Această gaură este astupată printr-o placă rotundă de oţe], 
care este menţinută prin presiunea apei, iar etanșarea este asigurată printr-o garnitură de cau- 
ciuc. Se cere să se calculeze grosimea plăcii, luind og = 300 daN/em?, și să se alle săgeata ei 
maximă, i 

Placa se consideră simplu rezemată pe contur, deci dimensionarea se face prin relaţia 
(14.18) 


= 2195 daN/em?, 


=3,17 


h= 111 a . 
Sa 


Sarcina uniform distribuită este presiunea -apei cu o coloană -de 5 m, deci 


d 
pR0,5 daN/lem?; = Z = 25cm 


0,5 
= 1,11 :25 [/ —— 240,88 cm. 
= E 


Se ia o tablă cu grosimea h = 1 cm. Se calculează săgeata maximă 
EI 2,1 + 1085-18 

12 22) 12(1 — 0,32) 

pRâ 4,07 - 0,5 + 25% 

maz = 407 cap 64 0,192 - 108 


= 0,192-105 daN + cm 


= 0,065 cm. 
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3. ÎNCOVOIEREA CILINDRICĂ A PLĂCILOR PLANE 


Placa, din fig. 14.14, de lungime L, lăţime 1 şi grosime F, este simplu 
rezemată pe cele două laturi mari și încărcată cu o sarcină care este con- 
stantă pe o linie paralelă cu reazemele. În acest: caz, placa se deformează 
după o suprafaţă cilindrică, cum i 
se arată în figura 14.14, b. Se 
înțelege că încovoierea cilin- 
drică nu este posibilă cînd există, 
sarcini concentrate. 

Studiul  încovoierii cilin- 
drice a plăcii — caz cu totul 
particular — prezintă analogie 
totală cu al grinzii drepte soli- 
citată la încovoiere. Secţionind 
placa prin plane paralele, dis- 
tanţate cu 1 cm, normale pe 
axa longitudinală, se obțin grinzi 
de lăţime egală cu unitatea, cum 
sint C, A, B, în figura 14.14. 

O astfel de grindă are lun- 
gimea Î, lăţimea b = 1 și înăl- 
ţimea Î. În figura 14.15 s-a - 
deşenat o porţiune din grinda A, solicitată la încovoiere pură prin 


Fig. 14.14 


"momentul J. Sub efectul momentului, grinda se curbează, fibra medie 


a ei avind raza e. 
Ipoteza, secțiunii plane arată că un plan cd se roteşte, faţă de ab, cu 
un unghi d6, ajungind în poziţia c'd'. "Lungirea îibrei BP este 


Adz = PE” = 290 
iar lungirea specifică în direcţia axei Oz 
Ada d0 _z2. 


Ce se petrece pe direcţia axei 0y? Faţă de sensul momentului M, 
fibrele de sub planul median din figura 14.15, a se lungesc, iar cele de 
deasupra se scurtează. Datorită contracţiei transversale, în planul y02 
fibrele din partea, superioară caută a se lungi, iar cele din partea interioară 
a se scurta. Feţele laterale Is şi mi din figura 14.15, b tind să ocupepozi- 
ţiile Is şi mt. 

Această deformaţie este însă împiedicată, din cauza continuității, de 
către grinzile vecine 0 şi E. În consecinţă, lungirile specifice e, sînt; nule. 
Din această cauză se produc eforturi unitare", care menţin feţele Is şi mi 
în pozițiile inițiale. / 

Se folosesc relaţiile (8.39) 


E 


0, = 


: 2) 
(E + ve); Guy RER Za (5 + vez) 


— y2 


441 


în care se înlocuiesc 2, = 2/p şi- e, =0 
i 64 Bea = 2 ; o (SE: ME. pai VGz. î (14.23) 
LV p(1 —2) i e a 


Fig, 14.15 


Se scrie ecuaţia, de echivalență în secţiune 


Iă h i ih . 
7 > 2B . Ph 
N = dA = -1- da $ = 

i j, re Î că a -p(1. — 2) 12 p(1. —v?) 


2 
respectiv, cu notația (14.5) 


LX, aaa) 
gi 


Se observă analogia, totală eri relaţia stabilită lă grinzi 


Pentru grinda avînd ia aa 1% rigiditatea, la, încovoiere ic, 


BE 
12 


EI = 


Ca, urmare, rigiditatea plăcii este 


he EI BI 
122) 102 


Il EI. 


Rezultă că atunci cînd este considerată placă, piesa, are o rigiditate 
cu 10% mai mare decât cînd este considerată grindă. 
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„Înlocuind pe p în relaţiile (14.23), se află eforturile unitare 


ga ME _.2B MU — 12 __2B 122% 
e Dl [272 RI e e 
By vo i 


respectiv eforturile unitare maxime, la, 2 = h/2 


MM 
Gemas = pa pi Cumez > VOzmaz- (14.25) 
ra 


"în concluzie, placa, solicitată la încovoiere cilindrică se studiază pe 

baza, grinzii echivalente şi anume : 

Di Momentele încovoietoare ale plăeii au aceeași expresie cu cele 
ale grinzii echivalente, cu observaţia că : 

— unei sazreini uniform distribuite p (daN/em2] pe placă îi corespunde 
sarcina, distribuită g[daN/em] pe grindă ; 

— sarcinii distribuite liniar P, [daN fm] pe placă îi corespunde sarcina 
concentrată, P,[daN] pe grindă. 

b) Btorturile unitare sînt; date de relaţiile (14.25), deci a are aceeaşi 
expresie ca la grindă. 

c) Săgeţile plăcii sint egale cu ale grinzii echivalente, împărţite prin 


factorul 1,1. 


4. ÎNCOVOIEREA PURĂ DUPĂ DOUĂ DIRECȚII PERPENDICULARE 


La, încovoierea, cilindrică, momentul încovoietor era uniform distri- 
puit în lungul axei Oy. Cînd nu sînt realizate condiţiile încoyoierii, cilin- 


a 


Z . 
“Fig. 14.16 Fig, 14.17 


drice, există momente încovoietoare M, şi M,, distribuite pe ambele 
axe, cum se vede în figura 14.16. Dintr-o astfel de placă, se detaşează 
elementul infinitezimal din figura 14:17, de Giro sitasi da, dy, h. Se ia ca 
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plan neutru, planul median NWA, coincizind cu z0y. Pe feţele acestui 
element acţionează eforturile unitate da Ba 

Sub efectul momentelor M, şi M elementul de volum se deformează 

ca în figura 14.18 (s-a reprezentat nimmai jumătaitea, inferioară a elemen- 

tului, liniile A.B, OD fiind în planul median). Fie e, şi e, lungirile specitice 

care au loc în fişia hașurată din figura 14.17, pe 


A direcţiile axelor e şi y. Lă încovoierea cilindrică 
â s-a stabilit 
N, i 2 
ă i Ep =— 
i P 


Cu notajiile din figura 14.18, cele două lungiri 
specifice sînt 


Pz Py 
Se introduce în relaţiile generale (8.39) 
i i E 1 1 
Ga au (22); = a | tv ); 
1 — wil pa Py 1 — 24 pp Pz 
(14.26) 


Se scriu ecuaţiile de echivalență în secțiuni 


Dă - > 
M, d3 zi vi op'dyd-e = E (sai 222 dy. 
IL. 12 | pa Py - 
2 


Se simplifică, cu dy și integriînd, se obţine 


4, =2(2 +2): 


Pr Py 
Analog se serie a doua ecuaţie şi se obţine 
1 1) 
u, (= Li -); u, »[ + J; (14.27) 
9 Pa Pz Py 
Între razele de curbură şi săgeți există relaţiile 
1 9 1 __ 920 
Pa da! ap 
cu care ecuaţiile (14.27) devin ; 
92 [i 9 9 
- " ; » (14.28 
da o( 292 zi a); W, cz it, [PX pă ( ) 


| 
| 
ţ 
| 
| 
| 
i 


Din sistemele (14.26) şi (14.27) rezultă imediat 


122M, .  __ 122%, o 
A ae să LA 8 (36490) 
respectiv valorile maxime 
6H, MW. 6M, _M,. 
Goma Sg i Come (14.30) 


5. CAZUL GENERAL DE ÎNCOVOIERE A PLĂCILOR PLANE 


a. NOTAȚII 


Se consideră elementul infinitezimal din figura 14.19, detașat; dintr-o 
placă plană. Pe suprafaţa liberă se aplică o sarcină distribuită p. Pentru 


“precizarea componentelor eforturilor, se consideră secțiunea AB0D, 


normală pe axa, Oz. Cele 6 componente ale forțelor interioare sint : 


X — forţa axială ; 
Y,Z  — torţe tăietoare, dirijate pe Oy, respectiv pe Oz; 
M,  — moment; de răsucire; 


M,, M,-- momente încovoietoare, dirijate pe Oy, respectiv Oz. 

Din cauza modului particular de încărcare a plăcii, unele dintre aceste 
componente sînt nule. Pentru a preciza atît direcţia eforturiior cît și 
planul pe care sint aplicate, se folosește notația cu indici dubli, astiel : 

Întrucit toate sarcinile sînt verticale, există numai forţa tăietoare Z, 
care se notează 7, (are direcţia axei Oz și acționează în planul avînd ca 
normală pe 02); componentele X, Y sînt nule. 

Sarcinile p dau moment nul faţă de axa Oz, paralelă cu ele, deci există, 
numai momentele M,, M,. Momentul încovoietor M, păstrează această 
notație, în timp ce lui M, i se dă noţaţia M,, el producind pe elementul 
haşurat din figura, 14.20 (din planul A.B0D) eforturile unitare tangenţiale 
fus > Pay 

În figura, 14.20 se arată componentele efortului unitar, pe faţa A BOD, 
produse de eforturile descrise : 

a) Efortul unitar de încovoiere c,, produs de M, ; 

b) Efortul unitar tangenţial 2, produs de Tai 

e) Biortul unitar za, produs de către M,,. 
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În mod analog se notează componentele eforturilor şi ale eforturilor 
unitare pe celelalte feţe ale elementului. 


„Fig. 14.19 ă Fig. 14.20 


b. RELAȚII DIFERENȚIALE ÎNTRE EFORTURI 


în căzul general, mărimile “definite anterior variază în: tungul plăcii. 
În figura, 14.21 s-a reprezentat planul median al elementului, ONNN, iar 
în mijlocul laturilor acestuia s-au aplicat forţele tăietoare, momentele 


z î 
Fig, 14.24 | i 
încovoietoare şi momentele de răsucire, Momentele sint pozitive cînd 
'rotese în sensul pozitiv al axelor, respectiv cînd vectorii lor sînt dirijaţi 
în sensul pozitiv. Rorţele îăietioare pozitive sînt de sens opus sarcinii p, 
deci de sens opus axei 02. .  . reia aie II stepa A caii A 
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Pe laturile situate pe axele Oz și Oy s-au aplicat cite trei eforturi, iar 
pe laturile opuse, aceleași eforturi, cu creşterile respective. Dintre cele 
șase ecuaţii de echilibru, trei sînt; identie nule și anume cele de proiecţii 
pe Oz, Oy şi momente faiţă de Oz. Se seriu celelalte trei ecuaţii de echilibru. 

Ecuația de proiecţii pe axa, 02: 


păz dy “(2 | ay) de — Duda + (7 pu e do) Tdy 20. 
dy da , : 


Ecuajţia de momente faţă de Oz: 


04234) az + Mdy (2 E Ma ap Ay — Tes 
dy de GE: 


Mda (a. ! 


+[ Ies + Sao at + ( ces aa dy ) dz ăg epiăa ay A ai6i 
, Ă LA i 2 2y 2 


Făcînd simplificări, ecuaţia de proiecţii devine. 


3 , 87 
z! + ZI E 
2y d, i 
iar cea de momente 
2M, EA Ma _ Te, — dTae Ay _ 0 E ERE dy 0. 
2y Li de 2 dy 2 


Ultimii trei termeni sînt; infiniţi mici şi se neglijează în comparaţie cu 
primii trei. O relaţie analoagă se obţine din ecuaţia de momente față, 
de 0y, aşa fel că rezultă sistemul de ecuaţii 


[) Ta [) 7, 
— 2 = — 
2y dx . 2 
2Ma pe dei n VI (14.31) 
dy dz i 
2.M, 3M = Vu i 
da 3y zii 
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c.RELĂŢII INTRE EFORTUEI ȘI DEPLASĂRI 


i Momentul 14, produce eforturile unitare 7 care saitistae legea lui 
voke, ă 


Tm > Ga: 
Lunecarea specifică, este 


du, do 
Id dpi Ba A 
ap dy 8 

În figura 14.22 s-a făcut 
o secţiune a plăcii, prin planul 
vertical 402, atît înainte cât 


urma deformaţiei punetul O 
ajunge în 0”, parcurgind pe 
verticală drumul w, atunci 
Fig, 14.22 punctul P, aflat la, distanţa 

2 de planul median, ajunge 

în P', avînd pe direcţia Oz o deplasare negativă u= RP". Contorm desenului 


—u = RP' =0'P'sina = 2sin g, 


Pe de altă parte, a este unghiul tangentei la suprafaţa mediană, 
deformată, în planul 202, deci 


îw 
tg a Sin ua —— 
de 
sau 
dw 8u du. 
4 2 ; 2 . 
da dy da 8y 


În mod analog, secţionind prin planul Oz, rezultă 


în 8v 9% 
E) 2 5 a- - 
dy [PL da 8y 
Lunecarea specifică devine 
92 
= —22 - 
Ji 82 ây 
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şi după deformaţie. Dacă în . 


Ta 


Pinînd seama de relaţia 
| ___B 
2(1 +») 


şi înlocuind în legea lui Hooke, se obţine 


- (14.32) 


B [i 22) 32% 
Ta = Ga ( 22 ) 


22») dz dy 13 v 829y 


Se scrie că în secţiunea ABOD momentul de răsucire M,, dy este 
echivalent cu momentele forţelor produse de 7 


bă 
2 
May dy = ţ , Ta dy da-z 


2 


Fi 
iri 3 2, 2, 
Ma, DB Dap - Eh 92w 5% 


— . —DU—vy) . 
1 + v 929y 12(1-+y) 02 dy da 0y 


> 
a 


Bcuaţiile (14.28), împreună cu aceasta, dau sistemul 


9w 92 
M, = —D|< 
( 82 Ell sa) 
Ă 9?w 920 
u, »[ i a = ) (14.33) 
920 Ă 


Ma > — DU —v) 


da dy 


Derivînd aceste ecuaţii şi înlocuindu-le în ultimele două din sistemul 
(18.31), rezultă 


9% dă 9% d%w , 8îw 
»( +-v (1—v) = ( 
dy 0a20y 0a20y Oy  0220y 
(14.34) 


3 3 - 93 3 9% 
Ta D( SE + o 93% iad) dv Dat a) 
daâ 0y202 By? 85 0092 
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d, ECUAȚIA GENERALĂ A PLĂCILOR PLANE 


Derivînd încă.o dată ecuaţiile (14.34) și înlocnind în prima ecuație 
din sistemul (14.31), se găseşte 
da a Pet AR Ia DE 83 (14.35) 
Gat 0202 dpi D 
Se observă că triedrul folosit în figura 14.21 este sting. Din acest motiv, 
la stabilirea ultimelor ecuaţii din sistemul (14.31), în ecuația, de momente 
faţă de Oa se consideră momente pozitive cele care rotesc de la 0y spre 0z, 
pe cînd la ecuaţia de momente faţă de Oy se iau pozitive cele care rotese 
de la Oz spre Oz (care la un triedru drept sînt negative). 
Formula (14.35) este ecuaţia generală a Aatorinajiei plăcilor plane. 
Folosind expresia operatorului nabla 


a . 92 
= e ni 

02  Oye 
ecuaţia, generală a încovoierii plăcilor plane — numită şi ecuația Sophie 
Germain — se serie 


207200) = Po. 14.36 
(22) i ( ) 


Se observă asemănarea cu ecuaţia grinzilor 
e PE SR 
dai BI 
Deosebirea, constă în aceea, că BI se înlocuiește prin D, iar la plăci 
derivarea se face în raport cu ambele variabile independente, 2 și y. 


6. ÎNCOVOIEREA PLĂCILOR DREPTUNGHIULARE 
3, CONDIŢII PE CONTUR 


Laturile unei plăci dreptunghiulare pot avea o varietate de moduri 
de rezemare, rezultind din încastrări, reazeme simple şi laturi nerezemate. 
1...Pe o latură încastrată, săgeata, 
%  w şi panta sînt nule. Se raportează 
placa la axele 40y, ca în figura 14.23. 
Pentru laturile paralele cu Oy, 

avind 2 =0 şi =a 


2203 220. (1437) 
da 
Pentru laturi paralele cu Ox, 
Fig.414.23 avind y = 0 şiy =b 
aia Dad, (14.38) 
ây 
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2. Pe o latură simplu rezemată, săgeata și momentul încovoietor 
sînt nule. Fie laturile paralele cu Oy, deci a = O0şi e = a, la care, în baza 
relaţiilor (14.33) rezultă 


92 : 22 
da? 82 
Întrucît] în lungul unei laturi paralele cu Oy, w ese nul, rezultă și 


m, = —2| jet o =0. 


= 0 şi rămîn condiţiile 


%p | 
3270 SE în 
w=0; =0. (14.39) 
? Qaă 
Analog, pentru laturi paralele cu Oz, lay =0 şiy =b 
i ă 2, 
digi, Aided; (14.40) 
8y 2 


3. Pe o latură merezemată, momentul încovoietor şi rigid sînt 
nule. Fie o latură paraielă cu Oz. Prima, condiţie dă, în baza relaţiilor 


(14.33) : i 
po [a -v2)=o 
0y2 da 
2, 2, 
Bo de 9, (14.41) 
22 da: 


A doua, condiţie exprimă că rezultanta, forţelor care acţionează pe 
latura respectivă este nulă. 

O primă torţă este 7, (pe axa Oz din figura 14. su a cărei expresie 
este dată de formula (14.34) 


3 3 
Ta, —D( + mu: )- 
9y3 8a? dy 


De asemenea momentul de răsucire M, din figura 14.21 poaite fi 
considerat; ca rezultînd din cuplurile unor sarcini distribuite în lungul axei 
Os, deci avind valoarea 


2M, [) 92% d2w 
2 = D 1 rug D l—v * 
da da | ( 4 | ( ) 8a20y 


Scriind că suma celor două sărcini este nulă, se găseşte 


(14.42) 


E Era 5, 


Relaţii analoge cu (14.41) şi (14.42) se obţin, prin permutări, eînd 
latura liberă este paralelă cu Oy. 
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b. PLACA DREPTUNGHIULARĂ, SIMPLU REZEMATĂ PE CONTUR 
, ÎNCĂRCATĂ CU 0 SARCINĂ UNIFORM DISTRIBUITĂ 


Se va prezenta, metoda, de rezolvare a lui Navier, folosindu-se serii 


Fourier duble. Pentru placa, din figura, 14.23, se exprimă, săgețile sub 
forma, seriei duble 5 


09: 00 TO Ta! 
cola, 7) = SI ŞI om sin PE gin PY, (14.43) 
4 


m 51 d 


A Analog, se descompune și sarcina uniform distribuită în serie dublă, 
ourier ” 


maj 


E:ă L-A 
p(29) = ŞI Si dm sin 27%. gin 
m=l usi [A 


Este necesar ca seria (14.43) să saitisfacă, ecuaţia generală a plăcii 
(14.35) şi condiţiile pe contur (14.39), (14.40). Se verifică uşor că pentru 
2=0, 02 =0,y=0,y =, condiţiile pe contur sînt satisfăcute. 


„Pentru verificarea, ecuaţiei (14.35) se caleulează, din (14.43) derivatele 
parţiale ale funcţiei w : 


e j 4 
î = Și ȘI ca a) sin PC sin RAY 
m=lu=l 


di a mr (m N MR e NT 
2—— =2 —]) -— — 
da 82 DX ŞI ana ) ( d ) dee Ei d 


mn a 
dap cc nr N MT NT) 
=> Can | —— sin ——— 
Oa AXĂ --[ ) LA] 


și se înlocuiesc în ecuaţia Sophie Germain 


SEE ZOE e 


Perii a b d a d 


1 
D mun 1 


MTD NT 
e sin TI, 


: (14.45) 


18 


dna SIN 


Identiticind coeficienţii cu aceiași indici ai celor două serii, se află 


On 


(14.46) 


(14.44) 


Este necesar a se stabili coeficienţii qm, care depind de-modul de dis- 
tribuire a sarcinii şi de rezemare a plăcii. În acest scop, se face calculul 
pentru placa cu sarcină uniform distribuită, dezvoltind întîi numai în 
lungul axei Oa. 3 

În general, dezvoltarea, în serie Fourier a unei funcţii f(z), de peri- 
oadă 2a, este - 


Mr Mr 


fa) = + Ş Am cos 


2 m d 


L-A 
+ Ba sin . 
m a 
Pentru funcţii pare, la care f(z) = f(— e) coeficienţii B,, sînt nuli, 
Din contră, la funcţii impare (antisimetrice), rezultă A = A =0. 
Pentru a face dezvoliarea în serie Fourier a sarcinii p, care este uni- 
form distribuită pe placa de lungime a, se consideră că piaca, se continuă 
prin alta, de lungime a, încărcată cu sarcina — p ete. Ca urmare, funcţia 
(a), arătată în fig. 14.24 este impară, iar dezvoltarea ei dă 


E (ză 


ID = $Ș Ba sin PEE 
mol 


Coeticienţii B,, se calculează în felul următor 


[i dud 7 
8.24 fa) sin PIE aa = 2-( p sin 2% ag 
d Jo IZA d Jo 
B, > — 20 dia p EBA e i SAD (1 — cos mm). 
a m oz 


Fig, 14.24 


4p 


/(ă13 


Pentru m par, rezultă B,, = 0, iar pentru m impar, B = 


Ca urmare, seria care reprezintă sarcina p(2) este 


pla) = 4p (- dia E: 1 sin 3na EI e 5re | ) 
Lc a 3 a a 
"respectiv ; 
pla) = 4p in RED: 
Ti, PN & 
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"Analog, dacă s-ar face dezvoltarea, în serie pe direcţia axei Oy 


4 de DR 
pp) = e 3 sint. 


TE mi 3,5 P 


Seria dublă se află înmulţind cele două serii, însă făcînd p = 1 la una 


dintre ele 
16 e, E. i IRI : 
2(z,y) = 2 Ş, — sin PIC sin WU, (14.47) 
TE mm1p3,5aue mli3 ba, IRI a > 
Ca, urmare, coeficientul g din (14.44) sau (14.46) este 
16 
dm = E 
4 î mmm 
iar relaţia (14.46) devine 
_ 169 i 
O = pe (14.48) 
eo (Ela) 
a b 
Înlocuind în (14.43), se află săgeata plăcii 
sin 22 sin RT 
16 E44 [A 
wta, 9) = 28 Și —papaa (14:49) 


ID marco aa (eg 2) 
a d 


Folosind acum relaţiile (14.33) se determină funcţiile momentelor 
încovoietoare și de răsucire, se află valorile maxime ale lor şi se calculează 
eforturile unitare. , 

Săgeata maximă are loc în centrul plătii, la e = a/2 şi y =b/2. 
Cu această substituție, relaţia (14.49) devine 

Et sin PRE gin PE 
167% e z-z 


ne. 7700 PRR PR IER | (= + (')] 
a ) 


„Expresia (14.50) poate i caleulată, sub formă de tabel, pentru dife- 
rite rapoarte b/a. Pentru placa pătrată, cu a = d, ea devine 
sin PE gin RE 
169 e ce Zr g 


e 
TED moiză,ue nmiisă,6- m. (îm m 
a 


(14.50) 


Vaz 


Bste suficient a se lua numai primii trei termeni ai seriei, cu m=n=1 ; 
m = 1,1 =3;m:=3,n =, ceilalţi fiind neglijabili 
16 pai ( de aie a Al 0,2433 - 16pat 
mD |4 800 300 mD 


Vas 
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Înlocuind pe D cu expresia sa cunoscută şi efectuind calculele, se 
găseşte 


. ă 
Dias = 0,0446 Aa Ş (14.51) 


În general, în manualele tehnice, se dau rezultatele finale ale ealcu- 
lelor plăcilor, sub formă de tabele. 

Astfel, pentru placa dreptunghiulară examinată, săgeata maximă în 
mijloc este i 


mas = 0 PU, cu ba, (14.32) 
Bh 
iar eforturile unitare în centrul plăcii, în fibrele extreme, sînt 
d 2 
o, = Cap 1.) (14.53) 
i p N2 
o, = Cip () PE (14.54) 
, , 


unde & este grosimea plăcii, iar coeficienţii 0, 02, 03 sînt daţi în tabelui 
14.2. i 


Tabelul 14.2 


ap c, c ci 


2 3 
1.0 0,0443 0,2874 0,2874 
14 0,0530 0,3318 0,2064 
12 0,0616 0,3756 0,3006 
1,8 0,0697 0,4158 0,3024 
î,4 0,0770 0,4518 0,3036 
1,5 0,0845 0,4872. 0,2984 
1,6 0,0906 0,5172 0,2958 
1,7 0,0984 0,5448 0,2916 
1,8 0,1017 0,5688 0,2874 
1,9 0,1064 0,5910 0,2826 
20 - 0,1106 0,6102 0,2784 
30 0;1136 0,7134 0,2424 
40 0,1400 0,7410 0,2304 
5,0 0,1416 0,7476 0,2250 
% 0,1422 0,7500 0,2250 
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7. FLAMBAJUL PLĂCILOR DREPTUNGHIULARE 


Adesea plăcile sînt solicitate şi prin forţe situate în planul lor median. 
Creșterea, acestora peste anumite limite poate produce flambajul sau 
voalarea plăcii. 
| Se va stabili ecuaţia diferenţială a flambajjului plăcii simplu rezemată 
| pe contur, solicitată printr-o sarcină distribuită X,, ca în figura, 14.25, a. 
| În acest scop, se detaşează un element de placă, de lungime dz și lăţime 

egală cu unitatea, (pe direcţia 0y), după ce a Hamba, cum. se arată în 
figura, 14.25, b. Să presupunem că asupra elementului ar acţiona, paralel 
cu axa 2, sarcina gq. 

Cu notaţiile de pe figură, se scriu ecuaţiile de proiecţii pe ori- 
zontală pentru elementul de placă 


N 008 9— (3.+ zu do) Cos (+ + dz) =0 


N, sin e + gqădz (2 + 


Se fac simplificările 


dos (e + Bas) = 0. 
da 0 


COs q 22 Cos (+2 acm; sin ez e 
LA 


sin (et 92 aa Se+ 29 an 
(i dz 

cu care ecuaţiile de echilibru 

devin 
2N, 
(0) 


2) 
=0; a = Noe 


Pe de altă parte, se poate 
serie . 
îw de _ 9% 
da dat 


9*w 
a = — Nae (14.85) 


Prin. urmare, sarcina gq are 
valoarea (14.55) şi ea este pro- 
Fig, 14.25 dusă de faptul că după flambaj 
sazcinile N, au înclinajii diferite. 
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Se înlocuieşte p din ecuaţia (14.35) prin g şi rezuliă ecuaţia deformajiei 
plăcii după flambaj 
di |, 2 dtw 0âw N, 92 
Li 


dat da2092 i dpi OD 


(14.56) 


Se ia funcţia w ca o serie dublă Fourier 


MTD NT 
ic 


că LL: ȘI 
W = 3 XI Casin 


care sațistace condiţiile la limită ale plăcii simplu rezemaite, 


9% 
p=0; a=a; w=0; PP 0; 

92w 
y=0; y=b; w=0; dy =0 


Făcînd înlocuirile derivatelor parţiale ale lui w în ecuaţia (14.56) şi 


luînd numai termenul general, rezultă 


ze) 


respectiv 


de unde rezultă valoarea forţei critice de flambaj 


Na = 


zer 


(14.57) 


Dna (ma mi 
ma ( a )) i 


Cea mai mică valoare a sarcinii critice corespundela m = n = 1 


1 ÎN Dre? (ar 
a ȘI) . 


Nizar = Dna? ( ț 202 a2p2 


În această relaţie, al doilea rapurt este un număr adimensional ce 


„se notează cu k, așa că 


m2D i 
Nume = k a (14.58) 
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ii Împărţind prin grosimea k a plăcii, se află efortul unitar eritie de flam- 
aj i 


DEM 


k PSL au mie a. 
DR 12(U— vb (e 


Cser — 


8. EFORTURI UNITARE ÎNTR-O PLACĂ CIRCULARĂ ÎNCĂLZITĂ NEUNIFORM 


„O placă circulară simplu rezemată pe contur este supusă unei variajții 
liniare de temperatură, pe grosimea kb, de la î, pe o parte, la t pe partea 
opusă. Dilatările au loc după o lege liniară, iar placa ia o formă sferică, 

Analog razei unei grinzi deformate, placa ia o formă sferică, de rază 


1 & (în. — ta) 
DL, 14.60 
FA Zi ( ) 

„Dacă deformația este liberă, în placă nu se produc eforturi unitare. 
Dacă placa este încastrată pe contur, apar momente încovoietoare, care 
se opun deformării și menţin placa plană. Din motive de simetrie, la placa 
sferică se poate scrie 


Ra pe 0 dp 


Substituind. aceste valori în relaţiile (14.33), rezultă 


DU-—+ DĂ 


Ne = u, = — 2 


Luînd ca una din axe tangenta într-un punot; de pe contur, se află 
momentul 
m DU) _ DU + Welt —t) 
Li 


BR + v) a (n — în) 
BR h ă 


1201 — 2) 


Btortul unitar produs în placă de către acest momenţ este 


ga 6% — pia, (14.61) 


CAPITOLUL 15 


VASE DE ROTAȚIE CU PEREȚI SUBȚIRI 


Pi 


1. ECUAȚIILE VASELOR DE ROTAȚIE CU PEREȚI SUBȚIRI, ÎNCĂRCATE SIMETRIC, 
ÎN TEORIA FĂRĂ MOMENTE 


În construcţia rezervoarelor de diferite feluri, a centriiugelor, con- 
ductelor etc., se întilnese numeroase învelitori de rotaţie, avind profilul 
determinat; de o curbă meridiană, secţiunile transversale pe axa longitu- 
dinală fiind coroane circulare. Ă 

Modul cel mai simplu de tratare a acestor probleme este de a consi- 
era, că învelitoarea vasului se comportă ca o membrană, deci este soliei- 
tată numai la întindere. Se zice că, în a- iu 
ceastă ipoteză, vasele se studiază în teoria 
de membrană sau teoria fără momente. Con- . 
diţiia, ca, un astfel de vas să ia formă de ro- 
taie este ca presiunea din interiorul lui, 
într-un plan normal pe axă, să fie constan- 
tă. Spre a realiza această condiţie, vasul 
umplut cu gazpoate sta în orice poziţie, pe 
când cel umplui; cu un lichid trebuie să stea 
cu axa în poziţie verticală, Un tub cilindrie, 
umplut; eu apă, are formă cilindrică dacă 
stă cu axa; verticală, dar se ovalizează cînd 
este aşezat cu axa orizontală. 

Se consideră în figura 15.1 un vas de 
xotajie, încăreat simetric, adică avînd pre- 
siunea, constantă pe un cerc paralel. Se detaşează un element din înveli- 
toarea vasului, făcînd patru secţiuni, prin meridianele 7, m, şi cercurile 


Fig. 15.1 


“ pazalele pa, pa. Ducînd normale la suprafaţa vasului, în colţurile elemenţului, 
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se află centrele de curbură O, şi 0,, respectiv razele de curbură p, — pentru 
paralel — şi pe, — pentru meridian. 

Elementul detașat din învelitoare a fost desenat separat în figura 
15.2, introducînd în cele patru plane de secţiuni eforturile unitare meridiane 
a, Şi circumferenţiale c2. Dacă / este grosimea, peretelui vasului, supraite- 
ţele pe care se aplică eforturile unitare sînt k p,d8, şi k pd0,. Pe elementul 
de suprafaţă aoţionează și forţa pp, 40, p2 60, pe direcţia normalei în 
centrul elementului. Se scriu proiecţiile celor cinci forţe pe normala în 


* centru, arătînd că elementul de învelitoare este în echilibru 


„d0 : 
2oie,d0,sin De + 2omhp,d0, sin O = 2 pr 92 40, d0. 


Se înlocuiesc 
d6, a Aia sin fa i 
2 2 2 2. 


şi se împarte ecuaţia de echilibru cu pu p2d. 0,010. 


sin 


SP, (15.1) 
Pa Pa h i 


Relaţia obţinută poartă numele de ecuaţia lui Laplace. A doua relaţie 
se poate afla, scriind o ecuajie de proiecții pe axa vasului, în baza schemei 
din figura 15.3. Notind cu 7 raza cercului paralel, ecuaţia, de proiecţii este 

2th * ca sin 0, = mr?-p, , (15.2) 
de unde rezultă 


(15.3) 


Fig. 15.2 


Relaţia înre r şi pp se determină în baza figurii 15.3: pasin 6, =r. 
În scrierea ecuaţiei de echilibru (15.2) s-a ţinut; seama, de fapiul că 
proiecția pe axa vasului a forțelor produse de presiunea p aplicată pe înveli- 
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toare esta egală cu produsul între presiunea p şi proiecția suprafelei înweli- 
torii pe un plan normal la ază, adică pe cercul de rază v. 

Se observă că la vasele cu pereţi subţiri cele donă eforturi unitare au 
fost obținute numai din ecuaţii de echilibru, fără a, se recurge la conside- 
renţe de deformaţii. 

___ Învelitoarea vasului se află în stare plană de eforturi unitare, o, și 6, 
fiind etorturi unitare principale. Al treilea, efort unitar principal, pe direcţia 
normalei, este o; = — p la suprafaţa interioară şi o = 0 la cea, exterioară, 
Vasele cu pereţi subţiri se construiesc pentru presiuni relativ mici, maxi- 
mum, cîteva, zeci de atmosfere, aşa că og se neglijează, Cum se va vedea 
în capitolul 17, atunci cînd grosimea, peretelui vasului este mare, respec- 
tiv presiunea este mare, trebuie luat în considerare şi al treilea efort uni- 
tar principal. i : 


2 VASE CILINDRICE, SFERICE, CONICE 
a. VASE CILINDRICE 
Vasul cilindric este caracterizat prin aceea, că are raza de curbură 


meridiană p, = o, iar cea circumierenţială este constantă: pp = df2. 
Făcînd aceste substituţii în relaţiile (15.1) şi (15.3), rezultă j 


02 = lo, = (15.4) 


Deci la un rezervor cilindric efortul unitar circumferenţial este dublu 


“ decât cel meridian. Aceasta face necesar ca cusătura longitudinală a unui 


xezervor (sudură, nituire) să fie mai rezistentă, decît cea transversală. 
Se face distineţie între vase cilindrice cu funduri (vase închise, rezer- 
yoare) (fig. 15.4) şi vase deschise (vase de lungime infinită, conducte). 
La vasele deschise, ecuaţia (15.2) dispare şi există numai efortul unitar 
circumierenţial oa. 
Rezervoarele şi conductele se dimensionează de obicei în baza teoriei 
I de rezistenţă, cu ajutorul relaţiei care dă efortul unitar principal maxim 


o, = pd]2h 
din care se deduce 
i PE, (15.5) 
2% 
Lungirile specifice în vasul cilindric se cal- 
culează în baza legii lui Hooke generalizate Fig. 15.4 
04— voa__ pd 
2 
Sa a 
A (15.6) 
e EA furt PRE e —»). 


BD 48 
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Cunoscînd lungirile specifice, cilindtul de diametru d și lungime i 


suferă deformaţiile 
A elş O Add. (15.7) 
». VASE SFRRICE 
La sferă, toate razele de curbură sînt egale 
PA Pa =. 


Motive de simetrie fac ca, și eforturile unitare principale să fie egale, 


„ceea. cetransformă formula (15.1) în 


222, 
Rh 
respectiv i 
DR pd 
O stie 
2h  4h (15.8) 


Se observă că pentru aceleaşi valori p, d, h efortul unitar maxim în 
xezervorul sferic, este jumătate din cel al rezervorului cilindric. Din acest 
punct de vedere, rezervorul sferic este mai economic derit; cel cilinărie. 
EI prezintă însă dezavantaje în ce priveşte modul de rezemare pe teren. 


c. VASE. CONIOB 


Se congideră în figura 15.5 un vas conic, de unghi 2 şi înălțime ], 
stând vertical, plin cu an lichid de greutate apecitieă | A 
Se îace o secţiune la înălţimea y dela fun- 

dul vasului şi se determină raza de curbură 
cireumferenţială : 
sia AB „ABa. 


COs « COS 4 


La, nivelul secţiunii, presiunea este e- 
gală cu greutatea coloanei de lichid de dea. 
supra 


p = 9). 


__ inind seama că p, = co şi înlocuind p 
Și pa în relaţia (15.1), se află efortul unitar 


Fig. 15.5 cireumferenţial 
oacos a Yv(l—g) „Vie a 
= 3 “6, =— -y(D k A 
eg aa ae v( —y) (15.9) 


în expresia, Ini o întră produsul celor doi factori, y şi  — y, a căror 
sumă este constantă. Maximul lui o, are loc cînă aceşti factori sînt egali 


y=I—y = 
pă 
ÎN d a (15.10) 


Pentru calculul lui o, se va stabili o relaţie mai completă decit (15.3), 
ţinînd seama, atît de presiune cît şi de greutatea lichidului. În acest scop, 


„Se serie că proiecția forţei daţe de o, pe verticală egalează greutatea lichi- 


dului hașurat din figura 15.5, adică a volumului conis şi a celui cilindric 
derază r =ytga: 


o. day tg a- he cos a = Yo my te? «(2+ l -1): 
După simplificări, rezultă 


Yîg « 2 
o ze y(i— gg. 
1 aheos a, [ 27) 


Se află mazimullui o,prin anularea, derivatei 


da, a a. 3 
da _ 0[i—2y—2y|=o; y=2a 
ăy | zY =] 3y Fi 
Stea, 15.11 
“imaz 167, cos a. i 
PROBLEME 


15,1, Să se dimensioneze un rezervor sferic și unul cilinâric, de diametru d := 4 m, pentru 
un gaz cu presiune p => 10 daN/emă, luînd ga := 1 000 daN/em?, 
Pentru rezervorul sferic, se foloseşte relația (15.8) 
pd 410*400 


=> a dem 


1=— 
Bop 41000 


Pentru rezervorul cilindric, relația (15.5) dă 


d 
n Po =2em, 
203 


15,2, Să se afle creşterea de volum a rezervorului sferic de la problema precedentă. Lun- 


„girea specifisă circumferenţială este, cu o, = 9 = 9, 


Oa — VO o(1 — v) pR,1-v, 
îi E E 2 TE 
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[Vl 
| 


Variația razei fiind AR, volumul sferei deformate este 


4 4 : = 
V+AV= AR + AR) = Zu “+ 3R2: AR+ 3R-AFĂ + AR?) 


Negiijind intiniţii miei de ordin superior, ARE şi ARS, creșterea Volumului sferei va fi 


4 4 
AY = THR + 382 AR) — IER = 4nB8- AR, 


La rîndul său, creșterea razei sferei este 


PR 1-—v 
ARRP AT 
iai = 


și, prin urmare, 


AY = dare pR? 1l-—vy 2rRip 1-—-y 
= 4nR2e u 3 . 
2h E h E 


Înlocuină Valorile numerice, rezultă” 


2m+ 2004-10 1— 0,3 
AV = TD A =33 3, 
1 „Role 106 93 210 căi 


Faţă de volumul nedeformat ai Tezervorului 


4 4 
V= za ir Taul 2004 = 33,51 - 106 em3 


se vede că mărirea de Volum este de 1 %o+ 
Același rezultat se obţine calculînd lungirea specifică 


1 
ir a 08 


și scriind că creșterea unităţii de volum este 


ilor unitare în învelitoarea unui vas emisieric, de 

rază R și grosime ă, încărcat cu lichid de greu; ifi 

e face o secţiune CD Prin vas, j 

greutatea lichidului din Volumul cilindrice și din ca 
Cilindrul ABC, „ 


și se exprimă 
D are 'volumul 


lota sferică hașurată (fig, 15.6, d) 


a = *(Rsin 0: Rcos 6, 


Pentru a calcula Volumul calotei sferice se ia un volum elementar, 
poate fi considerat u 


n cilindru, cu Taza cercului de bază R sin Pşicu înălţi 


dy = d(R cos 9) = 


haşurat înclinat, care 
mea 


— R sin e: do. 
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Ca urmare, volumul calotei sferice este 


i] 
Y, -- | T(R sin ș)- Rsin e- de 
4 0 


sau, schimbînd limitele 
L:] 
v= | RR3 sin? p-dep= a 
0 


2 î i 
= 28 (3 me+ 3 cos 0) 


= , i 
Adunind cele două volume și înmul . 
ţina cu Y, rezultă greutatea lichidului 0; 


Ş 
2 poți AI 
G=y(V+ Va) = rs Try R3(1 —Ycos30), 6 Ş 
) 
Scriind ecuaţia de proiecţii pe verticală, E * 
rezultă 


2 aria 20 =63 
27R sin 6: h: o,: sin 9= 3 ză (1 — cos39) 


de unde se găsește 


vR2 1 — cos? 0 


CL aa aia o 


[63] 


Se înlocuiește apoi în ecuaţia lui La- 
place (15.1) valoarea lui a, precum și 
P1= Pa= Ri p= Y- Ros Oși rezultă 


Re 1 — cos20) 
a, = 350 (sem 0 Lee 2) 


sin? 0 


i i iază variaţia fun- 
Pentru studiul variaţiei eforturilor unitare o, și o, cu uoabiel î i studiază paie Aaa 
ii! d) i (2) și se reprezintă grafic în figura 15.6, e. Se ebserţi pu ce lovea te peitia 
GPL nici rezolvarea nedeterminării se găsește o, = op=yR*h. s 
pentru 0= mp, se găseşte 0. = YR2/3h= — o. 


3. EFECTE DE MARGINE 


iai inuă, forturilor unitare 
istribuţi tantă sau cu variaţie continuă a e un 
Fog peeoepui cînd curba meridiană . de pc adiere eine 
Las împlă, de fapt numai la un vas sfei ) > 
rar, de 

pete papi ma au e ra plane sau curbe, Sau care introduce, 
ar discontinuități în distribuţia eforturilor uni ii AC De 
Se consideră un vas cilindric, de AP & age ra 

ă iaşi ime de perete, so le o pre e 
piei pg i Ari rail em îi partea, de sus distribuţia eforturilor 

oară p. „15. 
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respectiv 


do = dop — Za" dy ya". 


IE A 
| i Fig 
Integrind, se obţine . : e a 3 Ă 
și Ri pă o op zau topi, ! | (16,82) 


coordonatele y, z fiind măsurate faţă de sistemul de axe principale z0y. 


%, Deierminarea centrului. de încovoiere 


Luind axele de coordonate ca în figura 16.16, se scrie că momentele statice liniare secto- 
riale, definite de relaţiile (16.30), sint nule. 


$ ozdA=0; ţ oydA=0. 
A „da 


Se presupune dat un pol oarecare P (fig. 16.16), faţă de care coordonatele sectoriale wp 
se cunosc. În.integralele anterioare se înlocuiește « prin expresia (16:32) și se scot de sub integrale 
constantele 24, ya, C Si 


$ aa =$ arsa — za] yz dA + m$ RAA + cţ AA =0 
4 a 4 4 A 4 


ţ &y dA ţ op dA zf „dA + ua $ maa+cţ ydA=0. 
A 4 „da 4 4 
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Cum coordonatele = și y sd măsoară faţă de axe care trec prin centrul de greutate, rezultă 


$ izoa = $ zaa = $ ya4=0 
4 A A 


$ 24 =; ţ AA = 1, 
A . 
şi, prin urmare, 


ţ opzdA * . | opydA 
A A 


4 = FĂ 24 = = (16.33) 
Iy . In 

Se reţine că în-âplicarea acestor relaţii mărimile £, y, Ip ], se calculează faţă de axele 
principale centrale :0y, pe cind wp iaţă de un pol oarecare P, iar yA, ZA sînt date faţă de axele 
21 Py,, paralele cu axele centrale, Evident, punctul P poate coincide cu O, atunci cind nu este 
cazul să fie luat diferit de O. 

Dacă secțiunea profilului arc o axă de simetrie, centrul de încovoiere se află pe acca uză şi 
urmează să se determine o singură coodcnată a sa. La secțiunile cu două axe de simeirie, centrul de 
încovoiere este la intersecția axelor, deci coincide cu centrul de greuiaie, 


8, Determinarea punctului sectorial de :ero principal 


Ecuația de echivalență (16.24) a dus la condiţia că momentul static sectorial trebuie să 
tie nul ă Ea . Ă i 


ia sa =$ AA 20. it is 


Desigur, această condiţie este satisfăciită cind se alege o anumită rază vectoare origine, 
şi anume aceea care corespunde punctului'sectorial de zero principal, notat cu Z în figura 16.15. 
Dacă poziţia lui :B este necunoscută, se alege un punct de zero arbitrar și se înlocuieşte co din 
integrala de mai sus prin expresia sa, (16.31) Faza , i 


( aaa = odă — Și ogăa = 0. 
A 4 A 


"În acest “calcul, polul câte luat în centrul de încovoiere, determinat prin metoda expusă 
mai sus, Întrucit cop este o constantă, reprezentind coordonata sectorială alui B în raport cu Boy 
relaţia: de mai sus devine. .. ceia pd : 

Ă ! $ op dA = of dA = op4, 
da A - 


de unde se află 


E | 9 dA 
agati... (16.34) 
A 


Atlind pe wp, se găsește polul B, raportatla By. 
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Se vor da cîteva, exemple de construcție a diagramelor coordonatelor 
sectoriale pentru profile curent; folosite. 

1) Secţiune în forma literei U. Pentru profilul arătat în figura, 16.17 
se va determina, întîi poziţia centrului de încovoiere A. În acest scop, se 


Diagrama dep Diagrama 
3 ! ESEI 
în 
&! 
it + 
) 
zi Ai e sai [ 
Z Z 7 
zau 
N h 7 
| id 
LA 
d Ul ră 


Fig. 16.17 : 
alege polui auxiliar P — faţă de care se va măsura coordonata 2 — la, 
intersecţia axei Oz cu linia mediană a profilului. 

Cu aceasta, se construiesc uşor diagramele de variaţie a mărimilor e 
și y din relaţia (16.33). 

Pentru inima 1—2 a profilului coordonata sectorială wp este nulă, 
întrucit distanţa 7 de la pol la, linia J—2 este nulă. Pentru un punct oare- 
care al tălpii superioare la distanța s de la 7 (fig. 16.17, b), coordonata 
sectorială este pozitivă, avînd valoarea 


up =ha, 
2 
Ea variază liniar pe talpă, fiind maximă în colţul 3 
| | Ops = 0, ă 
2 


Pentru talpa inferioară, se obţine aceeaşi diagramă «ep, de semn schim- 
bat. 

Diagrama y din figura 16.17, e se construieşte uşor, ea avînd variaţie 
liniară pe inimă şi fiind constantă pe tălpi. 

Integralele de felul celor din formulele (16.33) se efectuează uşor cu 
„ajutorul regulii lui Veresceaghin, ţinînd seama că diagrama 7 este totdea- 
una liniară. Astfel, reprezentind, în figura 16.18 diagramele w şi 7, se cu- 
noaşte regula lui Veresceaghin îi 


(ovăz = 9-ya (16.35) 


unde s-a notat; cu Q întreaga arie a diagramei a, iar cu yc ordonata diagra- 
mei y.în dreptul centrului de greutate al diagramei o. i 
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Integralele din (16.33) sînt puţin diferite de cea de mai sus, căci în ele 
intervine elementul de arie dA, în loc de elementul de lungime dz. Ţinind 
seama, că de obicei grosimea 
profilului este (cel puţin pe 
porţiuni) constantă, se poate 


4 dz 


scrie ă 
Diagrama 
$ op Y- dA = 
4 


= sf op" 03 = 3-0-yc, 
i "Diagrama Y 
unde s-a făcut înlocuirea 
dA = 5-ds, în care 3 este 
grosimea profilului. 
Ca urmare, pentru cele do- i Fig. 16.18 
uă diagrame din figura 16.17, 
ținînd seama că pe inimă integrala este nulă iar pe tălpi integralele sînt 
egale, negative, rezultă 


2p2 
| cada. 23. db dh  h Bb2 : 
Pi 2 2 2 4 


Momentul de inerție al secţiunii este 


th3 Li 
1, = — + 2b5—. 
aie Tau 4 
Se aplică relaţia (16.33) 
să, Sb2h2 
4 33b2 
z. B (16.36) 
4 thă E oa. ih + 6b8 
12 4 


Se observă că s-a obţinut aceeaşi expresie (16.5), stabilită cu ocazia 
definirii centrului de încovoiere. Faptul că 2, a rezultat negutiv înseamnă 
că punetul A se află în stînga lui P. i 

Avind poziţia lui A. și luînd punctul sectorial de zero principal în B, 
ca, în figura 16.19, se trece la construcţia diagramei coordonatelor sectori- 
ale. Poziţia lui B poate fi determinată luînd un punct arbitrar Bo ca în fi- 
gura 16.15 (de exemplu, un colţ al profilului) şi aplicând apoi formula (16.34). 

Diagrama coordonatelor sectoriale este formată din linii drepte. Pen- 


„tru punctul 0, coordonata sectorială este 


pg = — 24 
2 
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Pentru punctul D, cum s-a arătat şi la figura 16.14, d, rezultă. 
| i h 
2 

Se vede că pe tălpi există două puncte de zero, E şi , la distanța z, 
de inimă, în care, coordonata sectorială «w este nulă. Ca urmare, în punctele 


pana e e 
op = ad poza). 


Fig. 1649 - Fig. 16.20 


R, S, ca și în B, efortul unitar 6, este nul. Deci diagrâma din figura 16.19 
reprezintă atit; variaţia lui o.cât şi a lui.:c, pe secţiune. 

2) Secţiune în formă de IL. La profilul în formă de I simetrie (fig. 16.20), 
punctele A şi B se află în centrul de'simetrie al figurii. Pentru inimă, 
coordonatele sectoriale sînt nule, iar pe tălpi variază liniar, avînd maximul 
în colțuri î : pad 


= -. 


Omaz 23 Si 


3) Secţiuni care au coordonatele secloriule nule. La, o secţiune dreptun- 
ghiulară, centrul de încovoiere este în centrul de greutate, iar coordonatele 
sectoriale sînt nule. Pentru corniere sau profile T (fig. 16.6), centrul de 
încovoiere este la intersecţia celor donă aripi. Pentru orice aripă pe care 
se află centrul de încovoiere, coordonata sectorială este nulă. Ca urmare, 
profilele din figura 16.6 au « = 0 şi deci în ele nu se produc eforturi uni- 
tare sectoriale. io - 


a. CALCULUL WOMENTELOR STATICE: SECTORIALE 
. baie i pt. 4 : i : 


fn -calealul eforturilor unitare i intră riomentul static sectorial 88 
definit de relaţiu (16.15). Făcînd înlocuirea dA4.:= 5 ds,relajția, de definiție 


alui S$, devine 


s s 


n=j 


ră 0 
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: integrala, devine 


oda =, co + ds, (16.37). 


Integrala, reprezintă, suprafaţa diagramei o, de la origine pînă la o 
abseisă s oarecare. Pentru diagrama o din figura, 16.19 a profilului [, inte- 
grala, (16.37),.care dă produsul unei mărimi ce variază liniar (6) şi al abs- 
cisei variabile liniar, duce la o expresie parabolică. Ca, urmare, So, variază 
parabolice, cum se vede în figura 16.21. Momen- Ă 
tul statie sectoria] are un. maxim. acolo unde 
derivata, sa, în'raport cu s — adică e — se anu- 
lează, deci în punctul de zero R. Valoarea. aces- 
tai maxim, rotată pe figură, este egală cu aria 
triunghiului DR din figura 16.19 înmulțită, 
cu 8 i 


za i a =, 2 
Stmaz = 3* Beat 39 7 REP 2008 
| HE P TA 
(16.38) 


De acolo înainte. 89, scade. În mijlocul ini- , 

mii, momentul static sectorial, corespunzător . . . -Fig. 16.21 
unei jumătăţi a secţiunii profilului, este dat i . 
de aria, diagramei din figuia 16.19 înmulțită cu 5, respectiv 
cu t ; 7 Ti 

, i Ri LX 

poza) ah 240 ah 2 oh 
Ie: CN (mii RL AL MRI, AP e e i e 
i 4 7700, A NR 2 nd 


_ Valoarea lui S2y tezultă. negativă. Diagrama de variaţie a lui 86 pe 
secțiune este arătată în figura 16.21. Dacă în ealcularea.lui S9 pornind din 


punctul D al figurii 16.19, se consideră că, ds este negativ, atunci valorile 
calculate. mai sus schimbă de semn. tt 


€. CALCULUL MOMENTELOR DE INERȚIE SECTORIALE 
Momentul de inerție” sectorial este dat de integrala 
Și mă a dA, 
4 : 
aplicată la; întreagă secţiune. Pentru porţiuni :de grosime constantă ale 


secţiunii, notînd . : Y 
"CĂ = 8 ds, 


pia : : Za 


Rezolvarea se face prin metoda lui Veresceaghin, fiind vorba de pro- 
dusul diagramei e prin ea însăşi. Toţi termenii componenți sînt pozitivi, 
întrucît e intră la pătrat. Calculul se face înmulțind pentru diversele părţi 
ale diagramei e aria diagramei prin ordonata în dreptul centrului de greu- 
tate al ei şi grosimea elementului secţiunii. 

1) La profilul în formă de [ din figura 16.19, se va aplica această 
metodă pentru a calcula pe Z,. Ca ordine a factorilor, se precizează că se 
scrie :. 4 
— coeficientul 2, unde sint două arii egale; 

— grosimea elementului de secţiune considerat ; 

— factorul 1/2 pentru suprafaţa triunghiului ; 

— baza ariei o, măsurată ca lungime a liniei mediane a profilului ; 

— înălțimea triunghiului, adică ordonata maximă o; 

— ordonata diagramei « în dreptul centrului de greutate al triunghiului. 

'Pinînd seama că tălpile au grosimea, 8, iar inima, grosimea t, se găseşte 

1 Ă 2 h RĂ ah 2 ah 
28.- b—z pe e - 98. : al 
Io il 2)! 7) rată aL tu) + 28 ta Pila 
1 h zh 2 ah Dh2(b — ah e Oh, tepe 
A dem ee pa E ! | pi 


2 2 2 3 2 6 6 12 


Se înlocuieşte z, prin expresia sa (16.36) în valoare absolută şi se 
ajunge la relaţia, 


+ 


+ 2 


D0R20 hi + 308 


1, = ——— 16.39 
nt 12 M44+- 608 ( ) 
2) La profilul 1 din figura 16.20 
2p3 i 
pda d dh 2 bh db (16.40) 


22 4 3 4 24 
Pentru profile laminate uzuale, se găsesc tabele care dau valorile mări- 
milor $9 şi Î, care intră în calculul barelor cu pereţi subțiri. 


5. CAZUL GENERAL DE SOLICITARE A PROFILELOR DESCHISE CU PEREȚI SUBȚIRI 


Este evident că atunci cînd planul forţelor transversale aplicate unei 
bare cu pereţi subţiri nu trece prin centrul de încovoiere, în bară se produc 
eforturi unitare datotite atît încovoierii cît şi răsucirii împiedicate. 

Ca urmare, dacă planul forțelor este paralel cu planul 207, efortul 
unitar normal într-un punct oarecare al secţiunii este 


MM. B-a 
=—— 16.41 
ia + eu (16.41) 
iar cel tangenţial i îi 
; T-8 , Me8 , Ma 
= e, 16.42 
i a 3 Li 
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În cazul cel mai general, cînd există şi forțe axiale N, precum şi mo- 
mente încovoietoare M,, M, şi forţe tăietoare 7», 7, (fig. 16.22), expresiile 
eforturilor unitare devin 

as pe Ma 4 Pe. (1645) 
A Ie IL d 


2 Due 4 Ta MB Mat 
SI, | 01, o Ola Ola 
(16.44) . 


unde 7, T, sînt forţe tăietoare paralele cu 
Y, respectiv cu 2. 
Aplicarea acestor relaţii se face cu aten- 


ţie, analizînd semnele pe care diferiți termeni y. 
le au în punctele din secţiune examinate. Fig. 16.22 
PROBLEME 


16.1. Un profil [ are forma din figura 16.4, cu dimensiunile: k = 20 cm, b =8cm, 
8 = 2 mm. Se cere distribuţia eforturilor unitare tangenţiale, produse de o forță tăietoare Ty = 


>= 500 daN, paralelă cu axa y. 


Momentul de inerție al secţiunii este 
Jud he ,2 - 203 fă 20 
1 = 3 + 205 — = (ia c20 + 2: 8:0,2 = 453 mt, 
12 4 12 A 


În colţul profilului, momentul static este 


iar efortul unitar tangențial 


3 oa i e Im 5 i Bă aa Njmă; 
| 31, 7 0,2: 455 


În axa neutră, momentul static este 


Sbh bici 0,2 - 202 
16 + 


iar efortul unitar A 
T-S 500 - 26 


143 daN/em2, 
31, 0,2 453 


T = Tyzmaz = 


Pe talpă, efortul unitar = variază liniar, iar pe inimă parabolic, valorile maxime fiind cele 


calculate mai* sus. A 
16.2. Să se studieze variaţia eforturilor unitare 7, produse de o forță tăietoare 7, (para- 
„lelă cu Oy) în secţiunea unui inel tăiat (îig. 16.23). 
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„ Alegind un element de arie dA = 5- R-- d, a cărui poziţie este dată de unghiul 0, res- 
pectiv a cărui ordonată este y = R sin 6, se calculează momentul de inerție al întregii suprafeţe 


7 7 mi - 
24 pa =aj ze sine 0-8- Rad = 281 | sin? 0- 40 =7z8B5, 
M-ai o i o 


NŢ 


Fig. 16.23 


precum şi momentul static al părţii de secțiune hașurată, cuprinsă între limitele d <0s ou 


's= (o aa = Și 0-8: R40 = BRE — cos o). 


Ca urmare, efortul unitar în secțiunea definită de unghiul « este 


“TS T: AR21 — cos a«) > TU —cosa 
SI, 3: 888 BR 


Variația: acestui efort unitar este dată în figura 16.23; maximul are loc pentru a = 7, 
în secțiunea opusă crestăturii 3 


“mar = 2TIsdR. 


16.3. Să se aile poziţia centrului de încovoiere al profilului din figura 16,24, a, care are 
pe toată lungimea aceeași grosime 3. R 
i * Pentru rezolvare se ia polul auxiliar P pe axa Oz, care duce la construirea diagramei mp. 
din figura 16.24, 8. Se construiește apoi diagrama y din figura 16.24, c. 
Centrul de încovoiere se află pe axa Oz, la distanţa dată de formula (16.33) 


$ op dA 

A 

PA = 24 = 20 PRE 
i 2 


Făcînd înlocuirea dA =5 e ds, se calculează integrala 


ţ, «pi dA.= 0 „o py ds. 
Pi pda 
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cu ajutorul regulii lui Veresceaghin. Se observă că, din cauza antisimetriei ambelor diagrame, 
calculul se poate face pentru jumătate: din profil. Pentru laturile scurte ale proiilului, diagrama 
ap se împarte într-un dreptunghi și un triunghi, cărora..]i se aplică regula lui Veresceaghin |, 


02503 4 
y 0,5a 
2 3 


3 a 


24 copyds s-a] Ca. 1,916 Bat, 
la i 2 


Ig 


Fig. 16.24 


Momentul de inerție al profilului: este .. ..: :. re rr : 


Ip = 2 + de-a + - 


3 12 


Ca urmare, abscisa centrului de încovoiere este 


1,916 8aâ 
SR = 059a. 
A 3,23 3a2 


16.4. Să se construiască diagrama coordonatelor sectoriale c, faţă de centrul de încovo- 
fere, pentru profilul de la problema 16.3. 


"Ținînd seama de dimensiunile din figura 16.24, a și de faptul că z4 = — 0,59, se află 
coordonatele sectoriale în cele trei colţuri ale profilului 


"2 —059a-a= —,0,59 2 
i Di 0,5902 + a-a= 0,41 a 


cz = 0,41 a2 +'1,59 a- 0,5 a = 1,205 a2, 


405 


Cu aceste valori, se construiește diagrama din figura 16.25. 
16.5. Să se construiască diagrama s9 pentru profilul din iigura 16.24, a. Cu ajutorul dia- 
gramei din figura 16.25 se calculează valoarea lui A în punctele 3, 2, 7, P, ştiind că în fiecare 


FI punct EXĂ este egal cu mărimea suprafeței co, măsurată începind din punctul 3, înmulțită !cu 5, 
. Ca urmare 
Sa =0 
1,205 a2 -- 0,41 a? 
Sta = 3 sa -0,5a = 0,404 8a2, 


Se determină poziția pinctului 4, în care coordonata sectorială se anulează, scriind asemă- 
narea celor două triunghiuri 


14 ET 14+ 12 a 1 
0,5902 0,41 0,59 02 -+- 0,41 a? a a 


Prin urmare 
ii = 0,59 a; 42 = 041 a 
0,41 02: 0,41 a 


S04 = SOinaz = 0,404 dat + 3 - = 0,488 5 a2 
j 0,59 a2- 0,59 a 
SO = 0,488 3a2 — 3 =0,3148 08. 
0,59 at:a 
Sp = 0,314 8 — a = 0,019 8a5, 


Cu aceste valori, se desenează diagrama din figura 16.26, avind peste tot traseu parabolic. 


Fig. 16.25 


Fig. 16.26 
16.6. Să se construiască diagrama coordonatelor sectoriale la profilul subţire în formă de 


inel, tăiat ca în figura 16.27. Centrul de încovoiere se află în sens opus tăieturii, la distanța 
2R de centrul inelului. Pentru calculul coordonatelor sectoriale se folosește relaţia de definiţie 


s$ 
»=j r ds, 
o 
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unde originea areelor este în pnnctul B. Pentru a calcula coordonata sectorială într-un punct 
curent a, definit de unghiul c, se ia o variabilă intermediară 6, care definește un punct D, precum 


Fig. 16,27 


și un unghi 40, care definește punctul infinit vecin E. Ducind tangenta la linia mediană (cerc) 
în punctul D și normala pe ea din centrul de încovoiere se află raza r «= AC = FD, similară 
celei din figura 16.16. Conform desenului 


1= FD =0F — 0D =2 Rcos0-—R 
ds = DE = RAO. 


Se înloculește în expresia lui o 
s 3 
w = ţ ras = | R(& cos 0 — 1)* RAO = NQ2sin a — d). 
o lo : 


Cu ajutorul acestei relaţii se construiește diagrama «. Coordonata sectorială este maximă la 
tăietura profilului, pentru a == 7, și nulă în B. Semnele rezultă din convenţia cunoscută. 
Coordonata sectorială se anulează cînd . 


2sina —a=0. 


Prin încercări se găsește soluția a 4 10830. 

16,7, O bară cu pereţi subțiri este încastrată la un capăt și încărcată la capătul liber prin 
un cuplu de răsucire Ma == 600 daN- em. Lungimea barei este 1 = 100 cm, iar secţiunea are 
forma din figura 16,17, cu h = 20 cm, db =10cm,1=5=0,1 cm. Se cere să se calculeze valo- 
rile maxime ale eforturilor unitare normale și tangenţiale, produse în secțiune. 

Cu relaţia (16.36) se află poziţia centrului de încovoiere 


380 3*+0,1 +10 
ZA 3,75 cm. 
ă th-+ 603 0,1:20 + 610.01 
Coordonatele sectoriale în punctele C și D din figura 16, 19 (cu z, în valoare absolută) 
sint : 
zah 3,75 - 20 
cop ss În e = — 37,5 cm? 
2 2 
h 20 
op se (0 — 24) = (0 — 38,75) = 62,5 cm2, 
ş2-—c, 1801 497 


Rigiditatea Ja răsucire pură a barei este 


1 


Ga = 6338 - 810 000(2- 10 + 200,12 = 10 800 daN, ema, 


1 1 
G(20 <+- h)82 = 
GQ + h) Z 


Momentul static secțorial maxim este dat de relaţia (16.38) 


0 a 2428 (10 — 3,75)20041 


i cica 
a = 19,5cmă, 
3, Omar E a 7 la 3 
NMomezitul de inerție sectorial fe caleulează cu formula (16.35) ' ouă 
; 102. 902-0,4  2-20-0,1+3:10-041 j 
Ta —: - 2920 cm$. 
Dă „II 20-01 + 6:10:01 ii 


Se determină coeficientul « din ecuația diferenţială (16,27) 


10 800 


GI, ja 200 
| ini FIA 3,1 10%. 2917 


Sc scrie ecuaţia diferenţială a deformației de xăsucire a barei 


0,00132 em. Ă 


care are soluția 


0 == Cishaz + Cachazţ 8. ide 
Întrucit, la problema de față, Ma esţe constant în tot lungul bârei, ecuația diferențială 


are soluţia particulară 


i Ma . a 
i PE NB ZI tt mer 
: a îi pp . 1 Glz . ii i , oa 
deci soluţia generlă azi i Sp ai 
4 Ș N 
0 = C,sh aa + C. ch az + is SR 


Consideriînd originea în încastrăre, se scrie condiţia iniţială 


z=0,u=0,, 
zespectiv, în baza relației (16.9), 
r=0,;0=0 
Se substituie în ecuație | 
Da Gy + 2; ca sl 8 
Ga" Gla 


În capătul liber al barei nu există eforturi unitare Ga, căci deplanarea este liberă, deci 
conform relației (16.12), 


Se derivează ecuaţia deformațţiei i 
îi % = Ca ch az + Coe sh ax 
și se înlocuiește coudiția dată | 
0 = Cachal+ Esa sh al 


Ma 
GC, = — Cathal= th al. 
Ga 
Prin urmare, ecuația deformației este 
Ma 
9 = (1 + th ash a — ch 2), 
j GIa 
Se scriu cele două „derivate ale lui 6 
Mea 
YW=- (th al ch ax — sh 44) 
GIa | 
i Mag? p 
pr = = (th al sh arat — ch aa). 
GIa 


Ecuația momentului de încovoiere-răsneire este dată de (16.21) 


Maat 
Mo E0” Io Elo (th.al sh ax — ch 2). 
= a 
xespectiv, înlocuind pe a?, rezultă 
Mo = — Math al sh az — ch aa). W 


Momentul de răsucie pură este ; 
M4 = GIq0 = Mal + th al sh az — ch ar). 0) 
Bimomentul de încovoiere-răsucire este 


Ma 
22. (tn 


B= — EYLy Sh ac), (3 


al ch ax 
Lă 1 


Relaţiile (1), (2), (3) permit construirea diagramelor de variaţie a mărimilor ' Mo My, B 
în lungul barei. 

Din relația (1) se observă că M, este maxim în încastrare, la z = 0, unde sh az = 0 și 
ch ax =1 
Mos maz = Ma = 800 daN- cm. 


Prin urmare, în secțiunea de încastrare, momentul de răsucire pură M, este nul, întrucit 


Mo = Ma 
Bimomentul este de asemenea maxim în încastrare, la z = 0 
A Ma 
Bas = — th al. 
4 


Se calculează A 
al == 0,00132+ 100 = 0,132; thal = 0,131 


Pi ap, 0181 
— i 
dă 2-0,00182.- 


100 Mz 60 000 daN.- en. 
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Cele mai mari eforturi unitare au loc în încastrare, fiind produse de eforturile Mu maz Și 
Bas: 
Astiel, în colţul D din figura 16.19, are loc 
BmazOmaz 60 000 - 62,5 


L:) 1285 daNjem?, 
o min FAR 2:917 / 


jar în colțul de jos, simetric, 
Gomaz = 1 285 daN/em2, 
În punctul R din figura 16.21 are loc efortul unitar 


M, S, 600 - 19,5 
To maz n tu E = 40 daN/em?, 
SI 0,1:2 917 


În alte puncte ale secțiunii de încastrare, respectiv în alte secţiuni, eforturile unitare 
sint mai mici. 
Înlocuind în (1) și (2) valorile 


th al = 0,131, shal = 0,132, ch al = 1,0087, 
se află Mu şi M, în capătul liber 
Mo = 0,9914 Ma = 595 daN- cm 3 Mz, 
Mi = 0,0086 Mz = 5 daN- cm 80. 
Efortul unitar tangențial suplimentar în capătul liber se află cu relația (16.22), în care 
se înlocuiesc 
Mo = 595 daN:cm, SO = 19,5 cm, 
5=01 cm, Ig = 2917 cm. 
Rezultă 
595: 19,5 
0,1+2937 


Se vede că în cazul problemei alese, dată fiind rigiditatea de răsucire mică, în capătul liber 
cuplul exterior este preluat de bară ca moment Ma. 

16.8. O bară cu pereţi subţiri are secţiunea în formă de I (fig. 16.20), cu dimensiunile 
h = 20 cm, b = 12cm,t = 6 = 0,4cm, Ea este sprijinită la capete prin rezeme care nu permit 
văsucirea secţiunii, dar permit deplanarea liberă. Pe toată lungimea 1 = 2 m, bara este încăr- 
<ată cu o sarcină uniform distribuită p = 20 daN/em, așezată cu o excenticitate e = 3'cm faţă 
de planul vertical de simetrie. Se cere să se construiască diagramele de variaţie a eforturilor 
Mi Mo, B în lungul barei, să se afle eforturile unitare maxime și să şe studieze variația etor- 
turilor unitare în secţiunea periculoasă. Ă 

Se determină caracteristicile geometrice ale secțiunii 


To = za — 40 daN/em?. 


04-203. , 
Ip + 2012-04-102 = 1227 cmi, 
SH2002 0,4. 203. 120 
Io 11 520 cme. 
24 24 A 
1 1 
13 = 080 = (2: 12 + 200,48 = 0,94 erat, 
500 


Coniorm figurii 16.20 


Momentul static sectorial este maxim la mijlocul tălpii, îar în baza figurii 16.20 are valoarea 


N 9 1 o» dh 5208 122- 20: 0,4 
Smaz . - LI) 72 em. 
2 2 4 16 16 


Se calculează constanta « din ecuaţia de deformaţii 


/ GI 81 105 0,94 

Li 

Ela 2,1 + 10% 11 520 
Datorită împiedicării răsucirii, în reazeme iau naştere, ca reacţiuni, două momente de 

răsucire, egale. Momentul de răsucire total al sarcinii față de axa longitudinală a barei este 


pel. Ca urmare, momentele de reacțiune din reazeme au valoarea pel/2. Dacă s-ar lua originea 
pentru abscisa «, într-unul din capetele barei, într-o secţiune oarecare momentul de răsucire ar i 


0,0056 cm, 


pel 
Ma = a — pet, 


deci în mijlocul barei este nul. 
Este mai convenabil a lua originea în mijlocul barei şi a studia numai jumătate din ea, 
din motive de simetrie. Ca urmare, momentul de răsucire total, într-o secţiune oarecare, va fi 


E Ma = pez, 

iar ecuaţia diferenţială a detormaţiei 
d20 Zzati dale că Ma ia PRL, 
dz Gla Gla 


ez 
ÎI 
GIa 
iar soluția generală 
per 
0 = GC, shaz+ Cachaz + -—: 
Gla 


În mijlocul barei, unghiul de răsucire e este maxim, deci derivata sa 0 nulă, ceea ce dă 
z=0; 0=0; C=0 


Ecuația deformaţiei se reduce Ia 


pez 
0= C,shaz + Si” 
avînd prima derivaţă 
pe 
Y = Gechaz + Gia 
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În capătul barei, la a = 1/2, deplanarea este liberă, deci atit ou cit și O! sint nuleşi rezultă 


pe 


0 Cue ch-* ai C 
Sa zi ds: : zi 
Giaăchzz a, 


Ca urmare, ecuaţia deformaţiei devine 


pe sh ax 
0= z— Ș 

a Gla al 
ch — 

2 

iar derivatele sale sînt 
a E 

[că 

că ch — 
2. 


pex  shar 
GI al 
% cn 


Pe baza relațiilor (16.11), (6. 19) și (46.21) se scriu expresiile etorturilor e Ma B și Mo 
pe toată. bara 


m, GP | as Sha 
Li „el pn 
ch — 
2 
B= — Eroi = 2 Pfa — Aug 
ai al 
ch — 
2 
Mg = — Elobr = pe: sh ax 
% al 
ch — 
2 
Se calculează 
i 200 i I 
a = 00056 == 056; ch SE = 148, 


Cu ajutorul celor trei ecuaţii se întocmește tabelul 16.1, în care se calculează cele trei 
eforturi în mijlocul barei (2 = 0), la un sfert din lungime. (z = 50 cm) și pe reazem (2 = 100 cm). 


Tabelul 16.1 


aa sh aa i Me Mo 
zii E E chaz; daN :cm? daN :cm QaN+ cm 


| 1 —265 300 

0,28 0,284 1,039 | —201 050 379 2 621 

0,56 0,590 - 1151 0 555 5 445 
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Cu valorile din tabelul 16.1 se cnstruiesc diagramele de eforturi din figura 16,28, cu obser- 
vaţia că diagrama B este simetrică față de mijlocul barei, iar M, şi Mo antisimetrice, 

Se observă că suma. momentelor M, 4- Ma variază liniar de-a lungul barei, ea reprezen- 
tind momentul Mz= per. , 


gB0 50 2 30 100 E 


Fig. 16.28 


Sarcina uniform distribuită produce în lungul barei și un moment încovoietor, care variază 


E Parabolie de-a tă MBUL axei z, avînd maximul în mijloc 


p2  :20%0002- 
Me mas = EI n Cat Piz = 100 000 arama: 


Eforturile unitare normale, produse de momentul Me stat maxime în secţiunea din mij- 
locul barei, avînd în fibrele extreme valoarea 


VmazMamaz 10:10 000 daN 
aus NEI E 1 227 cm? 


Variația eforturilor unitare o pe secțiune este dată în figura 16.29, a 
„Etorturile unitare sectoriale au valoarea maximă 


Bmazomaz + 265 300 + 60 1: daN 
3 1 382 — A 
Go maz = FA i ri EET) Cin 


Ele sint reprezentate în figura 16. 23, „ Suprapunînd diagramele o, și oc se ajunge la 
diagrama eforturilor unitare rezultante din figura 16.29, c, care are 


Omaz = 815 + 1382 = 2 197 daNJent. 


Etorturile unitare tangenţiale sectoriale sint maxime în secțiunile de la capete, unde 
momentele, “Mo sînt, maxime £ ze Sar A iu 
o: - 
Mo maz* St maz :] 445: m 
= = 85 daN em, 
dl 3-1 40,4% 11 520 ! 


Variația lor pe secţiună este arătată în' “figura 16. 30, e, dedusă din diagramă sd arătată 
în figura 16.30, d. 
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În aceeași secţiune au loc și eforturile unitare maxime de răsucire pură 


Memaz 3 O 8555-04 
1 maz a ua 236 daN/em?, 
$ 
-815 
25 
6 
5 
să 
a 
416 
Li 
a e 


2197 
Fig, 16.29 


le se distribuie pe secţiune cum se arată în figura 16,30, c. În capătul barei, există și o 
forţă tăietoare i Ş A 
20 : 200 
2 


Momentul static al jumătăţii de secțiune, faţă de axa Oz, este 


== 2 000 QaN. 


Aa), h h = 
Sa = Le Aria e Aula 12: 04:10 + 10*0,4:5= 08 cn, 


24 


Fig. 16.30 
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Efortul unitar tangenţial, în axa neutră, este 
TSz 2 000 - 68 

- a A a n = 277 daNjem2. 

wzmaz 3104-1227 


Pe tălpi, momentul static variază liniar, cum se arată în figura 16.30, a, avind maximul 

în inimă - 

5nă 12:20: 0,4 

—— a a 24 em, 
4 4 


Acestei valori îi corespunde un efort unitar 


TS, 2000-24 


DI Sia a me = 98 daN/em2?. 
22 317 7 04:1227 AL 


Diagramele de variaţie și sensurile eforturilor unitare szz și ya sint Fig. 16.31 
arătate pe figura 16.30, b. 

Pentru a afla efectul maxim, trebuie reamintit că etorturile unitare = date în figurile 
16.30, b și 16.30, e sint uniform distribuite pe grosimea profilului, pe cînd cele din figura 16.30,c 
variază liniar, fiind nule pe linia mediană și maxime, de semne contrare la cele două margini 
ale secțiunii, Ca urmare, se obțin efecte maxime in punctele a şi b din figura 16.31 


ma = 98 + 236 + 85 = 419 daN/em? 
my 3 277 + 236 = 513 daNjemt. 


CAPITOLUL 17 


TUBURI ȘI SFERE CU PEREȚI GROȘI ȘI DISCURI 
ÎN MIȘCARE DE ROTAŢIE 


1. STĂRI DE EFORTURI UNITARE AXIAL-SIMETRICE 


'Trecind la a treia categorie de corpuri pe care le studiază rezistenţa 
maţ'erialelor — corpurile masive — la care au loc, de obicei, stări spaţiale 
de eforturi unitare, problemele nu pot fi rezolvate decât în cîteva cazuri 
particulare, care prezintă simetrii : tuburi cu pereţi groși solicitate prin 
presiuni exterioare sau interioare, tuburi supuse la efecte termice, discuri 
care se rotesc în jurul axului şi sînt solicitate prin forțe de inerție, sfere 
supuse la presiuni, bile sau role în contact etc. 


Unele dintre aceste probleme pot fi rezolvate prin relaţiile elementare 
ale teoriei elasticităţii şi vor fi expuse în cele ce urmează ; altele (problema 
contactului) necesită dezvoltări ce se studiază în tratatele de teoria elasti- 
cităţii, 

O categorie aparte de probleme sint; cele azial-simetrice, întilnite la, 
tuburi cu pereţi groși, de lungime mare, la discuri în mișcare de rotaţie. 
La, astfel de corpuri, dacă se face o secțiune perpendiculară pe asul cilin- 
drului, starea, de eforturi unitare şi detormajii într-un punct depinde de o 
singură variabilă — distanța de la ax la punctul considerat. În puncte 
situate la aceeași rază v, starea de eforturi unitare şi deformaţii poate 
varia în lungul cilindrului, deci este funcţie şi de variabila z. Dacă aceste 
mărimi nu variază cu e, efortul unitar în lungul cilindrului, o, este constant 
în toate punetele. În acest caz, rămîn de determinat; numai celelalte două 
eforturi unitare din secţiune, o, şi o, problema fiind similară unei stări 
plane de eforturi unitare. În cazul unui disc solicitat; prin forţe de inerție, 
efortul unitar o, este nul şi are loc realmente o stare plană de eforturi 
unitare. 
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..2. EFORTURI UNITARE ÎN. TUBUL CILINDRIC CU PEREȚI GROȘI 
a. CAZUL GENERAL 


Se consideră un tub cilindric, de raze R, şi Re (fig. 17.1) supus unei 
presiuni exterioare p, şi uneia interioare p,. Se cer eforturile unitare în tub. 


În lungul axului, presiunea p; produce o forță de întindere, iar pe — 
una, de compresiune, care. dau naştere efortului unitar longitudinal 


“pe? — ps — 2) Rip po) — Bode 
a(R2 — 12) Ri — Ri 


9 67 


Acest efort unitar este uniform distribuit pe secţiunea tubului. Con- 
siderînd tubul de lungime mare, se poate neglija efectul lui a. asupra 
lungirilor specifice, studiind problema plană. 

Din cauza simetriei, fenomenul este același pe orice rază 7 și se ia aceasta, 
ca singura variabilă independentă, Perpendicular pe planul desenului se ia 
o grosime egală cu unitatea, adică se studiază problema plană. 

Se consideră un element ABOD 
(fig. 17.2), detaşat; prin două plane 
care fac unghiul, de și doi cilindri de 
raze r și r -|- dr. Din motive de sime- 
trie eforturile unitare de pe cele 
patru feţe ale elementului sînt eforturi 


Gerd? (g. rap) 


Fig. 174 Fig. 17.2 


unitare principale. Pe aceste feţe nu există eforturi unitare tangenţiale. 
Se notează cu o, efortul unitar radial și cu o, efortul unitar circumierenţial, 
pe direcţia tangentei. Din motive de simetrie, pe feţele A0 şi BD etortul 
unitar o, este același, în timp ce.:c, variază prin trecerea; de Ja faţa 0D 
la AB. , , 

„. Se serie ecuaţia de proiecţii a forțelor pe bisectioarea, unghiului de. De 
notait că suprafeţele pe care se aplică eforturile unitare sînt măsurate numai 


507 


prin lungimile laturilor din figura 17.2, a doua dimensiune, perpendiculară, 
pe plan, fiind egală cu unitatea : 


o, -r - de +a (op: rag)ăr —6,"rlgp — 2, arsin St — 0. 


Simplificînd şi înlocuind sin E 2 — , rezultă, 


d 
—(0,:r)— o, =0 
ar ) A i 
respectiv 
„da 
dr 


Întrucât ecuaţia, diferenţială obţinută are două funcţii, o, şi o, ea va 
îi transformată într-o ecuaţie în deplasări, folosind deplasarea radială u a 
unui punct oarecare al tubului. Dacă punctul situat; la distanția,r de centru are 


La + o,— sa =0. (17.1) 


deplasarea radială u, cel situat la distanţa r+ dr se deplasează cu 44 = - dr. 


i 
Diterenţa este lungirea segmentului 47 (de exemplu, a lui CA din fig. 17.2) 


Ady 5 ch tar 0 a: 
dr dr 
Liungirea specifică în direcţie radială este 
e, = Ad) du. (47.2) 
dr dr 


La rindul său, în urma deplasării u, raza 7 a unui cere devine 7 -- u, 
așa că lungirea specifică, circumterenţială este 


ai 2r(r--u) — 2rr u. 
Lă 


17.3 
2nr Li i i 
Cele două relajţii cunoscute ale stării plane de eforturi unitare 
B B 
Oa 12 a (ez + ve); oy Sai Val 
devin, în noul sistem de axe, 
Gr ii SE (et ve) Dacii 7 Zale + ve). 
Înlocuină expresiile (17.2) şi (17.3) ale lungirilor specifice, se găseşte 
E (du u B_(u dau 
o i ; 6,= y 3 17.4 
1 aer m), : (ei +] Lea 
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Se substituie aceste expresii în ecuaţia diferențială (17 1) 


d: 
„A E du + E: (+) (er) o 
ar LI — war r 1 — dr 7 l—v2tr dr 


şi după simplificări, se găseşte 


Au Dad Lost (17.5) 


arat dr 72 


Soluţia, acestei ecuaţii diferenţiale cu coeficienți variabili,de tip Euler, 
este 


u= Ar REL i (17.6) 
Pi 
4 B_ du B 
e ns A a ae Asie 
i Tai dr 72 


Se substituie în expresiile (17.4) 


a sf [an za») a = Eau rea]; 


1 — 2 


-Se determină constantele punind condiţiile la limită, Presiunile ps și 
p. produc pe suprafeţele respective eforturi unitare radiale de compresiune 
egale cu ele 


= Ri; Op = — Di 


ra; 9, = — Pe 


Se înlocuiesc condiţiile în ecuaţia lui o, 
B 

1 v 
Ca) 


[aan Zu »]: 


2 


B 
1— 


m [na 


:) 


1— 


Pe 


Rezolvind sistemul în funcţie de A, B, se află constantele 


1 v RRIp— pe) 


Is Mpa E p 
R—R 


B BR ? B 
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4 


şi înlocuindu-le în expresiile eforturilor unitare, se găseşte 
Ripi—ăpe (pe — pa) RE, Rip, — Râpe (pepe RR, 
BR RR) DEE re RER 


Rezultă că eforturile unitare c, şi o, variază după o hiperbolă de gradul 
al treilea, cu v, iar suma lor este un invazriant. ! 


Sr 


(17.7) 


b. CILINDRU FĂRĂ PRESIUNE EXYERIOARĂ 


Dacă cilindrul este supus numai unei presiuni interioare, în formulele 
(17.7) se face p, = 0 şi se află legea de distribuţie a eforturilor unitare 


R2 2 R2 2 

gs bi (1 sati (1), (17.8) 
BM re BB 

Este util a, studia și reprezenta, grafic variaţia acestor eforturi unitare, 

Efortul unitar o,. Pe suprataţa interioară, la r = R 
Op = Di 

Pe suprafaţa exterioară, la + = R, 


D 


2 
Om =0. 
Bfortul unitar c,. Pentru + = R, rezultă, 


PUR + RE) 


Gu = Gimaz IA (17.9) 
În exterior, la r = Ra, i 
zi 2p.Ră 
Gy = XP, 17.40 
i ( ) 


Pentru exeentarea diagramei, se poate lua un caz particular, de 
exemplu R, = 2 R,, cu care rezultă dă 


mas 5 o =2 

imaz 3 Di n 3 Di 

Diagrama din figura 17.3 a fost întocmită 

cu aceste valori. Din examinarea, acestor rezul- 

tate, se vede că efortul unitar cel mai mare 

este o, de pefaţa interioară a tubului. Pentru 

o dimensionare după teoria I de rezistenţă, 
formula (17.9) devine 


2 2 
i A „6 = Gumaz pată as ea) (711) 
Fig. 17.3 . înc Ri — Ri 
Raportul dintre cele două valori extreme ale lui e, este 
Simaz „Fă + Bă, : (17.12) 


"i min 2R4 
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"pentru r = R, 


Se vede-că acest raport creşte o dată cu creșterea diferenţei dintre cele 
Gouă raze. Să presupunem că raza R, se apropie de Ru deci grosimea cilin- 
drului scade foarte mult. Formula (17.8) arată că c, devine riul pe toată 
grosimea tubului, iar raportul arătat de formula (17.12) devine egal cu 
unitatea, adică o, este constant. Acest; caz particular a, fost examinat 
anterior, la calculul tuburilor cu pereţi subţiri. Dacă dimensionarea se face 
după teoria III de rezistență, efortul unitar tangenţial maxim are loc pe 
Suprafaţa interioară S: 


Guma — Sr, _PeRă_ | (17.13) 
m aa 


€. CILINDRU FĂRĂ PRESIUNE INTERIOARĂ 
Pentru aceasta în relaţiile generale (17.7) se face p, =0 şi rezultă 
i 2 a Ă 
pi (4, ga Pi (1. ari) 
RR m BR Lin 


La această solicitare, ambele eforturi unitare sînt de compresiune, ca; 
fiind mai mare decit o,. 
La, cele două raze, a, are valorile : 


9 


Gu = Otmaz — R 


— pi (7.15) - 
pentru 7 = Re 


RAR! 
BE 


Oi = Oimin > — Pe 


Diagramele “de variaţie, în cazul 
particular R, = 28, sint arătate în 
figura 17.4. , i : ; 


Tig, 17.4 


d. STUDIUL DEPLASĂRILOR 


înlocuind valorile constantelor A. şi B în ecuaţia (17.6), se află expresia 
deplasării . ş - : 


ga 20 Rp — pe pp 1-59, RR 2. (76) 
B RER E (Ra Bi 
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Se determină, mărimea, deplasării radiale în două cazuri particulare, 
care vor interesa în aplicaţiile ulterioare : 
a) Deplasarea, radială a unui punct de pe suprafaţa interioară a unui 


cilindru supus numai la presiune interioară, se obține făcînd pp, ==0 şi . 


r=R 
: Rap: (Bă + R3 
(ra, = SP (TE). 
a (e + (17.17) 
_„_b) Deplasarea radială a unui punct de pe suprafața exterioară a unui 
cilindru supus numai la-presiune exterioară se află, făcând pi =0şir=R 
Ro pe R-+ pir: vi. 
BE (B—R 


2 


(ra (17.18) 


6. DIMENSIONAREA TUBULUI SOLICITAT LA PRESIUNE 
INTERIOARĂ 


| În mod obișnuit, se dau presiunea p, și raza, R, şi se caută raza exte- 
rioară R. Dacă dimensionarea, se face în baza teoriei I de rezistență, din 
formula (17.11) se obţine 


= REP. (719) 
Ga — Di 


Este de observaj că problema are soluție numai dacă presiunea, p, este 
inferioară rezistenţei admisibile s,. Se va arăta mai pata cum evodul 
poate permite și construcţii la care p, = oa. i 


PROBLEME 


17.1. Să se calculeze grosimea peretelui unui cilindru de ă 
presă făcut din oțel, cu oa = 
= 800 daN/em?, avînd D, = 300 mm și suportind o presiune pi = 200 daN/em2. ii 
Se aplică formula (17.19): 


A „ 800 -+ 200 


D. 
R>=—=15cm; R3= ———— = 2, 
1 ip Se 19 so 2 aop 7 375 em", 


Re = 19,37 cm; Da = 2R, = 387 mm 2 390 mm. 


ă 17.2. să se calculeze cele trei eforturi unitare principale într-un punct de pe suprafaţa 
interioară a cilindrului de la problema precedentă. 


i Conform datelor problemei, se cunosc două din etorturile unitare principale în planul 
secţiunii 


daN daN 


Ce 3 s9=Pi 200 E 


Gi = Ga = 800 


Pentru efortul unitar az, în lungul axei cilindrului, 'care se repartizează uniform pe sec- 
iune, se scrie relaţia AA ia îi i a Ai ta 
pat pai | 200-152 daN 
Oz = aa a roaga > 290! 
z(Ra— RD Ră— Ri 19,52—15 cm 


Se vede că al treilea efort unitar principal este mult sub “valoarea celui maxim, oz. 


3. CILINDRI FRETAȚI 


Din cele arătate mai sus s-a văzut că la cilindrul supus unei presiuni 
interioare dimensionarea este posibilă numai atât timp cit presiunea, peste 
sensibil inferioară rezistenţei admisibile. Pentru valori R,, 2 date, formula 
(17.11) permite să se determine presiunea, inrerioară p, corespunzătoare 
condiției o, maz = Ga. În aplicaţiile practice este nevoie să se realizeze deseori 
presiuni mai mari, de exemplu pînă la p, = oa. Se observă din formulele 
(17.7) că eforturile unitare scad dacă există o presiune exterioară pe. 
„Soluţia problemei constă în a produce, din exterior, o astfel de presiune, 
încît să se micşoreze efortul unitar o; ma. Operația respectivă poartă nume- 
le de fretaj şi ea, poate fi realizată în diferite feluri: i 

&) Introducînd, la cald, un tub exterior peste cel care lucrează. Cele 
două tuburi sînt strunjite astfel încât diametrul interior al tubului exterior 
este mai mic decit diametrul-exterior al tubului interior, deci în stare rece 
nu se pot monta. După încălzire, cilindrul exterior, dilatat, se montează 


“pe cel interior, iar în urma răcirii apare, pe suprafața de contact, o presiune 


de fretuj. | 

1.8) Întăgurind, sub tensiune, pe supraiaja exterioară a tubului, o tablă 

subţire în mai multe straturi sau un cablu în elice. : 
„„€) Introducînd cilindrul de luesu în interiorul altuia, cu un joc în care 

se creează, printr-o pompă, presiunea hidraulică. i . 

În cele ce urmează, se va examina modul |de 
calcul pentru procedeul clasic de fretaj, adică acela 
executat prin încălzirea cilindrului exterior. În 
figura 17.5 s-au notat; cele trei raze ale cilindrilor 
fretaţi cu R,, Ra şi R,. În urma, prelucrării la strung, 
raza R. a cilindrului interior este mai mare cu 8 
decit raza Re a celui exterior, ceea ce împiedică 
"montajul la. rece. Prin încălzire, raza R, â cilindrului 
exterior crește şi face posibilă asamblarea. În urma 
răcirii, cei doi cilindri vor avea o rază comună Rs, 
intermediară între-valorile pe care le-au avut înain- 
tea asamblării. Pentru a ajunge 1a această situaţie,; 
cilindrul exterior a suferit o dilatare, iar cel interior Fig. 17.5 
0 comprimare faţă de situaţia anterioară încălzirii. 

Cele două deformajii, însumate, măsurate perpendicular pe suprafaţa de 
contatt, .egalează pe 3. În urma fretajului, pe suprafaţa de contact se naşte 
o presiune p, care produce detormaţiile suscitate. Se poate scrie că: suma; 


33—0. 1801 513 


.celor două deplasări produse dep este egală cu'3. Pentru aceasta, se adună 


relaţiile (17.17) şi (17.18), făcînd p =p= pe iar în formula (17. 117), înlo- 
cuind R, prin fa ŞI Re prin. Rs, se obţine 


p EEE. BAR, i 
00 0 

Cele două deplasări au fost luate. în - valoare absolută. Bezolvind în 
vaport cu p, se găsește 


d) iau 


aaa BB i (17.20) 
£ 2RR R2) ERE A ji ! 


A Introdiicină presiunea p, exterioară pentru unul și intenioară pentru 
celălalt, cei doi cilindri pot, fi separați și siudiaţi izolat, după cum. se axată 
în cele ce urmează. 

"a) Penttu cilindrul interior se folosesc torzatele (17:14); care dai. (en 
notația p.= p): ORA 
Pe faţa, exterioară, la r = Ro, 


, : Da PI îi : 
[Li A A aa i 3 i die 2 Râ > 
A ii o tat uim — 9; 5= 2 ip a a, (17.21) 
i aj te pl MU in aa 0 e e ete Di ) ; 
Pe faţa, intevioară, la n: Ryo: sit EI Ei e 4 
a OT a 03 am 00 ara) 
SL Zi Ma î ş E 


"3 Poti: cilindrul exterior se. folosesc tormiuele, (17. Bh, în care se 
schimbă notaţiile vazeloi 


pr mp rii mp (Ci, 
m-am) agate 


Pe faţa interioară, la r = Ra 


n i RE 
. - — pi =6, îi ui, (17.23) 
E , Gr p> a | 4 maz Pai 3 
|. Pe faţp exterioară, a, = Ra, îi 
esti a 0; oi = = 2p Ri (17.24) 
i i) d RI — 2 h 


În general, dintre valorile dp mai Sus, : „cele mai mari sînt efortuiile 
unitare de-pe faţa interioară a cilindrului exterior, formulele (17. dl care 
trebui; să fie luate în considerare 12, dimensionare. ; 
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Făcînd un calcul în baza teoriei III: de Fozionță, vezultă, că efortul 
unitar tangenţial' maxim: :de pe această faţă este. își 


mg BE 22 | -) i 2 8 da 
2 BR — RA —B i pie iăi 
sau, înlocuind pe p cu valoarea, (17.20), - : e 
si a ai 3 DRU — Să, 
. Taz = TR 17.25 
, maz 208 — - ( ) 


Ta inelul fretat pe un saboză plin; raza R, este nulă şi formula, de: mai 
Sus devine i 


mag Se sili 17.26). 
mu 2 Re i a ) 
Pînă aici s-au studiat numai etorturile unitare produse de către 
presiunea, de îretaij,p. În cazurile practice, cilindrul interior este. supus şi 
unei presiuni interioare p,, care produce eforturi unitate arătate de; formu-: 
lele (17.8); Astfel, la cele trei raze R,, Rs, Ry 
efectul presiunii 2, se tradiiee “prin umăr, : 
toarele : a 


În interior, lo, 7 == By Ma 
Pali + UB ar. 27) 


, Se = Bi Ss > RR 
Pe Spitaja de Saca da r= = Ra dl 
PRE 3: “p.RARI— B) 
r 
RR — 2)! PE 
— PRO BE) (728) | 
RARA RR i 
Pe suprafața exterioară, la 7 = Ry Ci (i 
e o e 2 E, 
a, „Qa7.29)+ île * 
Adunind la razele Bu BR 2 etectul d D 
presiunilor p şi p dat de cele două șezii. de: 3533 4 ap 
formule, se află, efectul rezultant în cei doi Îi ri: 


cilindri; Se poate: urmări această însumare 
pe diagrama, — făcută, îhtr-un. caz: muimeric : 
— din figura, 17.6. 

Curbele din poziţia a dau eforturile unitare produse numai d i 
Pu în baza îormulelor, (17.27); — (17. 29). '0urbele din; poziţia b dau eforturile 
unitare produse de presiunea de îretaj în: cilindrul interior, calculate cu 
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formulele (17.21) şi (17.22), iar curbele din poziţia c dau efectul presiunii de 
tretaj în cilindrul exterior, determinat cu formulele (17.23) şi (17.24). În 
figura 17.6, d, se face însumarea, curbelor «, b, e. Se observă că în ceea ce 
privește diagrama : o, valorile extreme rămîn neschimbate : la exterior 
0, = 0 şi la interior -6, == — pe. 

Efectul favorabil al fretajului apare pe diagrama c,. Ţinind seama, că 
diagramele o, din figura 17.6, a şi b'au semne diferite, se obține în figura 
17.6, do diagramă o, în trepte, în care valoarea maximă este 918 duN /em 2, 
faţă de 1 250 cât era la curba fără fretaj. În acest fel, se observă că efortul 
unitar maxim din tubul fretat este o, = —g, şi deci se poate realiza în tub 
o Prtiine egală cu rezistenţa admisibilă, lucru care fără fretaj nu era 
posibil. 

Problema se rezolvă în general prin încercări, căutînd grosimea de fretaj 
3 care să realizeze coborirea lui o, maz Sub valoarea pi: 


PROBLEME 
17,3. La un cilindru de oţel iretat, se dau: R, = 50 mm, Re = 100 mim, Ra == 150 mm, 
S= 0,04 ':mm, p; = 1000 daN/em2, Ş : 
Se cere să se calculeze : presiunea de fretaj p, variaţia eforturilor unitare dacă nu ar exista 


tretajul şi variaţia eforturilor unitare ţinind seama de. iretaj: 
Pentru aflarea presiunii, se aplică formula (22.20) 


0,004 : 2,1 10%102 — 52)(152 — 102) 
2+ 102(152 — 52) 


= 197 daN/em?. 


Variația eforturilor unitare datorită prestunii ps, fără etectul fretajului, rezultă din for 

mulele (17.26) — (17.29): 
În interior, la r= R.=5 cn, : 

. i 1 000(52-+ 152 
a, = —1 000 daN/em?; a: = 100005 + 15. 250 daN/er2, 
152 — 52 ied 
La vaza r = Ra = 10 cm, | 
i 1.000 + 52(152 — 102) ucisă 
Op = — = '/emă, 
i 102(152 — 52) ii 


1 000» 52(102 +4- 152) 
Gap aa 
10%15% — 52) 
La exterior, la r = Rs = 15 cm, 


= 406 daN/em2, 


2- 1 000» 5% 
152 — 52 


Gr=0; ' = 250 daN/em?. 

Valorile calculate sînt reprezentate în diagramele din figura 17.6, a, de o parte o, şi de 
altă parte o. „ : Ă 

“Trecind la efectul fretajului, se calculează eforturile unitare date numai de către presiunea 
de fretaj p = 197 daN/em?, cu ajutorul formulelor (17.21) — (17.24). 

La cilindrul înterior : 4 

— pe faţa interioară (17.22) 


2-197-102 
103 — e 


"o,=0:; 0 = — 526 daNjem?; -! 


516 


— pe faţa exterioară (17.21) 


534 102 E 
Op = — 197 daN/cm?; o: = — 197 ETCRrcII = — 328 daN/em?. 
2058 

La cilindrul exterior : 
— pe fața interioară (17.23) 

fi 102+ 15 

= —197 daN/em? ; cp = 197 ——— = 512 GaN/em?; 
L.2ă aN/em? ; st 12 02 i 
— pe taţa exterioară (17,24) 
2: 197-102 


0; =0; 0= 7 = 315 daN/em?, 


152 — 10; 


În diagramele ? și c din figura 17.6 s-a reprezentat variaţia eforturilor unitare datorită 
presiunii de fretaj p, iar în diagrama d, efortul rezultant datorii presiunilor p și pr. Se 
observă că etortul unitar Grmaz s-a mutat de pe faţa interioară a tubului interior pe cea a 
tubului exterior și are valoare mai mică decit ps 

17,4, Cu ce grosime de fretaj O să se aplice un inel, de diametre 2R, = 80 mm și 2R;= 
= 110 mm, pe un arbore (ambele piese din oţel) aşa ca să nu se depășească în inel rezis- 
tenţa admisibilă ca = 800 daN/em?? 

Se foloseşte expresia lui O:mmaz din formula (17,23), din care se calculează presiunea de 
(retaj i i 


cn aaa p Er 

HZ — IA 

Ga(F2 — 2) __80005,52— 42) 
zii RI+ RF a 5,52 4 42 


= 246 daN/em?, 


Se determină $ din formula (17.20), în care, la un arbore plin, se face R, = 0 
| _ BE — I& 
2RaRĂ 
2pRaRă  __ 2-240-4:0,60 
E(RZ— 2)  2ul*10%5,5%—42) 1000 


5= 


cm = 0,02 mm. 


17.5. Pe un cilindru de aramă de diametru interior D, = 300 mm și diametru exterior 
, := 500 mm, se ajustează un cilindru de oţel, de diametru interior D, == 500 mm şi diametru 
exterior Da = 700 mm, Cilindrul de aramă are în înterior o presiune p; = 1 000 daN/em?. Se 
cer eforturile unitare maxime care se produc în cilindrul de aramă și în cel de oţel. 
Indicaţie. Se scrie că la raza R, ambii cilindri au aceeași deplasare u, Notind cu p pre- 
siunea care se naște între cei doi cilindri, se găseşte: 
—' pentru cilindrul interior 


1, Rip — Râp 14 v RIRâpi— p), 
Hi 
Eca mp Ec (20 EA 
— pentru cilindrul exterior 
+», Rap 


1—»y Fâp Ra+ 
i 2 PRE i 7 AN 
Eo.  RE— E Eo.  (B3— RR 
Se înlocuiesc Ecy = 1* 10% dâN/em? şi Eoz = 2,1 + 10% daN/cm?, se egalează cele două 
expresii ale lui up, și rezultă . 
p = 319 daN/em?. 


uR, 


UR, = 
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Întroducînd presiunea p, se ștudiază fiecare cilindru și rezultă : 
— în cilindrul de cupru 


Gr min =—1 000 daN/em?; oi maz = 1 130 daN/cm?; 
— în cilindrul de oțel 


Sr min = —319 daN/cm*; ot maz = 990 daN/em?. 
&. DISCURI DE GROSIME CONSTANTĂ, ÎN MIŞCARE DE ROTAȚIE 


O problemă cu totul analogă cu cea a; cilindrilor cu pereți groși este 
| aceea, a discurilor în rotaţie, solicitate la eforturi unitare, prin efectul forțe- 
| lor de inerție. 

| În figura 17.7 s-a luat un element dintr-un astfel de disc, complet 
analog celui din figura 17.2. În afară de forțele rezultind din eforturile 
unitare, asupra acestui element mai lucrează, în direcţia razei, forța centri- 
fugă infinit mică dP. La calculul acestei torţe se neglijează infiniții mici 
de ordinul al doilea, aşa că se iau pentru volum laturile dr şi 7: de, iar 
acceleraţia ro?, ca şi cum 7 ar fi constantă pe element. Forţa de inerție este 


dP = mea = Arde *1-dr:ro2, (17.30) 
9 i 7 


Se serie ecuaţia de proiecţii pe direcţia bisectoarei unghiului do, cu 
| aceleaşi forțe ca la problema anterioară plus forţa dF 


o,-rdg + E ta:răg)ăr — op" rde + L-rde:ăr-ra? — 2o,ar- Se =0 
r ag 

„ Reducînd termenii asemenea şi 

fai simplificînd apoi cu d : de, rezultă 

G. ri = [GA rdpor â 


7 
dr 


Î- Gr — Ge + Lo =0. 
„ (17.831) 


„S-a obţinut o ecuaţie diteren- 
ţială complet asemănătoare cu 
(11.1). Introducihd variabila u, ea 
se transformă — pe aceeaşi cale ca 
la calculul tuburilor — în ecuația 

24 1.du 1 


] 
Li 


dr? 7 Ar PER A e 
: - ş 2 i 
Fig. 17.7, | m de (a) Fi (47.83) 


care are soluţia particulară; i 
n cer hi ză Ta Mate e . ga. i, 
m (pp PE, 

î 89ă 


918: 


Se poate verifica uşor că această soluție satisface ecuaţia (17.31). 
Soluţia generală a ecuaţiei (17.32) este 


“oră 


398 Ă 


PS pei 
7 


Derivînd această relaţie în raport cu 7, se obţine 


052 72 
du 48 EP ac isi 
dr Lin S9E 


Introducînd-pe u/r şi du/âr în relaţiile (17.4), care dau pe o, şi a 
rezultă pa i 


3022 B “yeo22 


o, B [4 8 — 0—2) d kvA- SE (1 — 2) Su 
Y. — 2 2 8 p g 
jest y (17.33) 
B B vf? A B 1 2 se, 
CĂ 24 (1— 2) EI -pv iri Vl —vy2 sg2 


Constantele A şi B se determină pe baza condiţiilor pe contur. Să pre- 
supunem că discul este cuprins între o rază minimă Ra şi una maximă Ro. 
Neavină nici o presiune din afară, rezultă că pe contur, la r = E, şi 7 — Ra 
efortul unitar o, este nul. Înloeuind aceste condiţii în prima ecuație din 
sistemul (17.33), se găseşte 


B B 328 B A roză | = 
A = = DI +A = — (lv | =0 
er | Ugarit agp 
-) 8, Bra? RE Be ata ut] tă 
A — za (1 — 32) 302 ţ vA + FI Vl di EI) 


"Sistemul se transformă în 


AU+y-—2B (a 


1—y -peo2R2 =0 
A+) B( a ) = in te rio 


) a mi er =0 


iar soluţiile sale sînt A 
Pa 2 2 VO 
B= 06 +A 


4064 + BE 
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Înlocuind aceste valori în sistemul (17.33), se găsesc relaţiile care dau 
pe o, şi a,: 
a Bre? dala => -) 
„89 
ae (3 + vro? [a LR + RR +3], 
PE --a Ci 3+vy dj 
Scoţind în factor R2, aceste relaţii se mai seriu 


oaie 3 aaa a) 


[a +a-* 


89 R RR] 
(17.34) 
2 (ret (E BE +39 5) 
: Sg R. pa 3+v BB 


Analizind formulele (17.34), se poate demonstra uşor că, la orice rază 7, 
efortul unitar 'c, este mai mare ca c,. Aceasta revine la verificarea inegali- 


„tăi 
Ri _14+3y 7 îi Rp 
[ia 3+y  R Da 
După citeva tr: ansformări, inegalitatea, devine 


E orei ii BEE 


5. 7 E 3 E i ! 
care'este evidentă. A i 
Se ied căuta şi. cpiziidală tuneţiilor Gr Ga anulind derivatele respeotive 


Pentru Ge: 
“do, 2 27 POR = 
dr o( 3 îi) 0; 7 VBR 


gi _ (Brie? (2 sisfeal Bta) __ (3th Ra— Rio? 
7 max e, 
59 Ri Ri Ra R Ă 
sa (17.35) 
În ce privește o,,.derivata nu se anulează, deci nu ase: un maxim 


algebric. 
Se vor scrie valorile extreme ale lui clar = R, şir = Ra 


Gi mar => (Gir=R, “re RA (=) RI 


(17.36) 


Gr min 22 (Ga, au F(S-rw) B2+ (U—v) RI. 
în figura 11.8.s-a făcut o reprezentare grafică a variaţiei mărimilor 
6, Şi o, cu raza 7. 
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CAZURI PARTICULARE s 


a) Dacă discul devine foarte subțire, R, = Re 
relaţiile (17.35) şi (17.36) arată — întoemai ca, Îa, 
volantul cu obada subţire — că o, se anulează, iar 
o, se uniformizează pe grosimea, discului, luînd 
valoarea cunoscută 


PRE e 
9 9 


= 


b) Discul fără gaură. La acest disc, deplasarea 
u în centru este nulă, ceea, ce conduce la B=0- 
Constanta A se determină cu condiția 7 = R, 0,=0 şi se ajunge la 


relaţiile 
bi 292 2 
II (3-+ vyB2o (1 7: ) 
, "89 R2 
(17.37) 
caii (3+ vy R2o2 (1 _Arăy 2). 
, 89 3 RJ” 
Ambele eforturi unitare sînt maxime în centru, de valoare 
3 02 
Or maz > Omaz : ia Ei ! (17.38) 


6) Discul cu gaură foarte mică. Rfortul unitar maxim se află tot în 
centiu,: valoarea sa fiind dată de prima relaţie (17.36), făcînd R =0, 
d 2: că € 
Gi mai REC îi) e d (7. 39) 
i 49 

Se vede că valoarea dată de velajia, (7 .39) este dublul celei date de 
(17.38), deci. discul cu gaură foarte mică în centru Seul în „Pomparajie cu 

discul plin, un coeficient de concentrareb a = 2. : 


5. DISCURI DE EGALĂ REZISTENȚĂ, 1N MIȘCARE DE Sa 


Dat fiind faptul că la discurile în :mișeare. de.rotajie eforturile unitare 
variază în lungul razei, s-a pus problema de a găsi profilul unui disc de egală, 
rezistenţă, cum ar îi cel din figura; 17.9, la care: "eforturile unitare să fie con- 
stante, independente de rază. Soluţia, constă în a varia, grosimea, a a discu- 
lui, în lungul razei 7, după o lege care urmează a îi stabilită. - . 

Se consideră un element de:disc, notat cu abod în una din proiecţii, 
respectiv cu efgh în cealaltă şi se notează cele patru forțe din secţiuni şi 
forța de inerție AF. În expresiă acestor forțe, se neglijează unii infiniţi 
mici de ordin superior. Așa, de exesnplu, | la la de inerție s-a luat; volumul 

ale ss 

2 Pentru 'u, a se vedea pag. 384, i 
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m-dr-:r-dq, fără a ţine seama, de: variațiile lui a şi r. Se serie ecuaţia de 
proiecţii pe direcţia iui o, : i , ă 


c-ar do îi Gear de) si ea de de-o? — car de - Aa dr î 0 


E 


care, după simplificări, devine o . i 


„d(o,zrde) — crărde -+ Ta Ar dpro2 =0. 


Gzrdp+ad(G, zrdș) 


NE Fig. 179 . î _ 

3 independent, it i ă a prt cu, 

de este independent. de r (diferenţierea, făcindu-se în raport cu, 

Ep nume iesean paranteză și se poate simplifica. Împărţină și cu 
dr,'se obţine be i. 


A. (6.8r)— c,t+ X aa? = 0. | 
d dp ii 9: ; a. 
acă, grosi discului ar fi' constantă, s- si ecuaţia, (17.31). 
Dacă grosimea z a discului ar fi constantă, s-ar regăsi ecuaţia (1. 
Se si-ti condiţia ca în orice punct al discului cele două-etorturi unitare 
să aibă aceeaşi valoare constantă, de exemplu. 99 Ş a 


O =9 = 09. 
Bcuaţia de echilibru se transformă; în Ș 
il i Fi ! d: y, “para? j e 
în i — (ar, — BF = 0 pe 
Se efectuează derivarea ” IE ie di 
ei? A i a ai dl af ala Sai 
- apte dr. 
deci pg si m 
„dz pe —0, Ş 
dr 95 Pi 
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Simplificînd cu r şi separînd variabilele, se serie 


care se integrează, 


ă „2 
In e —1n ap = POT, 
iati do 2gov 


Se obţine legea de variaţie a lui « cu raza să | 


| k i : _Xotrt cală 
: a == age 20 


(17.40) 


unde zp este grosimea discului în axă, lar =0. vi. a 

Spre a îi posibilă forma, de egală rezistenţă, trebuis ca, la, exterior să 
existe un efort uriitar radial, egal cu op daitorit; forţei de inerție a paletelor 
aplicate pe disc. i 


PROBLEME 


17.6. Rotorul unei mașini electrice, cu turaţia n == 1 500 rot/min, tăcut din oţel, are 
forma și dimensiunile din figura 17,10, crestăturile fiind destinate aşezării bobinelor. Greutatea 
bobinelor ră o egală cu a materialului decupat. Se cere efortul unitar maxim produs 
în rotor [26]: ae i i pe d zi 

Se știe că efortul unitar cel mai mare este o; de pe conturul interior. Problema nu poate 
fi tratată ca la un 'disc simplu, deoarece pe-porțiuniea scobită materialul nu rezistă la efor- 
turile unitare pe direcția tangentei. În consecință, se consideră că există numai. un disc de dia- 
metru exterior 600 min, iar forțele de inerție din partea de disc depăşind acest diametru se 
înlocuiesc printr-o presiune negativă, care solicită discul la întindere. Presiunea este egală cu 


suma orțelor de inerție de:pe tot conturul împărțită la lungimea cercului, de' diametru 600 mm. 


R = 7,5 cm; BR, = 30 cm; Ry = 50 em 


1 „Ro z Ron ves cRa 
p= ţ dm ro? - ţ 27 Ar re? = —— $ dr 
2nRe a, î 27Ra În, 9 9R: În, 

7,85 "i Pa E DR 
2 1 000 (507) 
p (28 — 83) = Sast-ap” (502 — 309) = 215 daN/em? 
2 Ă MA 
7,85 di i: in 21500 
Y= daN/em?; o = EI = = 50a sot; 
1 i. 30 30. 
9 =.981:cm/s2. 
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Problema se reduce la cea schiţată în figura 17.11, adică un disc supus forțelor de inerție 
şi unei presiuni p pe conturul exterior. Etortul unitar suga dat de presiunea p pe conturul 


interior, este cel din formula (17.15), unde se schimbă semnul din cauza sensului presiunii 


(GOE mp is „n 
oma aa 0(8+ 043) 302 + (10,3) 7,52] = 148 daNJemt. 
Efortul unitar a. pe conturul interior, este suma celor două valori calculate 

e mar = Oiriaz 4 di'muz = 438 + 148 = 006 daN/er. = 


17.7. La un, disc, de egală rezistenţă se dau: grosimea în axă tg = 30 cm, rezistența 


'admisibili o, = 800 daN/cim2, greutatea specifică y = 7,85: 103 daN/cta?, turaţia n = 3 000 


rot/min. Se cere mărimea R a razei la care grosimea discului se reduce la & = 0,1 ze. 
Ro? 
Op = pe 2g0g, 


i Lot, 
1071 = e” 204 


Aplicînd logaritmii zecimali, rezultă 


YRta? 
1= 0,4343 
Ga. i 
296, 2: 981 - 800 
a = = 4665 cmă 
0,43434c?.  0,4343* 7,85* 103(100 7)? 
mn __3 000% 100 m si 
= DS = s 
30 30 i 
R.= 68,3 cm. . 
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6. EFORTURI UNITARE TERMICE ÎNTR-UN TUB CU PEREȚI GROŞI 


„Se consideră un tub ch pereţi groși, la care variaţia, de temperatură este 
simetrică faţă, de axă, deci solicitarea, este axial-simetrică,. i 
Luind axele r, i, (ultima în lungul axei tubului), lungirile specifice sint; 


A i _ e PR E „sa ae a 
j “= [o — vos + cl +iei 


ie a li 

5, pei La — wat 5,)] + at +. (17.41) 
e, î= [or — ve, + a 
pla — Mer ol ţa] 


Îuînd deformația longitudinală nulă, e =0, ultima: ecuaţie dă 
a = wo. 4-a, ) Bat. | (17.42) 
Rezolvînd primele două ecuaţii (17.41) în raport cu eforturile unitare 
se găseşte ” CI ia : i RR a sep 


fu NL 


E 4) 


Pi ; 


ip e az) LET Pee vea — (roat] 
i Eenui e id ral a ca (17.43) 
Ea). La=») iai Ai pasă a si 
Pe de.altă parte sint: valabile relaţiile (17 1), (17.2), (17.3) 
iC “do. y Sp — a îi ș 
pp ae nl) 
d ea iure a tat “ian 
ai = NR Ra (17. =) 


fe înloeniese expresiile (17.43) în (17.44), substituină şi detormaţiile 
specifice prin xalorile lor (17.45) şi se obţine ecuaţia în deplasări, 


| 
sita d [1 d(ru) di 
i =—vy — — a(1 4 ai 
| | a Pr E dr | sură dr 9 
a cărei integrală generală este 
pm va | "B i: N d a pl 
i dpi E ip EP) i ţ tr ăr, (17.46) 
7 L—y 7 da 


unde R, este raza interioară şi r o rază curentă, 
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Din (17.46) se calculează lungirile specifice. (17.45) şi se înlocuiesc 


în (17.42)şi (17.43) 
B. (; A, 8 
LI —41 = 2 2] , 


Lg „ar — tă 2 ai +2) oi 
Layla 2 (ET) 


a Bi *2vBA Ă 
1—v (Uh) (U — 2v) 


Constantele ici şi B se determină scriind că la razele Ra și R. efortul 
unitar o, este nul. După determinarea, lor, se înlocuiesc în (17.47) şi se 
obțin expresiile eforturilor unitare. Se observă că pentru rezolvarea pro- 
blemei 'trebuie să; se' dea.:legea de “variaţie a temperaturii: cu raza t(r). 


i 


S-A 


Si 7. EFORTURI UNITARE îN REZERVORUL ia 

“Puii analogie cu “fig. FL 1 se considări, EzA rezervor iu „cu arab 
groși, de raze I-A şi Ra solicitat prin o presiune interioară p, şi una exte- 
TiOară pa din care se detașează elementul din fig, 17.12. Pe secţiunile 
“sferice : de. raze r și r + dr aa efortul 


unitar radial 6,, Yespectiv apa A dr, ia 


fra Poe -- pe cele 4 feţe lațerale i dim ai INA 
& ciroumtererițiale « L-A 

1 iiș.„„e serie'eenaţția -de proieoţii a forţelor 
pe normala, în centrul pătratului curbiliniu 
de latură r de. 


(< + e «) (n + dr) d20 — 0,42 d2o 


d 
RA dr: Te mb. 


i care, după “siripiitioări, devine (6 ne- 
glijareainfiniţilor mici de ordin superior) 


+ do +a a =. (7.48) 
Fig. 17.42 AP pp Pit caer, ii 


pa E RIS N (17.49), 


În baza;lsgii lui ooe Beuoieilața 


pă 


e = Ata, = na + 2) = te A tar —2w0) 


: Yi =. 
& a ii = lay ze a) ii — 9) — val 
Se rezolvă, aceste relaţii în aport eu- Gri. Si, 
a = Be i ves) 
. Ip Boyz. [AP AeRi [i 


(17.50) 
E[2v & =. (U—v) er] 
Ie A 2 


- (17.51) 


a 


» (17.52) 


Soluţia Gai ecuaţii. este N | , 
u == Ar + Z. : (17.53) 


sin ae i rai 


Constantele A fi Bs se d idețerming; pe baza, condiţiilor la, sit expri- 
mate prin valoarea lui Sr la ţeriorul şi exteriorul sferei” ! î 


PT cite MN 
Ti a lar= Ri , 
sn (17.54) 
la [i = îs a i: 
Se înlocuiesc ii p 
a dep lu A. = 28, FI 


Înlocuind, pe rînd, în a doua ecuaţie (17.55), condiţiile (17.54) se 
obţin două ecuaţii care determină constantele A şi B 


1 —2v 


Au 
DB) 


(pt zi p.R2) ÎN 
1-+v 


A 2 R3(0.— 0). 
2200 (Ri Ra) (pe — Pe) 


Înloeuind aceste valori în (17 55), se.obţin expresiile eforturilor unitare, 
funcţie de raza 7 Ei 


A = PE (E) E fa 2) 
 B-R m] BB re 
E i ai A | (17.56) 
DB (: i a) PR ( 7) . 
«= palton] BETI n 


[ai 


Dacă sfera, are numai presiune interioară, se anulează termenii cu 
pp" Fie cazul particular : pe =0 R, =2 R, care transformă relaţiile. 
(17.56) în ă î j 

î 3 2 îi 
=); a 21 pa). 


ră 2 73 


"Se studiază variaţia celor două 
eforturi, unițare. . i. 3 


Peiitru 5, : 
—lar= Bu o, = — m 
—lar =; 6, = 
Pentru a: 
la r=R;; 5 ia au sii, 

: 7 

4 ip 8 iu 

—la 7 = Rap. 0, =—— m 
FE i 25 iă 14 Pe 


“ YVariaţiile celor două eforturi unitare au fost reprezentate în fig. 17.13. 
Se observă că, spre deosebire de vasul cilindric, la sferă,.cel mai mare efort 
unitar este c,, la raza interioară Ca urmare, presiunea în-interior poate fi 
egală cu rezistenţa admisibilă, dacă se admite teoria I de rezistenţă. 
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CAPITOLUL 18 
SOLICITĂRI” ÎN STADIUL PLASTIC 


1 GENERALITĂȚI 


La baza tuturor demonstrațiilor făcute pînă aici stă legea generală a 


_ teoriei elasticităţii : relajia liniară dintre eforturi unitare și deformaţii spe- 


cifice; numită legea lui Hooke. În forma ei clasică, rezistenţa materialelor 
este o ştiinţă înrudită cu teoria elasticităţii, folosind o bună parte din 
ipotezele acesteia, simpliticînd pe altele, spre a, putea ajunge la calcule de 
dimensionare şi verificare. i 
„-O întreagă serie de materiale au proprietatea că la solicitavea peste 
limita de elasticitate prezintă -deformaţii permanente, sub volum constant, 
numite  deformaţii plastice. În timpul deformajiilor plastice nu mai există 
relaţia, liniară dintre eforturi unitare şi deformaţii, deci nu: se mai aplică 
legea. lui Hooke. Metodele:studiaite pină acum nu pot fi aplicate pentru calcu- 
lui de. rezistenţă în zona deformaţiilor plastice decit la solicitările de 
întindere sau , compresiune. La, încovoiere şi răsucire, variaţia liniară a 
eforturilor. unitare . pe secțiune — consecinţă a legii lui Hooke — va îi 
înlocuită prin altă, lege. “ NI 
Studiul problemelor de plasticitate face obiectul unei discipline tehnice 
noi, teoria plastăcității. + iu , N e i 
Inţroducind. în calcul proprietăţile plastice ale materialelor, se pot 
studia, o serie, de probleme tehnice importante, ca : eforturile unitare rema- 
nente, încovoierea, și răsucirea în regim elastoplastic, autofretajul tuburilor 
şi Giscurilor;; studiul sistemelor staţie. nedeterminate prin metoda stării 
limită, concentrări de eforturi unitare, aşchierea, metalelor, torjarea, în 


„ maitriță, deformaţiile plastice cauzate de şocuri etc. Citeva dintre aceste 
" probleme vor fi 'examinatie în acest; capitol şi în cele următoare. Amănunte 


asupra. metodelor . de: caleul în stadiul plastic: se găsesc: în. literatura de 
specialitate [17], [35], [36], [37]. i i 
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2. CURBA CARACTERISTICĂ 


Blementul principal de la care se î i 

E . pornește un calcul în doreniul 
pe sali cunoașterea curbei caracteristice a materialului studiat, obţi- 
ua ca. experimentală. Pentru oţelurile de rezistenţă mică și mijlocie, 
psi Sân eristică are aspectul din figura 18.1, a : după zona de deformaţii 

ice „ care se extinde pînă aproape de limita, de curgere, Urmează 


[4 


Fig. 1841 


palierul de curgere AB, apoi zona de întărițe BP, La un pu i 
ini gta age Di pa poat di ac unet P 
de deformaţii plastice; corespunde o “lingire înecifieă [ă pei ăia 
privită ca suma a doi termeri EI pol ppoae si 
an i Atac vă 9 i e Re: : 
:Lumgirea, specifică elastică. e, disp: Aeutăroărea. eptivata 
eciiie [ pare după descărca, i 
(pazoțiu Ci DE, Ant id peer sau „perinaneniă e, rămîne SR 
; + Pentru multe materiale neferoase, 6a;-şi "fonţe;- ; | 
rotit ro apeotu rider zi Ss, a-și pentu tute, curba; caraote- 
„*: Dificultatea cea mai mare a'calculelor în;domeniul plasti ste că nu 
A a i astic esti 
poate serie -o ecnaţie a curbei caracteristice, care să înlocuiască legea Iei 
Er pă e au IV ai pă ea curbele caracteristice de felul 'celor 
„18. N calculul la; în ier "Yăsiucire i 
metode grafo-amalitice.. i gti ae arata în ţi ata 
" Pentru oţeluri, în calculul plastice, se obişnuieşti & i se tiloau 
Si în ca » Se obișnuiește adesea; :să se î - 
iască curba, caracteristică cu una, schematizată pre du linii aropte : Sas 
ee cris cerea se limitează; la:palierul . de curgere, sohemațizasea, se 
în tă pura 10 fig. AS, d, sar CACĂ je tereo oaie i zona; de întărire = ca în 
“În ambele: schematizări se consideră, că itita atică a 
termină la limita, de. curgere. „i și eigaca lie i ip e 
- La sehematizarea cu întărire, din: fi ini Dant 
ma u ( g. 18.1, c, linia AB'are: 
te Si pila Le Îi er a modul de plasticitate. Sehotnatizaria aie 
„18. : s =0 şi ali 
pei propu e Prandil, are £, S> 0 şi corespunde materiabibhii 
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Materialele la care curbele caracteristice au atît zonă de deformaţii 
elastice, cât şi zonă de deformaţii plastice, se numese materiale elasto- 
plastice. Principala, deficiență a schemaitizării din fig. 18.1, c, este că traseul 
curbei caracteristice deasupra limitei de curgere este destul de incert, 
ceea ce face ca E, să fie o mărime greu de precizat. 

„ Solicitarea, materialelor pînă în zona plastică face ca principiul supra- 
punerii efectelor — sau al independenţei acţiunii forţelor — să nu mai fie 
aplicabil. Afirmaţia se va exeraplifica cu ajutorul figurii 18.2. Asupra unui 


„corp se aplică două stări de solicitare care produc un efort unitar pozitiv o 


respectiv unul negativ. 02 

„ Dacă se aplică înţii încărcarea ce produce pe o, şi apoi cea care dă pe cz, 
fig. 18.2, b, se pazeurge traseul OAJ2 al curbei caracteristice. La» siirşit, 
solicitarea este reprezentată de punctul: 2;.cu efortul unitar o == 01— 92 
şi cu lungirea, specifică er = 0D,. Dacă se aplică întii solicitarea care dă 
pe o, şi apoi cea care produce pe o. se parcurge traseul 07 2 din fig..18.2, c. 
La, sfîrşit, efortul unitar corespunzător punctului 2 este tot 61 — Gay ÎNSĂ 


i ' 
Fig. 182 | 


Tungitea specifică: are' altă valoare, îi 22 0Dp. Se vede că sehimbaiea, sue- 
cesiunii aplicării sarcinilor a modificat valoarea finală a deformaţiilor, în- 
trucit în primul caz s-au produs deformaţii plastice, pe cînd în al doilea nu. 


[La 1007 ci 
[LI E 


2 îsi sac mi Bt SOLICITAREA. DE ÎNTINDERE A BARELOR DREPTE 
Rei e m trata titi Maat eg) A ERA a nui 

ș.... Pentru barele solicitate în domeniul plastic, se.menţin relaţiile de'calcul 

“din „domeniul, elastic,: bazate -pe ipoteza lui Bernoulli. Experimental se 

constată că. ipoteza lui, Bernoulli este valabilă, și în domeniul de. solicitare 


plastică. 
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Se. va rezolva o problemă elementară, pd 


Curbele caracteristice de felul celei din fig. 18.1, b pot fi: exprimate 
uneori analitice, prin ecuaţii de forma sd isi i 
” 6% 


Fo 


e= 


(81) 


unde, E, are dimensiunile unui modul de elasticitate numai cînd a:=-1. 
Se consideră, bara verticală prismatică din fig. 18.3, dintr-un material a 
cărui curbă. caracteristică are ecuaţia (18.1). Se cere lungi- 
vea totală a barei. i 
Într-o secţiune la, distanța z de capătul de jos al barei, 
efortul unitar, datorit greutăţii proprii a barei, este 


Zeita 


o =ya 


„_ Lungirea specifică în acea secțiune este, conform rela- 
ției (18.1) 


Fig. 183 B, E 


Un element; infinitezimal din bară are lungirea 


e 
A(dz) = 3 da = ae da, 


So 
iar deformația întregei bare este 
a Ă axat 
A =) Lara. VE, 
o Bo (a + 1)Ee 


. 


Pentru a == 1, relaţia obţinută coincide eu cea stabilită, în Cap, 2 


4. CALCULUL LA ÎNCOVOIERE ÎN DOMENIUL PLASTIC 


Se vor trata diferite aspecte ale problemei. În primul “vînd, modul de 
rezolvare a problemei depinde de forma curbei caracteristice, 

Se va studia, atît încovoierea pentru cazul cînd curba caracteristică, 
are. o formă oarecare — ca în fig. 18.1, b — după care se va studia înco- 


voierea elasto-plastică a, oţelului, pe baza curbelor caracteristice schemasti- 
zate. 
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a. STUDIUL ORAFICO-ANALITIC AL ÎNCOVOIERII BARELOR 
FĂCUTE DIN MATERIALE CARE NU ASCULTĂ DE LEGEA. - 
a i LUL HOoHE 


„Studiul incovoierii unei bare avînd curba 'caraeteristică de forma; din 
fig. 18.1, b — deci care nu ascultă de legea lui Hooke — se face la fel, 
indiferent că deformaţiile sînt; elastice sau elasto-plastice. De „aceea, de- 
monstraţia, ce se va expune are un caracter general, fiind aplicabilă oricărui 
material, solicitat; elastie sau plastic. — _ ori Eee a 
Problema poaie avea, diferite variante, după cum curba, caracteristică 
este sau nu simetrică faţă, de origine, respectiv după cum secţiunea barei 
ă axe de simetrie sau una singură. a! Dai , 
A i taniaroză caracteristică este ast faţă de orgine, iar secțiunea 
ave două axe de simetrie, axa neutră trece prin centrul de greutate. 
Se vor trata diferite variante ale problemei. . i 


a. Curbă caracteristică nesimetrică şi secțiune nesimelrică IESE 

Se consideră bara din fig. 18.4, solicitată la încovoiere pură prin mo- 
mentul M. pre Ie i PR 

Se purie problema de a stabili legea de variaţie a eforturilor unitare pe 
secţiune şi a găsi relaţia analitică dintre momentul încovoietor şi eforturile 
unitare. “ e aaa a 
Experienţa arată, că se menţine ipoteza lui Bernoulli, în baza căreia 
lungirile specifice sînt proporționale cu depărtarea la axa neutră 


si în (18.2) 
i E TE, pe e i 
unde p este raza-de enibură a, fibrei medii deformate. EI 

Aso SE d P SE Ne d 
u/ AA 23) 

Cf pa 

ă EREI RACE 

, 73 A 
; Tis. 18.4 


Ceai IN mini apea : (18:3) 
pp 


1 Demonstrația aceasta a' fost făcută de Saint-Venant. 
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SE real e într-o poziţie oarecare, necunoscută. Bcuajia de: 
proi ecţiune și ecuaţia de momente faţă de axa neutră: 


e 4 =0; $ oy dA = M. 184) 


ha 
“Continuarea problemei depinde de rezolvaz : ii 
TI Aneta aa a rezolvarea, acestor ecuaţii. Integra- 
sil eta sd = eazul general, prin procedee grafice, cunoseînd torraa» 
6. Curbă caracteristică hesimeirică și. secțiune dreptunghiulară 
Dacă secţiunea, este dreptunghiulară (fig. 18.5) elementul de arie este 
. . i pe ” dA > bây, ă | | 
iar ecuaţiile (18.4) se transformă în . . 9 
h n 
SI CĂ!  cdy=0; 2 oy dj = M.. 
A Pe căi i nic ue 
Se înlocuiesc g și dy prin expresiile rezultind din relația (8.2) în" 
i iiotitat îY.=pe; dy =pde. 


h h i 
zeţ ode =0; bed ice de=M. 
uda fai pică, Ă 


ha! 


Vi 
E. 
N/A NPTZ08 


Întrucât în fibrele extreme sepro- 
duclungirile specitice e, respectiv e2; 
sepot schimba limitele de intregrare 


„Şi se ajunge la relaţiile . . . si 
di 
ţ de=0 (18.5) 
| ă gi d a i 
N cc, SR („se de=M. (188) 
(a cz Ea 


„La limita inferioară e, semnul 
„„inus este inclus chiar în simbolul 
seris. Pentru efectuarea integralelor, 
„care au ca variabile pe o și e, se 
GUnoRI curbele caracteristice de întin- 
cala Îi : „ dere şi compresiune ale materialului 
nitzel fă 18.5. S-au marcat pe. diăgramă cele două limite e; și e. 4 
este două mărimi, în valoare absolută, se poate scrie 3 


Fig. 185 ri 


| ea] leg = Ialta — & și 
în Sim 0 (răpiăe Bă, iasă 


"e 


'534 


„Suma, indicată pe figură, a tost notată eu e. 
e = XE, i (18.7) 

Relăţia (18.7) arată că dacă se alege o rază de curbură p, deci o anumită, 
deformaţie a barei, segmentul: e este cunoscut. Integrala, (18.5) reprezintă 
suprafaţa diagramei cuibei caracteristice pe intervalul de lac, lac, adică 
aria haşurată din figura 18.5. Cum cele două bucle au semne diferite, ariile 
haşurate sînt 'egale. În consecinţă, se pot; determina limitele ep Şi ea plima- 
Bind! segmentul g — cunoscut; — în lungul axei e, pînă ce ariile obținute 
sint egale... l ; 

În acest fel, se află ce-şi eu. Rezultă deci poziţia axei neutre, respectiv 
segmentele hu, hs, care pot ti determinate grafic, cum se ârăită în fig. 18.5 : 
cu centrele i, az se duc arce de cere cu razele e, ea Și se află poziţia axei Oz. 
“- Conforra formulei (18.2) înti'e e și y există o relaţie liniară, deci pe axa 
din figura 18.5 se pot pune distanţele y ale elementelor secţiunii fajță de axa 
neutră; Rezultă că diagrama; o = f(=) este în același timp şi o=f(y), adică 
ăforturile unitare o variată îm secțiune după curba caracteristică. Acest lueru 
este adevătai și la materialele care ascultă de:legea, lui Hooke; unde etor- 
urile unităte de încovoiere variază liniăr pe secțiune. Înlocuină: în figura 
18.5 pe + piini:h, se obţine diagrâma; de vâriaiţie'a; efortului unitar. & pe 
secţiune: Valoarea e esta însă funcţie; de raza de curbură. e, deocamdată 
necunoscută. i ş gater îs eee ela mille 3 


sili 


„Relaţiă (18.6) mai poate fi tidrisformăță prin înmulţire şi împărțire 
ci io 3 0 ti tau CA e oa Papa tata ua scala 
za a fie dr a ati tza 
M = bețe ce de = TE ma0e (ee ae Di $. ce de 
DA 0? 129 dai: 19: 002 Je i 
3 ii 
Di aa C ce de SP Ş ge de. (18.8) 
„12 9 da e 0 d, 


-” Rouaţiă diferenţială a detormaţiei barelor. drepte, solicitate în regim 
elastic, este - * Iza ea i aa se ta 


ul. 
Li [-] 
Se vede că dacă se face notația: ; 
4, = 220 oc ae, a prpii (89) 
PD SN ă 
formula (18.8) devine, | Mi 
m Bel. 08.10) 
„e 


Mărimea E,, detinită de formula, (18.9), se riumește modul de elasticitate 
redus. Dacă în formula (18.10) se cunoaşte £,, date fiind M şi Z, se află p şi 
problema este rezolvată. 

- În formula (18.9), integrala, reprezintă nomenele statice ale celor două 
bucle ale curbei caracteristice, calculate față de axa o. Ele sînt; amindouă 
pozitive, căci în stînga, axei 0o se vede că e şi o sint negative, iar de este 
pozitiv. Pentru un material dai, la, 
care se cunoaște curba caracteris- 
tică, formula, (18.9) şi figura, 18.5 
arată că modulul de elasticitate 
redus E, este funcţie numai de e ; 
pentru un 4 dat, E, este funcţie de 
e: conform relaţiei (18.7). Metoda, 
de calcul grafico-analitie descrisă 
este valabilă pentru orice material 
care are o ;curbă caracteristică ne- 
ji miză, E: i 
Fig. 18.6 S-a reprezentat în figura 18.60 
si apa fa bară dintontă, de secţiune dreptun: 
ghiulară, solicitată la încovoiere. Considerind, în primă aproximaţie, că 
pentru domeniul de solicitări din bară curba caracteristică de întindere ar fi 
identică cu cea, de compresiune, axa neutră se află la, mijlocul înălțimii 
secţiunii. S-a, figurat pe desen traseul curbiliniu al curbei caracteristice, 
precum și cel rectiliniu, în cazul cînd s-ar aplica formul lui Vavier. Se 
observă că efortul unitar maxima real din-seeţiune o este mai,mic decit s', 
dat de formula lui Navier, cu alte cuvinte aplicarea legii lui Hooke conduce, 
pentru bara de fortă solicitată la, încovoiere, la eforturi unitare mai mar! 
decit cele reale. i i , 

Se obișnuiește totuşi a se aplica; bazelor de fontă formula lui Navier, 

introdueînd un coeficient de corecție e ! "pi 


EI a ai (18.11) 

i a a a și 
care depinde de rezistenţa fontei şi de forma, secţiunii. El este mai mare 
pentru fontele cenușii obișnuite şi mai mic pentru fontele de mare rezistenţă 
diferențele fiind de 10—20%,. Ca, valori mijlocii, se pot lua, : . 

— la secţiunea circulară, o = 1,4; 

— 1a secţiunea dreptunghiulară, e = 1,3; 

— la. secțiunea, în formă de I sau 7, c = 115. 

7. Curbă caracteristică simetrică și secțiune'simetrică* tg 

În acest caz, axa neutră este la, mijlocul înălțimii secţiunii, iar variaţia 
eforturilor unitare este arătată în figura 18.7. 

3. Relaţia între psi MW. i 

Indiferent de forma, secţiunii şi curbei caracteristice, se poate ajunge 

la relaţii similare cu (18.10), deci se poate exprima curbura barei iti i 
ia ii asalt e (18.21) 

p BI 
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iti ă ntru diferite 
licînd metoda de ealeul grafo-analitic expusă, pe la 
ST per p, se află B,, iar cu relaţia, (18.12) se găseşte momentul înco 
voietor,. i TA 
Se poate construi astfel, prin puncte, o curbă M = f ( =) „că în figura 
18.8. Avind această curbă, pentru o bară de secţiune dată, se poate trata 


i ă . ă in fig, 18.8, se găseşte e 
y ă, : se dă momentul :M, se află p din fig, 18.8, s 
ip ee edroni şi apoi se obţin eforturile unitare maxime din secțiune. 


LL 
2 


Fig. 18.8 


Fig. 18.7 


A ORINZII DE OȚEL 
„ÎNCOVOIEREA BLASTO-PLASTICĂ 
ă tra AVÎND DOUĂAXE DE SIMETRIE ; 


a. Ipoteza cu modul de plasticitate constant 


Bxperienţa, axată că şi în domeniul plastic se aplică ipoteza lui Bernoulli 


adică 
(18.13) 


“4 
o le 


ată i j ă, solicitată elastic 

ipura 18.9 se arată o secţiune dreptunghiulară, so 
pg e 02 şi y=-ta şi apoi solicitată plastie pentru y > a = 
partea dreaptă a desenului se vede variaţia eforturilor unitare pe secţiune, 


corespunzătoare curbei schematizate din partea, de sus a figurii. La distanța 


y = 4- a, efortul unitar atinge valoarea, limitei de curgere 


(G)ymza = Ge ia. , 
în partea, solicitată elastic a secţiunii, efortul unitar variază liniar 
după relația: 


AR N | (8.14) 


ELA) 
5.= e. 
a 


ia, liniei " din fi „9. Legea de variaţie a efortului 
este ecuaţia liniei BOB! din figura 18 9. Lege d 
dania peste aia de curgere se stabileşte după figura 18.10. 
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Într-un punet oarecar iniei î 
i care al liniei AB, de exemplu în D, se poate seri 
ecuaţia acestei linii i i ! cip ta 


o — o, = By(e —e,), (18.15) 


în care 


CĂ 
e 
etate 


fi 


Ba Fig. 18.9 Fig. 18.10 


Înlocuind toate valorile în relaţia (18.15), se găseşte 


_ [ Se „Se 3 £, y 

o (3 ze ha, = [a + (2-1)]; (18.16) 
Folosind ecuaţiile (18.14) și (18.16), care dau variaţia lui 'c, ţini 

si (18.14, A ţia lui inînd 

doua Sr a ema date de eforturile unitare d cele 

i “ i ale secţiunii sînt egale şi aplicînd ecuaji - 

lor interioare, faţă de axa sioție, pet să cdi iapa iii pi 

u=2ţ4 SIVI 20" E(9_ 
a au + Dă Lee - 1|lyaa. (817) 


a E, 


Tntegralele depind de forma, secţiunii. Cazul secţiunii dr i 
va fi examinat în cadrul problemei CER i acăiă dc aaa 


„B. Ipoteza cu nodul de plasticitate nul 


Etorturile unitare variază pe secţiune ca, în figura 18.11. În 
secţiune solicitată elastic, legea de variaţie este dă i au i ua 


o=Y. Se 
a 
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iar în. partea solicitată plastiie 
; . ra 
G= 0. 


Aplicînă ecuaţia de momente fajță de axa neutră a secţiunii, se găseşte 
+a Fi hl2 
u =$ 2 oaă4+24 oda 
ca & Ja 


sau 
L) 
+a > 
dA + 20. dA. 


-a a 


U= sţ 
a 
Prima integrală reprezintă, 
momentul de inerție al părții de 
secţiune solicitată elastic, Le 
iar raportul ! : 


este modulul de rezistență al 
părții de secţiune solicitată elas- 
tie. A doua integrală, inclusiv 
factorul 2 din faţă, esta momentul 
static al părţii, de secțiune solici- Fig. 18.41 

tată plastic, cateulat faţă de axa 

neutră. În caleulul acestui moment stătie $,, ambele arii dau moment 
static pozitiv, deoarece eforturile unitare o. sehimbînd. de semn, produc 
momente de același sens. Reuajia de echivalență devine 


N = (Wa + 8). (18.18) 


Se pot examina două cazuri extreme şi anume : 
a) Seoţiunea este solicitată numai elastic, cu efortul unitar maxim 
în acest caz W, se referă la întreaga secţiune şi formula, devine 


M =sc,W, 


Omaz => Se 


adică cunoscuta formulă a lui Nawier. 
b) Secţiunea este solicitată numai plastic. În acest caz, W, se anulează 
şi ecuaţia, de echivalență devine . 


unde $, are expresia 


ad Spa mes secţiune a, unei grinzi s-a realizat solicitarea total plastică 
ce că acolo s-a format; o articulaţie plastică. Acesteia îi corespund defor- 
maţii foarte mari, care fac grinda; inutilizabilă, 


PROBLEME 


18.1, Să se aplice fortaiula (18.17) Ia o secţiune dreptunghiulară, examinind apoi cazurile 


Ș h 
particulare a = —și a = —» 
2 


Se înlocuiește 


dA = b dy 
şi integralele devin 
L) a : 
gr: 
M=2of y?dy -+ 2bo, a 13 AL AES 
a o ic ÎI + E a tu 
b y5 la i 2 z 
M=2—o0|P-| e 2, |V E 1 _Eo [2 
a o E a 3 E 2 


Înlocnind limitele, se obţine 


n 2 
tăi A ec DP Ca | Ia a, a): 
4 3 E lua 4 3]. DD at 


În cazul particular a = h/2, întreaga secţiune este solicitată elastic, iar relaţia (1) devine 


Dă pă bi? Ă . 
mita 
adică se regăsește formula clasică a încovoierii. Pentru a = h/4, formula (1) devine 

iz __bhă E 
i M = —-a, pd 
pri „(a +5 în ) (3) 


18,2. Să se aplice formula i i ă, examini i i 
aice ce pice A Rent 0:18) la secţiunea dreptunghiulară, examinind și cazurile 
Modulul de rezistenţă al părţii de secțiune solicitată elastic este 


2 2 
pp POR a 2. 
5 3 


Momentul static al părţii de secțiune solicitată plastic este 


Li Li 
7 . U 2 3 a 

s=2j yo ay ==20 | (3 - a.) 
a N 2 4 

Înlocuind în relaţia (18.18), rezultă 
22 ia ma 
M = | E + aaa ue) == boe (2- >) [49] 
540 


Pentru a = hj2 se regăseşte formula de încovoiere a solicitării elastice (formula lui Navierh 


me dle 
M = boe si ec 0 a (2) 
a 12) 6 
La a = h/4 rezultă 
Esi 
NI e —— dh2 9c; (3) 
- 48 
iar pentru a = 0 se găsește 
' bh2 
= Ge. 4) 


omentul încovoietor capabil al unci grinzi de sec-- 


19,3. Să se determine raportul dintre nu le sec-- 
r cind grinda este solicitată 


țiune dreptunghiulară solicitată total plastic și cel corespunzăto. 
elastic cu Gmaz = Ge» în ipoteza materialului ideal plastic. 


Se face raportul valorilor (4) şi (2) de la problema 18.2 


pat 
Mp 4 6 
Me = 15 
MI, O ni 4 

ui 

6 


Aceasta arată că solicitarea total plastică duce, în cazul grinzii de secţiune dreptunghiulară, 


la o creștere de 50% a momentului încovoietor capabil. 


c. ÎNCOVOIEREA BAREI CU SECȚIUNE DE FORMĂ OARECARE 


În figura 18.12 se consideră o secțiune cu o singură axă de 'simetrie. Se 
va examina numai situaţia cînd secţiunea este solicitată total plastic, iar 


materialul este ideal plastic. în această situaţie, axa neutră n —n 
Ă : Ge 


Fig. 18.12 


împarte secţiunea, în două arii egale, fiecare de mărime A/2. Se aplică 
relația (18.18) cunoscînă că . 


8, = 2 Ale 3-ăj) 


"ceea ce dă momentul capabil 
u, = 2 Acei ei (18.19) 
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Se poate defini un mnodul de încovoiere plastic 


e, = Ata, tra (18.20) 


Se 


respectiv un factor de formnă al secţiunii 
zi - (18.21) 


Pentru secţiunile cu două axe de simetrie, care au e, = 0 = e, rezultă, 
„n Z= Are 


Astfel, pentru dreptunghi 


A = bh; e == h]4; Z = 04; e = 15. 


Pentru cere 


A = n/4;e = 2df3a; Z = 6/16; ez = 1,70. 
iri 
:. Pentru profilele laminate uzuale, e = 115. i 
L DERORIIAȚIILE BARELOR Di OȚEL SOLACITATE ELASTO-FILASRIO - 
a. Relaţia între curbura barei şi momentul încovoietor 


Integrala, reprezentată, de relaţia (18.6) poate fi calculată pentru o 
secțiune dreptunghiulară şi pe cale analitică, atunci cînd se foloseşte o 
: formă sehemaţizată a curbei caracte- 
ristice, * e a 
Se va efectua integrala 


M = bp2 ţ ce de 
pe baza curbei caracteristice din figura 


18,13, caleulînd momentele statice ale 
ariilor hașurate, faţă de axa o 


M = bo? Gus. Ei Gese ,$e | 
i “a 


2 3 
za sai : 2 

i - = dptoret| 1 — 2 (3 | 
Fig. 18.13 pi 3 |a 5 


4. În această relaţie, e este lungirea, specitică, maximă, din fibra extremă, 
cun. se vede pe figura, 18.13. - : 
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. În baza relaţiei Ini Bernoulli: (18.2), aplicată în fibra extremă, lu 


y=hP y 3 E 
h pp 
atita p2 = 
p 3? e Fi 
iar expresia, momentului se seri: a, 
ut fil (=)] (18.22) 
4 3|e 


sau, dacă notăm momentul care. produce numai solicitare elastică, cu 


Gaz = Oe 


se ajunge la 


Aplicind ecuaţia lui Bernoulli pentru valorile M şi A, ale momentului 


pe pis = 
rezultă 
Be i £. 
li Pe 
şi, în consecinţă 
E E III OI (18.23) 
M 
pe 7? RE: 
«s-ar 


i id î i pentru bara 
În figura, 18.14 s-a reprezentat relaţia între 1/9 și MM. p 
de oţel 4 secţiune dreptunghiulară. În regim elastic, între 0 şi B, această 
relaţie este liniară. După aceea, curba se înclină repede, tinzind asimptotic 
spre infinit, pentru M/M. = 15. În această situaţie, raza de curbură a 
barei devine nulă şi se produce articulaţia plastică. 
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si lirei barelor solicitate la încovoiere 
lastică pot îi studiate pornind de 1 - 
ţia (18.13). ui dle isa 
B. Calculul săgeţilor 
La: detormaţiile de încovoiere în regim 
elastic, curbura fibrei medii deformate este 


1_M 
zr 
iar ecuaţia diferenţială a fibrei medii ds- 
formate i 
, do MU 
Fig. 18.14, da Tzi 


i relaţia (18.10) rezultă expresii analoge pentru solicitarea, în regim 


1_M 
e BI 
respectiv 
do N __u 
da? BI pp 
B 
Notind raportul variabil 
i 2) 
> LD (18.24) 
ecuaţia fibrei medii deformate devine 
MN 
d2 [3 MN, 
do BI Sup 
unde 
M 
ee DA 


este un moment încovoietor redus. i 
A ecuaţia. (18.25), analogă celei uzual i i și 

e alogă e e de încovoiere, E, 1, sînt con- 
stante, AM este momentul încovoietor, iar M, momentul încovoietor xedus: 


Săgeţile barelor solicitate la încovoi ică i 
SE iona fire voiere plastică pot'ti calculate pe cale 
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În figura 18.15 s-a considerat o bară de oţel solicitată în mijloe cu o 
forță P. Cunoscînd diagrama momentelor încovoietoare (triunghiul A BE), 
se calculează momentul 

Me = Woo 


care produce în fibrele extreme din secțiune un efort unitar egal cu limita, de 
curgere. Ducând linia 0D, se separă bara într-o zonă solicitată numai elastic, 
cea în afara segmentului 0D, şi o zonă plastică, între O şi D. în afara. punc- 


Fig. 18.15 Fig. 18.16 


telor C şi D, coeficientul k are valoarea; k = 1. iar duugrama de momente 


rămîne neschimbată. Se poate construi o diagramă & = f(M), care pentru 
oţel axe forma, din figura 18.16. De pe această curbă se iau, prin puncte, 
valorile lui ]; corespunzătoare 1a diferite valori M de pe linia CED şi se 
calculează momentele reduse, obţinind diagrama A'0'P'D'B'. Această 
diagramă poate fi integrată acum prin metodele grajice uzuale, ceea ce 
permite a se construi fibra medie deformată a barei. 


e. ARTICULAȚIA PLASTICĂ 


Se va, examina modul de formare a articulajiei plastice într-o grindă. 
Pentru simplificare, se consideră o grindă simplu rezemată la capete, de 
seoțiune dreptunghiulară, încăreată cu o sarcină P în mijloc, ca în figura 
18.17. 

Dacă se ia originea în mijlocul grinzii, momentul încovoietor are 


ecuația, 
M P L 1 — 22 . 
ui ai! 1 


Se notează cu M, momentul care produce atingerea limitei de curgere 
în fibra extremă a secţiunii 


2 
at, = pd, 
6 4 
35—0. 1801 545 


vespeciiv cu P, sarcina, care produce ati Ci i limi 

speet J atingerea î i 

ge perit fieiciza gi acestei limite în . secţiunea 

iz Sir cn Fi > Po există două zone de solicitare plastică ale grinzii 

da Șura; Ș = pa igură. Limita zonei de solicitare plastică, z,, se obţine egatînd 
omentul curent produs de sarcina, P > P, în secţiunea oarecare cu 

momentul limită M, 


aici 2%) Pl 
l 4 


de unde rezultă 
d .P 
Be =— [1 — |. 
= ( = ) (18.26) 
- Se observă că pentru P=P, 


rezultă z, = 0, adică zona plas- 
tică se reduce la un punct. 


Se va stabili ecuaţia, liniei 
de separație, între zona, elastică 
Şi cea plastică, adică variaţia, 
rărimii a cu abscisa . 

Folosind rezultatul de 1a 
problema, 18.2, se poate serie, 
într-o secțiune oarecare 


ja Ş [77 M = (+ S$,) = 


STR zii L 2a 
Fig. 18.47 = sa) = (1-22) 


2 f: î i 
î: dh (= 2 Pl 22 Ă 
| 6 (2 mn 4 A 
Pastorul din faţă este PJ/4, aşa că rezultă, 
Sa (3 ae _Pl 1 2 
42 2 ) og ( i 2) 
iar, după transformări e 
q2 = 3 _ he (1 22) _P_, 

4 3 1]P, 


Se obs ă că linia, de separație intre z p ȘI S 
erv V n ona, plastică, şi cea elastică este o 
para olă. Dacă, în ecuaţia 18. se: d: Dă 
îY D e i ( 27) e: dă lui a valoarea (18.26), se găseşte 
nălțimea maximă a zonei plast; : ă = 
( 1 p. astice are loc în origine. Făcind T. 0 în 


max 


»: PEEL A [/) E 
SS 


respectiv 


(18.27) 


420 ap 
i II? Ta 33 2 (18.28) 
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Din această relaţie se vede că la P = P, rezultă a = h|2, adică toată 
secțiunea mijlocie este solicitată elastic, iar la P= = P, rezultă a =0, 


deci secţiunea mijlocie devine articulaţie plastică. 
Zona pe care se întinde solicitarea plastică se află din relaţia, (18.26) 
făcînd P = că Pa 


4 


5, RĂSUCIREA BARELOR DE SECȚIUNE CIRCULARĂ, SOLICITATE ELASTO-PLASTIC 


în cazul cînd curba caracteristică 7 — y are o formă oarecare, calculul 

se face complet; analog cu cel de încovoiere, alegînă o valoare arbitrară a 
unghiului. de răsucire specifică 0 i 

” Se va, examina, cazul secţiunii circulare, solicitată elastic pentru r s « 

şi plastic pentru a s 7 < R (fig. 18.18), în baza unei diagrame schemati- 

zase, similară celei din figură 18.1, d. Transformarea diagramei din figura 


18.1, d se face sechimhbînd o prin 7, e prin y, iar valoarea constantă 6. pin Te. 
Diagrama astfel schematizată corespunde unui modul de plasticitate 


"transversal nul, 4, = 0. În şecţiune, eforturile unitare variază ca în figura 


18.18, şi anume : 


î 1 
— pentru 7 Ss = Tei 


— pentru 726, T=Te 
Tauând ca element de suprafaţă o coroană cireulază de lungime 2 ar și 
grosime d, ecuația de momente devine 


a N: 
M, = | cp dA i i rrom d + ţ ram dr. 
A oa . 


Bteetuind integrala, rezultă 


R3 as 
N, = 2 |] 18.29 
„om ( E) aa20) 
Se pot examina şi aici cele două cazuri extire- 
me : 2 
a) Secţiunea este solicitată total elastic, deci 
a — B, şi în acest caz formula de mai sus devine 


Ra d? 
Va => 217 fi %eWa (18-30) 
4 16 
adică, se regăseşte formula, clasică a răsucirii: Fig. 18.18 
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b) Secţiunea este solicitată total plastic, cu a = 0 
A 
12 


i Sporul de moment capabil dintre cele două cazuri extreme de solicitare 
este 


Ra 
Mu = ui ara i (18.31) 


“Solicitarea, total plastică măreşte deci momentul capabil al barei de 
secțiune circulară, cu 33%. 


6. EFORTURI UNITARE REMANENTE ÎN BARE CARE AU FOST SOLICITATE 
ELASTO-PLASTIG 


Dacă o epruvetă de oţel a fost supusă unei solicitări care duce la depă- 
şirea limitei de curgere (întindere, încovoiere, răsucire) se produce deformaţii 
remanente, datorită curgerii plastice, Descărcînd epruvetă, variaţia etfor- 
turilor unitare este însă elastică, Așa, de exemplu, pentru o încercare la 
răsucire, în timpul creşterii momentului se parcurge curba OCA din: figura, 
18.19, iar la descărcare linia dreptă AB. Segmentul OB măsoară deformația 
vemamnentă. O dată cu aceasta, în piesa, respectivă iau naștere și eforturi 
unitare remanente. 

„„__ Fie cazul unei bare de secţiune circulară, din material ideal plastic, soli- 
citată la răsucire, Diagrama, de variaiţie a eforturilor unitare este cea, din 
figara 18.20, a, iar relaţia între moment și efortul unitar maxim este dată de 


formula (18.9) 
3 3 
M, = 2, (2-2 . 
3.12 
Dacă bara, este acum descăreaită, aceasta, echivalează cu aplicarea unui 
moment M, de sens contrar, la care ea se comportă însă elastic, deci ia naștere 
un efort unitar maxim, arătat în figura 18.21, b 


Taz 


R3 a 
270 Tab 2 
2 Me (3 îi, -=(4 =). 
Wa m? 3 RE 
2 

Btorturile unitare remanente se obţine din 
însumarea, diagramelor din figura, 18.20, a și d, 
aşa cum se arată pe figura 18.20, c. În fibrele ex- 
treme are loc un efort unitar de sens contrar 
cuplului M, aplicat; iniţial 


a 3 
7 oma os = (15) (a zi) (822) 


iar la raza, 7 = a axe loc un efort unitar remanent; de același sens cu cuplul 
de răsucire 


i a a) re 40, &) (18.33) 
7 - 4 3 a 


R 


A, 
N 
Iul) 
/ 
LA 
7 
Pa 
Fig. 18.20 


în cazul particular a = F2, reprezentat în figura 18.20, rezultă 


ratează pr forturilor unitare remanente 
„ În mod analog se tratează problema e: i taine zeman 
d bara solicitată la încovoiere. Pie elementul de grindă din figura 
î3 21, a, făcut din material cu E, = 0, secţiunea, avînd două axe de simetrie. 
i Lao solicitare ce depăşeşte limita de elasticitate, distribuţia eforturilor 
unitare este cea din figura 18.21, b. eo oiea Si Sa e Sa aia da 
î i i grinda s-ar - 
i moment încovoietor egal şi de sens contrar, la care g 
nica ge 103 cu distribuţia de eforturi unitare din iigura 18.21, 4 age 
Gap > 8. Suprapunind cele două diagrame, se află diagrama din cina 
18. isi d, care arată distribuţia eforturilor unitare remanente din grindă. 
„Pentru faza, de încărcare, se poate scrie 


M = o04(W, + Sp). 


Pentru faza de descărcare rezultă 
MM == Oa W- 
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Efortul unitar remanent în fibra extremă, este 
u SAW, +65) ( + 5 2) 
Ge Oa cual că 


, 
6 Omaz — Oe 6; = 


FE LA 


(18.34) 


Efortul unitar remanent, de semn contrar lui s', se produce în fibra cu 
Y = a, iar mărimea, sa este 


2 a 20, SAW +82) (1 20 +8 
i € h id 


G i Xa sa Gmaz =O0 — 


i asa 


2 Pa 


Li 


“Fig. 18.21 


Astfel de eforturi unitare remanente se produce în toate piesele solicitate 
plastic și apoi descărcate, dacă distribuţia eforturilor unitare pe secţiune 
nu este uniformă, 


7. CRITERII DE PLASTICITATE 


Pentru barele supuse la solicitări simple, se admite că deformaţiile 
plastice încep atunci cînd efortul unitar maxim atinge valoarea limitei de 
curgere a materialului. În cazul solicitărilor compuse, este necesar a se 
stabili ce relaţii trebuie să existe între diferitele eforturi unitare (de exera- 
plu, între eforturile unitare principale) spre a fi posibilă apariţia deforma- 
ţiilor plastice. Aceste relaţii poartă numele de condiții sau criterii de 
plasticitate, : i 


a. CRITERIUL DE PLASTIOLTATE SAINT-VÂNANI 


Prima, formulare a, condiţiei de plasticitate — elaborată de Saint- 
Venant, pe baza experiențelor lui Zresca asupra scurgerii materialelor moi 
prin orificii, sub presiune — admite că în cazul stării plastice a materialului 
efortul unitar tangenţial maxim este constant 

9,—G: 
Tmaz = i 4 = La 


2 
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Aplicînd această condiţie la solicitarea de întindere simplă, cind o, =. 
şi os = 0, rezultă, 


6, 
Tmaz E = h 

în acest fel, criteriul de plasticitate devine | 

0 — 03 = 0 (18.36) 
Pentru o piesă supusă la forfecare pură, înlocuind a = Te ȘI 03 = —Te 

se obţine 
Ce 
To = 


condiţie cunoscută din teoria III de xezistenţă. auf. 

Mie ca efortul unitar tangenţial maxim să fie constant corespunde 
experienţelor făcute cu materiale supuse la presiuni nea clare pi 
care ocazie se observă apariția suprafeţelor de lunecare în interio 


corpului. 
b. CRITERIUL DE PLASTICITATE BUBER-HENCEY-MIBES 


SR A icitaze, deforma- 

În baza acestui criteriu, pentru o stare oarecare de solicitare, d A 
țiile plastice se produc atunci când energia de deformație pentru, variația formei 
“(a cărei expresie s-a stabilit în cap. 8) atinge o anumită valoare 


E a, — at + (os — a? + (as —aP] = 


Valoarea constantei se obține aplicînd relaţia pentru solicitarea de 
compresiune simplă, cu o, = 02 =0, 03 = — d 


Lb ek. 
38” 


În acest fel, criteriul de plasticitate Huber-Hencky-Mises se serie 


(a 2)? + (02 63)? +- (63 ZA a) => 22 


respectiv 


Ec — 02)2+ (6 —o3) + (0s— 0) = Ge (18.37) 


Mărimea 


a ae Vo, — oz)? + (2 — oa)-k (63 — ou) (18.38) 
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poartă numele de intensitate a 


| deformaţiei plastice, eforturilor unitare. În consecinţă, în timpul 


întensitatea eforturilor unitare rămâne constantă, 


G; = 6. 


În regim de solicitare elastică i 

€ icitai stică, eforturile unitare principale di i 

(198) se pot înlocui în funcţie de lungirile specifice iai sol SI vaolaule 
elaţiile care »xprimă legea lui Hooke generalizată, i 


1 
ap [Le —v(62+ c9)] 


| Ep = 


[oz —v(o3 +64] 


e =.[ = 
23 Sg —v(G+- 62)] 


! se rezolvă în funcţie de etorturi unitare şi dau 


2B și 
%9= [i 
2) (e aleea 230) 


ay 


LoF) __2B € + Y 
21+v) 2123 2) | (18.39) 


__28 ( fe Si 
za) (212 2) 


unde s-a folosit; notația cunoscută 


Os 


e = Ey F epk eg. 
Înlocnind expresiile (18.39) în (18.38), se obţine 
_ p__V2 
s = LI Vie —es)2 + (ea Des) P (eg Zen. (18.40) 
Notînd intensitatea deformaţiilor specifice 


/ă ; 
€ = Ei) Vie, — Ep)? + (sa —ea)? + (ea — su)? (18.41) 


i înlocuind î 3 ă, tăi x iza dă 
sunertilizate în (18.40), se găsește o expresie concentrată a, legii lui Hooke 


Ge = D e. (18.42) 
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Se observă, că la; întinderea simplă, făcînd 02 = 03 =0 ŞI Ez=e3=— ve 
rezultă 6, == ou, & = şi relaţia (18.42) se transformă în legea lui Hooke 
obişnuită. Relaţia (18.42) axe un caracter general, fiind aplicabilă oricărei 
stări de solicitare elastică. 

Ar fi deosebit; de util a stabili, pentru domeniul plastic, xelajii similare 
celor descrise. . 

ie curba caracteristică a unui oţel, reprezentată ca îm figura 18.22. 
Tste evident; că pentru orice punct P al curbei 
se poaite serie o relație 


s = P'e (18.43) 


unde E" == tg B este panta liniei OP. Mărimea p 
este variabilă cu punctul considerat. În zona de 
deformaţii elastice, E” se înloenieşte prin BP == const. 

În mod analog, pentru o stare biaxială sau 
triaxială de solicitare plastică, relaţiei (18.42) i-ar 
corespunde 


o, = Pe (18.44) 


Bxperienţele făcute au arătat că legătura între Fig. 18.22 
o, şi e, dată de relaţia (18.44), depinde numai de i: 
proprietăţile materialului, fiind independentă de starea de solicitare. 
O altă constatare experimentală importantă este că deformația volu- 
mică specifică, : 


e = Ep tf Ey & 


este numai elastică, chiar şi în timpul' deformaţiilor plastice. Rezultă că 
detormaţia, plastică, se face la volum constant. : 

Dacă, se consideră deformația volumică specifică a unei bare solicitată 
la, întindere i 


e = e — ve — ve = e(1—2v) 


şi se pune condiţia ca ea să fie nulă, rezultă că în timpul deformaţiei plastice 
i Sccai . 

Întrucât relaţia (18.44) nu depinde de starea de solicitare, ea este apli- 
cabilă şi întinderii simple (unde o; = o, a = s)şiseva serie 


s= Ba 
Se regăseşte astifel relaţia (18.43), deci mărimea. lui E", pentru diferite 
valori ale lui o, se poate lua chiar de pe curba caracteristică de întindere. 


În timpul detorimajiei plastice, relajția între modulele de elasticitate E 
şi G devine 


21») 201405) 8 


(18.45) 
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Adeseori relația (18.37) se serie şi sub altă formă. Dacă în interiorul 
unui corp se iau ca axe de coordonate. direcţiile eforturilor unitare prinei- 
pale o. Gay Oa Și se duc cele 8 plane egal înclinate faţă de plainele axelor, 
se obține un octaedru regulat. Efortul unitar tangenţial care acţionează, 
pe fiecare faţă, a octaedrului are expresia . . 


1 - 
Taci za 02)? “+ (2 3) +- (03—s,)?, 


fiind numit efort unitar tangenţial octuedric. 
Cu această notajie, relația (18.38) devine 


G; mu Toce 
Ța * 


xespectiv condiţia, (18.37) se transformă, în 
Toct —L Ge = 0,471 Ge. (18.46) 


Prin urmare, în baza criteriului de plasticitate Hubert-Hencky-Mises, 
în timpul deformaţiei plastice efortul unitar tangenţial octaedric are valoa- 
rea dată de relația (18.46). - 


8. SOLICITAREA ELASTO-PLASTICA A TUBULUI. CU PEREȚI GROȘI 


s. IPOTEZE DE CALCUL 


Se consideră, un element; paralelipipedice din tub asupra căruia acţio- 
nează, în planul secțiunii normale pe axă, eforturile unitare G Guy iar în 
lungul axei, o. i . 

Se fac următoarele ipoteze : 

1. Maierialul tubului este incompresibil, deci e = 0 


3 1 —2y „stat a 
B 3 


e = tata 0. (18.47) 


Dacă se aplică această ipoteză la, întinderea simplă, rezultă v = 0,5. 
2, Majerialui este ideal plastic. 
3. Curbele caraeteristice pentru înţindere şi compresiune sînt; identice. 
4. Deformaţia, în lungul tubului este. nulă, e, = 0. 
5. Se admite condiţia de plasticitate Huber- Henoky- Mises 
1 i 
m 73 Vic —o 7 (6 0) for oi = cm. (18.48) 


- 6. Tubul este solicitat numai prin presiunea, interioară, Di 
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p. STUDIUL DEFORMAȚIILOR 


Lungirile specifice principale sînt 


du MA = 
s, = FR > E s, =0 
şi prin înlocuirea în (18.47) 
du vu 
e pa =0 
dr rr 
avind soluţia - 
uz =: 
Fa 


Ca urmare, lungirile specifice sint 
9 sai (18.49) 


s, Ss e= 
i pa r, pa 


e. STUDIUL EFORTURILOR UNITARE 


Întrucât cele mai mari eforturi "unitare au Joc Ja partea elibera î 
tubului, solicitarea plastică începe aici și se extinde spre Ste ori Me DU RURA 
ce presiunea, p creşte. Bie R. raza de separajie dintre obirg pg Deir 
plastică şi cea elastică, ge a & E Bra ee ALEE eri 

În zona de solicitare elastică (die a iti pad ar 

j i deformaţii rezultă din legea, lui Hooke gener ; 
tace Si e ai o transformare a; legii lui Hooke generalizate 


ez 3 [oz — Way A+ 02)] 


Boz 207 —v(Gy “+ 02) —v6z F Y0z = oz(1-l-v)i— 3v6m 


-a notat; 
unde s-a n saibe că 
Sp = ag) 

Pentru axele de coordonate ale problemei noastre 
iz Be, RE 3v 

Lpy Lhy 

i Be, 25 3v 5) 
L+y L-+v 
Be 3 3y 

lay Lhkv 


%& 9m 


Sr 


«= 9m 
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şi înlocuind valoarea lui v 


; 2 
Cp 3 Be, + Ga 
_a (18.50) 
6, = Be, + o i 
3 
O = Om 
Din ultima relație rezultă 
3: Ge ko, toi 
i 3 
deci 
g = ks, 
(18.51) 


În zona de solicitare ică 
LU 8 re plastică (Rs r<R,), relaţia (18.51) rămat 
valabilă. Se aplică relaţia (18.48), înlocuind pe ci "prin ia pna 1 


1 6p—o0, V2 => EI 
ra o) i ( 2 : ) ț ( Se 9 ) Ge 


11[3 
E 


9 
6 —s, = 73 Ge. (18.52) 
Din relaţiile (18.50), prin scădere, se obţine, în zona elastică, 
2 
o — 6 mi: — e.) 
care, împreună cu (18.49) dă 

RE ei 450 

Dacii (18.53) 


La raza r = R,, relaţii j “aha că fin i F 
„determină, ci rca ţila aţiile (18.52) şi (18.53) trebuie să fie identice, ceea, ce 


2 _ 480 
Va * 32 
0 = /3 Ro, 
= (18.54) 
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în ambele zone este aplicabilă ecuaţia diferenţială de echilibru (17.1) 


dorea 20 


dr 7 


care poate fi integrată 
SS ap, (18.55) 


Condiţiile la, limite sînt : 
p= Ri, % = —D că 


= Ra 0=0. 


Înlocuind prima condiţie în (18.55), rezultă (, = — puşi se obţine 
pi apte (18.56) 
R, LA 


Se înlocuiește a doua condiţie şi se obţine 
R Sa i 
ţ Se Sar. (18.57) 


R, Lă 


Pi = 
Se va integra relaţia, (18.57) separat pe cele două zone, în cea plastică 
cu condiţia (18.52) şi în cea elastică cu (18.53) 


E pa 4E0 (Ar _ 202 Re 2B0 ( ge „ed ). 
Poe dur | 3 e: a as RR 
Se înlocuiește 0 prin valoarea (18.54) şi se fac notaţiile 
Li . 
Ra Re ! (18.58) 


& Ea Bi p Ba 


cu eare expresia presiunii devine 


a Se [3 E i 
2 = (1 zi + 2106) (18.59) 


Presiunea limită, la care întregul tub este solicitat plastic, rezultă 
„făcînd 8 = 


o, În a. (18.60) 


2 
Prim = 3 
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Se vor sorie Legile de variaţie J 
Ă A a eforturilor “unitare în eonu elastică 
taia î roi den Sed de ital a (18.56), care trebuie despărțită 
ir-u ea pe z ică i 
al doilea, pe zona elastică, de 13, E, Binăila, as, rai, inel ia da. 


2o,rfedr  4B0 rr ăr 
9, 2 
vi V3 La 3 E 
0, = p, 282 In BR 280 (1 1 
Ps KR 3 |n za). 


Făcind substituţiile (18.54), (18.58), (18.59), rezultă, 


(18.61) 


Efortul unitar circumferenţial se află din (18.53), 


(18.61), (18.54), (18.58) cu substituţiile 


ial iu” (18.62) 
În baza relaţiei (18.51) | 

PI 3 

da dr (18.63) 


| B . 
) ai cele ] 
În n od similar se stabilesc ri expresii 2% 20n plastică. Efortul . 


9 Pi 


26. ţ dr ii 25 în? 
V3 Jar "3 n 


şi cu substituţiile (18.58), (18.59) 


G, se. (B 1 e 
Din: (18.52) selobţine 
__%e (8? 
S = (E ian) (18.65) 
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9. AUTOFRETAJUL TUBURILOR CU 


iar din (48.51) 


2 
Si - (5 jam. (18.66) 
. V3 loa B 

* În figura 18.23 s-au reprezentat variațiile celor trei eforturi unitare 
principale, în coordonate adimensionale, atât în zona plastică, cât și în cea 
elastică. Desenul se referă la un 
tub cu « = 3, respectiv la ca- 
zile de solicitare : f = 1 (soli- 
citare elastică), 6 = 2 (solicitare 
elasto-plastică) şi 6 = 3 (solici- 
tare 'total plastică). Se observă 
schimbarea totală de aspect. a 
diagramei c,: de la traseul cu 
maxim la, interior pentru solici- 
area, elastică, se trece la curba 
trîntă la solicitarea elastoplas- 
tică, respectiv la cea cu maxim 
în exterior, pentru solicitarea 
total plastică, 

Valorile din figura 18.23 
se referă la un exemplu numeric, 
cu : 28, =60 mm, 2R,=180mm, 
a == 8; 1sspsă. 


PEREȚI GROȘI 


Autofretajul se realizează 
prin încărcarea tubului cu o 
presiune superioară celei la care 
“va, lucra, fapt care produce soli- 
citare elasto — plastică, urmată 
de descărcare, avînd 'ca efect; 
producerea unor eforturi unitare 
xemanente. Eforturile unitare 
zemanente cireumferenţiale sînt 
de semn contrar celor produse . 
de presiunea de lucru, deci cu 
un efect favorabil. i 

Prin suprăpunerea acestor eforturi unitare de semne contrare, rezultă 


"mmm Soficifare elasliză 
— Solicitare elasta-plasită 
—— Solicilare total plasiică 


Fig. 18.23 


"un efort unitar circumferenţial relativ mic, ceea ce permite ridicarea sensi- 


bilă a presiunii de lucru. 

În figura 18.24 s-a reprezentat distribuţia eforturilor unitare într-un 
tub autotretat, la care se dau : o, == 4 700 daN/em?, « = 3, p = 2,2R, =60 
mm, 2R, = 180 mm. Se constată că prin autotretaj presiune» nominală 
a putut îi sporită de la p;=0,513 o. = 2400 da Nem? La p,=4 000 daN/em2?. 
S-au reprezentat; în figură diagramele de variaţie a eforturilor unitare 
Gu Gry Gu Suecesiv, datorită următorilor factori : 
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— presiunii de autotretaj pi, = 5 260 daN lem?: 64; 
— descărcării, după autotreta,j : Oz; 


— eforturilor unitare remanente (prin scăderea, celor donă diagrame 


anterioare) : osam ; 


Ce dam/em? 


9% remtW/em i Orele? 
O; poale? dem? 

s p 2 

Caru dteria ii Ci pargher 


Fig. 18:24 


-— presiunii nominale de lucru : o,; 


-— suprapunerii eforturilor unitare remanenţe cu cele datorite presiunii 
de lucru : Grzeru: 
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CAPIȚOLUL 19 


STUDIUL EXPERIMENTAL AL EFORTURILOR UNITARE 
ȘI DEFORMAȚIILOR 


1. CONSIDERAȚII GENERALE 


Din expunerea de pînă acum rezultă că eforturile unitare pot fi 
determinaite prin calcul atunci cînd piesele pot fi reprezentate prin modele 
relativ simple. Adesea modelul de calcul diferă destul de mult de piesa 
reală —ca formă geometrică, mod de încărcare şi de rezemare — fapt ce va 
avea drept urmare diferențe sensibile între eforturile unitare calculate și 
cele reale. De multe ori, piesele ce se calculează au torme complicate, care 
cu greu ar putea fi reprezentate printr-un model de calcul. 

Rezultă, că metodele de calcul pentru eforturi unitare și detormajiii, 
expuse pînă acum (şi completate cu cele aflate în manuale inginereşti)au 
serioase limitări, deci nu pot răspunde oricărei probleme puse de practică. 

În asemenea, cazuri, soluționarea, poblemelor se face cu ajutorul meto- 
delor experimentale de măsurare a; eforturilor unitare şi deformaţiilor. 
Pe măsură ce se realizează utilaje mai complicate, mai scumpe și se cere o 
siguranţă în funcţionare cît mai mare, se recurge la tehnica, experimentală 
de măsurare a eforturilor unitare. construcţiile aeronautice, metodele 
experimentale sînt un auxiliar indispensabil al calculelor. 

Se vor descrie, la început, metodele cele mai cunoscute de măsurare a, 
eforturilor unitare şi deformaţiilor. Capitolul se va încheia, prin două 
aplicaţii specifice ale acestor metode : concentrarea eforturilor unitare și 
măsurarea tensiunilor interne, , : 

Spre deosebire de multe alte mărimi fizice, eforturile unitare, elementul 
principal al rezistenței materialelor, sînt mai greu de măsurat, în special pe 
cale directă. ; 
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Primele tehnici experimentale au ales drept Gbiect măsurarea precisă a 
detormaţiilor foarte mici care se produc în corpurile elastice sub sarcini. 
Cunoscând deformaţiile specifice, se aplică relaţiile teoriei elasticităţii şi se 
găsesc etorturile unitare. În felul acesta s-a născut tensometria, metodă 
indirectă de măsurare a eforturilor unitare. > 

ncă din secolul trecut, s-a pus la punct o metodă experimentală, care 
determină, tensiunile în modele transparente solicitate — fotoelasticitatea. 

Alături de aceste metode de bază, altele au venit; să completeze tehnica 
experimentală în rezistenţa materialelor : studiile pe modele, lacurile casan- 
te, analogiile hidrodinamice şi electrice, metoda, rețelelor (moir6) etc. 

cele ce urmează se dau cîteva amănunte asupra principalelor metode 
experimentale, pentru detalii urmînd a se consulta literatura de specialitate. 

În ceea ce priveşte tensometria, ea trebuie să realizeze o amplificare a 
deformaţiilor care sînt de ordinul miimilor sau. sutimilor de milimetri, spre 
ale putea face perceptibile sau înrepgistrabile. Această amplificare se poate 
realiza : 

— pe cale mecanică, prin sisteme de pirghii : extensometre mecanice ; 

— pe cale optico-mecanică; extensometre cu oglinzi ; , 

— pe cale electrică : tensometre electrice rezistive, inductive, capaci- 
tive ete. ; 

— pe cale acustică, pneumatică etc. 


2. EXTENSOMETRE MECANICE ŞI OPTICO-MECANICE 


a, RXTENSOMETRUL MECANIC MARTENS-KENNEDY 


Aparatul este schiţat în figura, 19.1 şi se compune din următoarele piese : 

— clemele A, care au la un capăt vîrturi de rezemare pe epruvetă, 
iar la celălalt capăt scobituri pentru aşezarea prismelor P ; clemele se 
termină prin sectoarele gradate B; 

— prismele P, rezemaite pe epruveta E şi în scobitura clemelor A, sînt 
solidare cu acele 0; 

— menghina de stringere M, prevăzută cu arc, permite fixarea pe 
diametre variate ale epruvetei. 

Aparatul se aşază pe epruvetă ca în desen, cu acele 0 în dreptul divi- 
ziunilor zero de pe cadran (dacă se face încercare de întindere). Cele două 
virfuri e rezemare pe epruvetă delimitează distanţa dintre repere 1. 
Lungirea Al se citeşte pe cadranul gradat. De obicei, se ia lg = 100 mm şi 

" în acest caz indicaţiile de pe cadran dau tocmai lungirea s. Aparatul poate 
fi folosit şi pentru măsurarea deformaţiilor de compresiune, agezind acele 
în dreptul celuilalt capăt al scării gradate. 

Bxtensometrele de felul celui din fig. 19.1 măsoară deformaţţii de la 
1/100 mm. în sus, fiind indicate în special pentru determinarea limitei de 
curgere sau pentru studiul materialelor cu deformaţii apreciabile. Ele sînt 
nepotrivite pentru măsurarea deformaţiilor oţelurilor în zona elastică. 
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b. BXTENSOMBTRUL CU CEASURI COMPARATOARE 


„__ Extensometrul mecanice: cu două ceasuri comparatoare, arătat în 
tigura, „19.2, servește, de asemenea, pentru 2 măsura deformaţii peste 
sutimea, de milimetru. În dreptul reperelor 1 și 2 ale epruvetei 4 se fixează, 


Pa 


Fig. 191 i Fig 19.2 


inelele 5, cu ajutorul şuruburilor 6. Detormaţiile epruvetei sînt transmise 
prin tijele 7 şi măsurate de ceasurile comparatoare 3. Precizia extensome- 
trului se poate mări folosirid ceasuri comparatoare care măsoară miimea, 
de milimetru. 


c. TENSOMBTRUL NUGOBNBERGER 


În figura 19.3 se arată tensometirul Huggenberger, cu dublă amplificare 
de pirghii. Aparatul se compune din : corpul 7, cuțitul fix 2, cuțitul mobil $, 
pirghia de amplificare 4, articulaţia 5, scala gradată 6, acul indicator 7, 
articulaţia, 8, pirghia 9, arcul 10, patina 17 pentru deplasarea acului în 
poziţia inițială pentru măsurare, șurubul de reglaj 72 al patinei, şurubul de 
fixare 13, clema de fixare 74. Construit în diferite variante, tensometrul 
Huggenberger măsoară curent deformaţii de un micron. Cuţitele 2 și 3 se 
așază pe piesa, care se studiază. În urma, deformaţiei, distanţa dintre ele 
variază şi deformajia este citită, amplificată, pe scala gradată. 

La tensometrul Huggenberger, distanța dintre cuțite, înainte de detor- 
marea piesei, adică baza de măsurare, este dată prin construcţia aparatului, 
sau prin montajul utilizat; ; în mod. curent, ea este de 20 mm, dar poate fi 
mărită, prin folosirea de dispozitive auziliare; Această distanţă nu este 
materializată în niciun î€l pe suprafaţa. piesei. studiate. 'Tensometrul 
Huggenberger nu poate îi îndepărtat de pă piesă decât la, sfîrşitul măsurării. 
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d.  TENSOMETRUL CU REPERE HATEBIALIZATE 


Atunci cînd trebuie să se măsoare la intervale de timp lungi, sau 
după executarea unor prelucrări ale piesei, ca şi atunci cind trebuie să se 
măsoare în multe locuri fără a folosi multe aparate de măsură, se folosesc 
tensometre cu repere materializate. În acest scop, 
pe piesa, care urmează a, fi studiată se lipesc plăcu- 
țe metalice avînd proeminențe sferice, a căror 
distanță marchează baza de măsurare, sau se 
execută, cu un poanson, amprente sferice sau 
conice, la, distanţa dorită. De obicei aceste poan- 
soane au două virturi, la distanță egală cu baza 
de măsurare, putînd executa deodată ambele am- 
prente. Se construiesc şi poansoane cu mai multe 
vîrturi pentru măsurări de stări plane de defor- 
majţii. Aparatul folosit la, măsurările cu repere ma- 
verializate lucrează conform schemei din figura 
19.4, pe care se disting: corpul 7, piciorul 
fix 2, pîrghia 3 făcînd corp Gu piciorul mobil, 
ceasul comparator 4 şi pirghia de oprire 5. 
Așezind cele două picioare ale aparatului pe 
reperele executate pe piesă, se citește poziţia 
acului indicator, corespunzătoare stării inițiale a 
măsurării. Repetind operaţia 12 diferite intervale 
se citește variaţia distanţei dintre repere, deci de- 
formaţia, pe direcţia măsurării. La așezarea ten- 
sometrului pe repere, palpatorul ceasului com- 
parator este ţinut; ridicai; de către pirghia de oprire 
5. Prin apăsarea, pîrghiei de oprire 5, palpatorul 
vine în contact cu pirghia 3, iar în acelaşi timp 


kile — 73 
Fig. 19.3! 
pîrghia 8 este blocată, astfel că aparatul poate fi ridicat spre a se face 


citirea cît mai comod. 


e. EXTENSOMEBTRUL OPTICO- 
MECANIC CU OGLINZI 


La aparatul din figura 
19.1, demultiplicarea defor- 
maţiei Al — spre a deveni per- 
ceptibilă cu ochiul — rezultă 
din raportul dintre lungimea 
acului C şi diagonala prismei 
P. Pentru a măsura deforma- 
ţii mult mai mici, este nevoie ” . 
de un raport de demultiplicare mai mare, care se poate realiza, prin apara” 
tul cu oglinzi, schițat; în figura 19.5. La, acesta, se deosebesc : 

— clemele A, aşezate cu un virt pe epruveta E și avind la celălalt; 
capăt scobituri pentru prismele P ; 


Fig. 19.4 
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L____ 


D 


— menghina elastică M ; 

— prismele P, solidare cu oglinzile O ; 
— riglele gradate R; 

— lunetele Z,. 


Cind epruveta, este solicitată la înti i 
„Ci 'veta, este solicitată la, întindere, prismele P, şi o dată 
oglinzile O, suferă miei rotiri, care vor fi măsurate cu alutolul ali d 


Tig. 19,5 


Să, urmărim schema din figura 19.6. 
Cînd epruveta nu este solicitată, i 
ud 4 olici » oglinda se află în poziţia a, i ă 
dea pornind de la o diviziune 7 a riglei (pe man al pi se iri le 
ie - i Su, și este prinsă de lunetă, Prin lunetă se va, citi diviziunea, riglei 
a și A Saci miere, punctului 7. Dacă epruveta, este solicitată, la, 
tindere, ungeşte cu o cantitate Al, iar prisma, se roteşte şi ogli 
vine în poziţia b. De data aceasta, pri imetă nice 
ţia b. De data » prin lunetă, se va vedea raza, care por- 
ma de la o diviziune S a riglei şi merge pe drumul 1-—2. Se Spit, ie 
i ea că dacă oglinda s-a rotit cu un unghi «, razele incidentă şi reflectată, 
ua: unghi 20. Pentru a măsura lungirea Al a epruvetei, se notează : 
ji — înălțimea diagonalei prismei P 3 
d — distanţa dintre repere la, epruveta E; 
AL — Iungirea epruvetei ; 
g — distanța de la, oglindă la rigla gradată R ; 
— distanţa pe rigla, gradată, în î iviziuni i 
i ţa pe r 8 » în mm, între diviziunile S şi 7, corespun- 
zînd „Vungirii Al, respectiv rotirii cu e a oglinzii ; ni 20 
«  — unghiul cu care se rotește oglinda, pentru lungirea, AJ. 
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Conform figurii 19.7, se poate serie 
Al = h sin % Y 
iar contorm figurii 19.6, din triunghiul format de rigla R şi razele 7, 2 avem 
_D>big 20. : 


lunelă 


4 


Fig. 19.7 


Fig. 19,6 | | 
întrucât unghiul « are valori mici, se înlocuiesc atât sinusul cît şi 
tangenta prin arc ! | 


Aa ha, Da 2La. | 


Prin împărţire rezultă 
ND . 
A= =: 
„ 92D 
i ă i, iar. L o constantă, 
tă, relaţie, k este o constantă a aparatului, ia C 
ataa fi cula ales. Rezultă, că detormaţiile AL sint proporționale cu 
indicaţiile D citite prin lunetă. SR n, : 
iii: se ia fa mea L astiel ca să se realizeze raportul 


h pă 
21 500 
deformajţia epruvetei este 
N e, 
500 


Considerînd ca diviziune minimă perceptibilă pe rislă D = 0,5 mm, se 
vede că aparatul poate măsura o deformajție | i 
A 22005 = 0,001 mm 1 pa. 
500 


adică este mult mai sensibil decît; extensometrele deserise anterior. 
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şi se derivează, 


3. TENSOMETRIA ELECTRICĂ REZISIIVĂ 


3. TRADUCTORUL TENSOMRTRIC RE ZISTIV 


Încă din secolul trecut se cunoştea că un conductor electric, supus 
unei deformaţiii mecanice, îşi modifică, rezistenţa electrică. Rămas multă 
vreme fări, aplicaţii practice, acest fenomen fizic a fost valorificat, după 
1930, prin cercetările întreprinse de Simmons 
şi Ruge, care au dus la, crearea, traduciorului 
iensomeirie rezistiv. 

În esenţă, traductorul. tensometrie rezis- 
tiv (fig. 19.8) este format din : elementul sen- 
sibil a, format dintr-un fir foarte subțire 
dintr-un aliaj metalic ; suportul traductorului 
V, format; din o foiţă de hîrtie sau alt material 
izolant ; firele de legătură e, servind la conectarea traductorului într-un 
circuit electric, ! i 

Rezistenţa electrică a traduetorului este de cel puţin 100 O. Elementul 
sensibil este un fir de constantan, sau alt aliaj, cu diametrul de cîteva sutimi 
de milimetru, aşezat în serpentină, spre a realiza lungimea, de fir, respectiv 
rezistenţa dorită. 'Traductorul se lipește pe piesa, de studiat cu un clei, iar 
după uscarea acestuia urmează, deformaţiile piesei studiate. Sub efectul 
acestor deformaţii, rezistența electrică a, traduetorului suferă o variaţie 


e a 6 


Fig. 19.8 


A BR. Rezistenţa electrică a traduetorului se poate serie 


unde p este rezistivitatea materialului, Î — lungimea, firului conductor, 
S — secţiunea firului, iar V — volumul lui. 
Se aplică logaritmii naturali 


n R=lnpg4+2ml—InV 


AR _ Ap Al AV 

= 2 — . 19.1 
i tă e a (19.1) 

Se ştie că Al/I == e. Pe de altă parte detormajţia volumică specitică este 
AV ş 
pi = E = &t Ey t ez 
şi cum firul este solicitat numai la întindere ... 
Al j 
i ze sati ză, Ey = — VE; e. =—ve 
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deci 


EA e(1 —2 ») 
ceea, ce transformă relația (19.1) în i 
AR AP osoasa 62 el ţ2). 
R p p 
Se detineşte constanta, iraduetorulii tensometric 
za ALEE 2 i Stai) dela, (19.2) 
e € 


Se observă că, în general, constanta traductorului este funcţie de 
detormaţia specifică e. Dacă însă rezistivitatea conductorului este con- 
stantă, Ap == 0, se găsește 


k=1 a (19.3) 


Aşa de exemplu, pentru constantan, luînd Ap = 0 şi va 0,5, se află 
k =2. i a: A , 

Constanta traduetorilor tensometrici se determină, pe loturi de fabri- 
cajţie, în uzina producătoare şi se înscrie, alături de rezistenţa, R, pe fiecare 
traductor. Cunoseînd constanta traduetorului, lungirea, specifică a corpului 
studiat, pe care dorim să o măsurăm, este 


= ARIE, (19.4) 
e 


Faţă de construcţia din fig. 19.8, tehnica fabricării traduetorilor tenso- 
metrici a tăcut numeroase progrese : suportul de hirtie se poate înlocni cu 
unul de bachelită ; în loc de traductori cu fir, se 
vealizază traductori cu folie, obţinuţi dintr-o tolie 
metalică lipită de suport, decupată în forma dorită 
prin. mijloace foto — chimice (fig. 19.9). 


b. PROPRIETĂȚILE TRADUCTORULUI 
RENSOMETEIU REZISTIV 


Spre a utiliza în mod curent traductorul tenso- 
metric, rezistiv;frebuie să i se cunoască proprietăţile, 
legate de scopul urmărit. Ri y 

Liniaritatea. Principala proprietate a traductorului tensometrie este 
liniaritastea, adică păstrarea unei relaţii liniare între variaţia relativă a 
rezistenței AR/R şi alungirea e. Cît timp există această relație liniară, 
constanta k rămine neschimbată. În general traductorii fabricaţi curenţ 


Fig. 19.9 
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sînt liniari pînă la eforturi unitare care depăşesc limita, de curgere a oțelului; 
deci pină în zone în care legea lui Hooke, deci însăşi tensometria, nu mai 
este aplicabilă. -. Dn 

Bfectul temperaturii. În general, fiind vorba de aliaje metalice, varia- 
ţiile de temperatură influențează rezistenţa ohmică, a traductorilor tenso- 
metrici. În schimb, constanta traductorilor rămîne, în general neschimbată, 
în limitele curente de utilizare. Schimbarea rezistenței electrice a traduc- 
toarelor cu temperatura se suprapune variaţiei de rezistenţă datorită, detor- 
maţiilor mecanice şi poate talsitica complet măsurarea, tensometrică. Se 
va arăta, ce măsuri de compensare se iau spre a evita acest neajuns. 

Efectul umidității. Umezeala dăunează traductorilor tensometrici. 
În primul rind, umezeala micşorează rezistența electrică, permiţind 
scurgeri de curent între firele grilajului rezistent, scurgeri prin. suportul 
izolant etc. i 

În al doilea rind, umezeala micşorează, rezistența mecanică a unor 
adezivi, în special a celor pe bază de celuloid, permiţind lunecări între tra- 
ductor şi piesă, ceea ce are ca efect falsificarea completă, a măsurării. 

Rezultă, de aici că umezeala, este principalul duşman al traductorului 
tensoimstric rezistiv. Măsurarea tensometrică reușește în special când se face 
în mediu uscat, pe timp uscat. În cazul în care în mediul înconjurător există 
umezeală prea mare, se iau măsuri speciale de uscare, de exemplu cu raze 
intraroşii, precum și măsuri de acoperire a traductorilor cu ceară, parafină, 
Sau chituri izolante. ! 


Bfectul deformaţiei transversale. Traductorul tensometric în serpentină, 
are o serie de bucle, unde direcţia firului rezistent nu coincide cu direcţia 
de solicitare a traduetorului. În aceste locuri, deformajiile transversale 
produc erori în măsurare, care sînt de ordinul —2%, la, -+-4% pentru tra- 
ductori cu. suport de hîrtie, respectiv de —2,3% la +6,7% pentru traduc- 
tori cu suport de bachelită. În general aceste erori se neglijează. Se fac şi 
construcţii speciale de traductori, insensibili la deformaţiile transversale, 
zealizaţi din o serie de fire paralele,, legate transversal prih punți, de 
rezistenţă mult mai mică, 


€. TEHNOLOGIA PREGĂTIRII ĂSURĂRII TENSOMERTRICE 


Pentru buna reuşită a unei măsurări tensometrice, trebuie să se ia o 
serie de măsuri : i 

Traductorul tensometric trebuie să fie ales corespunzător măsurării ce 
se va efectua, atit în ce privește dimensiunile, cit şi comportarea sa la 
temperatură, umezeală ete. , 

„Locul de măsurare tmebuie ales după o prealabilă apreciere a stării de 
eforturi unitare. Cu cît piesa este mai complexă, cu atât; se vor face măsurări 
în mai multe puncte, deci se vor lipi mai mulţi traductori. La locul de 
măsurare, piesa trebuie să fie bine curățată de rugină, vopsele, cu ajutorul 
unui polizor sau al unei pile. Nu este necesară realizarea unei suprafeţe 
prea lustruite, rizurile rămase favorizînd aderenţa traductorului de piesă. 
De asemenea, trebuie bine studiată orientarea traductorului. pe “piesă, 
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După curăţarea, prin şlefuire, suprafața, piesei se curăţă de resturi de 
murdărie, grăsimi, prin spălare cu vastă îmbibată în acetonă, Eventual, se 
curăţă într-o primă fază cu alcool, apoi cu acetonă. După aceasta, nu este 
permis a mai atinge piesa cu mîna. i 

După curăţare, se aplică un strat fin de clei (adeziv) atât pe piesă cât şi 
pe traductor şi se aplică traductorul apăsindu-l uşor cu degetul spre a eli- 
mina excesul de clei şi bulele de aer. 

Apoi traduetorii se lasă să se usuce, pe durata preserisă, după tipul de 
adeziv îolosiţ. i 

Uscarea traductorilor se poate face în aer, sau pe cale artificială, prin 
încălzire. Usearea prin încălzire este obligatorie pentru eleiurile care se 
întăresc prin polimerizare. , 

După uscarea completă se face verificarea rezistenței electaice. În acest 
scop se verifică atât rezistența traductorului propriu-zis, conectînd firele 
sale Ja bornele ohmmetrului, cât şi rezistența, sa, de izolaţie, care trebuie să, 
aibă valoarea, prescrisă,. R 

Dacă este necesar, se iau apoi măsuri de izolare a traductorilor împo- 
triva umezelii. i | Î i ai 

În fine, se lipesc firele de legătură, care permit conectarea, traduetorilor 
în circuitul de măsurare. « 


(d, PUNTMEAGTENSOMETRICĂ 


Variaţiile de rezistență AR suferite de traductorul tensvmetric sînt 
destul de mici. Astfel, pentru un traductor avind R = 120 O şi k = 2,04, 
'supus unei deformaţii specifice « = 1:10-2 (căreia îi corespunde la oţel 
o = 2,1+105 «1 +10-3 = 2 100 daN/em ?) variaţia rezistenţei este 

AR = khRe =— 9,4: 120 + 1» 10% = 0,2448 O. 

Astfel de variaţii ale rezistenței ohmice se măsoară prin variații cores- 
punzătoare de tensiune sau curent. : 

Măsurarea nu se face direct la bornele rezistenței, ci introducând-o într- 
un circuit; care-să mărească sensibilitatea, şi precizia măsurării. 

În mod obişnuit, eiveuitul electric care face această măsurare este o 
punte Wheaistone numită punte tensometrică. 


„În figura 19.10 se arată o schemă a punţii tensometrice. În această 
schemă, „R, estie rezistenţa traductorului activ, cel cu care facem. măsurarea. 


„Puntea este echilibrată, deci prin diagonala cu aparatul A. nu trece nici 
un curent, atunci cînd -îă i 


RR 
Ba Ra F 3 . ; 
De obicei R, este un traductor identic cu P,, numit tradact or compen- 


sator To, aşezat în aceleaşi condiții de temperatură cu cel activ, lipit pe un 
acelaş maiterial, dar nesolicitat. În acest'fel, variațiile de temperatură acţio- 
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nează idenţie asupra traductorilor 4 şi To, fapt care rămîne fără efect 
asupra punţii. S-a realizat în acest; fel compensarea temperaturii. 
Să presupunem că rezistenţa traduetorului R, variază cu AR,. Spre 
a menţine echilibrul, este necesar a varia încă o rezistenţă, de exemplu 
pe R,, aşa fel ca : 
R+AR _R+AB. 
Re Ra 


Acest lucru se realizează așezînd un potenţiometru pe brațul în care este 
legaiiă rezistența R,. Acest potențiometru are un cadran care este gradat 
direct în deformaţii specifice e. În metoda punţii eohi- 
Wibraie, se reglează potenţiometrul, pînă cînd acul 
aparatului indicator stă pe zero şi se citeşte deforma- 
ţia specifică. 

În metoda punţii dezechilibrate, acul aparatului 
A deviază în urma, variaţiei de rezistenţă a traduc- 
torului activ, iar cadranul acestui aparat se gradează 
n deformajii specifice e. 


e. MONTAREA TRADUCTORILOR TENSOMETRICI 
PENTRU MĂSURAREA DIFERITELOR STĂRI 
DE EFORTURI UNITARE 


I 
Atunci cînd este vorba de un singur efort unitar, Fu la 10 
de direoţie cunoscută — de exemplu în barele grinzi- Ş dle 
lor cu zăbrele — traductorul tensometrie se montează pe acea direcţie. 
Măsurind pe < cu puntea tensometrică, se calculează efortul unitar 


o = Bes. 


Cind este vorba de o stare plană de eforturi unitare, căreia i se cunose 
direcţiile principale, se măsoară lungirile specifice s;, e2, aşezind doi tra- 
ductori pe direcţiile respective şi se determină eforturile unitare principale 


2 B 
G ori FER) a ÎN ve2); m age 


=) sp-t-ve.). (19.5) 

De multe ori starea de solicitare este atît de complicată, încît nu se 
cunosc nici direcţiile principale. În asemenea, cazuri se folosesc rozete 
tensometrice, cu trei, sau chiar patru traduotori (al patrulea servind pentru 
control) cu ajutorul cărora se află deformaţiile specitice principale şi direc- 
ţiile principale, după care se aplică relaţiile (19.5). În tabelul 19.1 se arată 
schema şi relaţiile de calcul pentru trei feluri de rozete tensometrice curent; 
folosite. : 

Pentru rozeta dreptunghiulară, relaţia care dă pe e,» a fost stabilită 
în cap. 8. Celelalte se stabilese în mod analog. 
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Tabelul 19.1 
ROZETE TENSOMETRICE 


Ey„2 — lungirile specifice principale 7 3 
Schița rozetei Oua — eforturile unitare principale 
d — unghiul dintre direcţia principală şi direcţia traduatorului eg, 
ZI 7 
Dap N AMN ba II IN NI Pa 
En Pia B+ Vie C45)? A+ (£45 — £90)? 
Ș Fig. 19.12 
E | so + E 1 
Oa + Vize — ca0) + Ge £0 — Ego)? 
ua | ae a a 30) + (2e45 0 = £s0) 
2645 — (£o “+ £90) 
Rozetă tg2 = 9 = eo - 
dreptunghiulară ph $ 
si TI 
RR E + £oo “F Caz 2702 RZA NA NZZZ ZI 
1 dal III Tae =! 


3 


SSI 


SS 


LEI 
Ei e V (ea = ca0)2 F (Eo > Exa0)2 + (200 — Cszo) 


A RZA ZA | P 
VA i 
sla ET 


nos 


ÎS TTL 
e -+ A 
pi 0 A op 1 az 7 
12 ET] AZI >) / 
1 20 9 ere Vi (eco tm) Z III 
i ZE ( => ) zi (2) Fig. 19.13 Fig. 19.15 
Rozetă delta 1+y Ă 3 V3 


Vă Eeo — 220) 


Sp — op 120 


t+ e [E] 3 Ri 
Ea = = Di 3 V(ezzo — Eo0)? + (ego — E0)” i (320 — €a0)? i ȘA 
sau 

So - Eoo “+ E120 1 1 

ai top)? + £ eg) 
Ea 3 £ JE (ex20 90) FI (Seo — £0) | 
== E[ ca — ea 1 4 

Sa | ” E pe Je £90) 3 (Eco — Ea) | Ni 


1—v 1+oy 
Rozetă T-delia i p fs | 
2(E00 — E190) | 4 z 


= Tig. 19.14 
V3 (ea — eso) i = 


tg2a = 


[Să 
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1. APLICAȚII ALE TENSOMEBTRIEI BRLECTRICE REZISTIVE 


Rste evident că o măsurare prin tensometrie este posibilă numai atunci 
cînd se poate realiza o variaţie a sareinii aplicată piesei, respectiv 0 
încărcare şi descărcare, Fără aceasta, măsurarea — de exemplu pe un 
stilp al unei case — nu este posibilă. 

'hensoretria, electrică permite măsurarea eforturilor unitare remanente 
san studiul concentrării eforturilor unitare, cum se vă arăta, în continuare. 

Încorporind trăduetorul tensomebrie rezistiv într-un dispozitiv . de 
formă, adecuastă — căruia, i se dă numele general de captor — se pot; realiza 
măsurări pentru cele mai variate mărimi mecanice. Aşa, de exemplu : 

— lipind toţi cei patru traductori ai punţii (montaj în punte completă) 
pe o bază solicitată 1a întindere, fig. 19.11, se realizează un dinamometru ; 

—— lipind cei patru traduetori pe o bază de secţiune circulară, înclinați 
la 45 faţă de axa barei, fig. 19.12, se realizază captorul unui dinamometru 
pentru cupluri de răsucire ; 

— aplicînd doi traductori pe o membrană elastică a unei capsule şi 
etalonând, captorul, se realizează un manometru tensometric, fig. 19.13 ; 

— se obţine o creştere a sensibilităţii manomstrului, folosind traductori 
de forme speciale, de exemplu ca în figura 19.14; : 

— aplicînd traductori pe lamela elastică, fig. 19.15, se realizează 
captorul seismic de măsurat “vibrații. S-au notat pe desen : 

1 — lammela, elastică, 2 — masa, seismică, 3 — traduotori tensometrici, 

4 — bome de legătură, 5 — şurub micrometrie pentru etalonare, 

6 — cutia captorului. 


4. NOȚIUNI DE FOTOELASTICITATE 


Formulele fundamentale din rezistența materialelor sînt bazate pe 
ipoteza lui Bernoulli. Această ipoteză se verilică experimental pe contur, 
prin desenarea nnor reţele pe supraiaţa piesei solicitate. Se pune însă pro- 
blema de a verifica dacă în interiorul materialului ipoteza se menţine. În 
teoria elasticităţii se stabilesc legi mai complicate de distribuţie a eforturi- 
lor unitare, cum este cazul, de exemplu, al seeţiunilor cu concentratori de 
etorturi unitare. În numeroase probleme, calculul analitic este imposibil de 
aplicat şi rezolvarea necesită metode experimentale. | 

Rezistenţa materialelor a căuta o metodă experimentală care să 
xăspundă, acestor întrebări. Cele mai bune rezultate pentru studiul efor- 
tmrilor unitare le-a dat metoda fotoelastică. Studiul experimental se face 
trimiţind un fascicul de lumină polarizată asupra unui model al piesei 
care se studiază, executat; din material transparent. 

În lumina obişnuită, vectorul cîmpului electromagnetic vibrează în 
diverse plane, care se întretaie pe linia: razei luminoase. Lumina polarizată 
plan rezultă dintr-o vibraţie a acestui vector într-un singur plan, numit 
plan de polurizare. Ea poate fi produsă din lumină obișnuită, albă sau 
monocromatică, prin rejlexie, xefracţiie sau dublă retraeţie. De obicei, pola- 
pizawea, se realizează cu ajutorul unor substanţe sintetice, numite polaroizi. 
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„__ Ideea, de a se folosi lumina polarizată la studiul eforturilor unitare s-a 
născut pe la, mijloeul secolului al XIX-lea, prin descoperirea proprietății de 
birefringență accidentală pe care o au materialele transparente, supuse la 
eforturi unitare. În sfirşit, prin teorema lui Maarice Levy, demonstrată în 
1898, s-a arătat că starea, de tensiune plană este, în majoritatea cazurilor 
independentă, de constantele elastice Eși v, Cu alte cuvinte, rezultatele obţi- 
nute prin îotoelastieitaite pe un model din material transparent pot fi 
transpuse direct la piesa similară, tăcută din oţel sau alt material. 

Metoda fotoelastică rezolvă azi cu succes numeroase probleme plane 
ale teoriei elasticităţii. Ea este aplicată în ultimul timp şi la probleme de 
stări spaţiale de eforturi unitare. Pentru studiul experimental prin metoda 
fotoelastică este nevoie de o instalaţie optică străbătută de lumină polari- 
zată şi de modele transparente, făcute din anumite materiale, lipsite de 
tensiuni interne şi supuse stării de eforturi unitare care se studiază. 

Și în forma, cea, mai simplă, instalaţia de fotoelasticitate este alcătuită 
ca în figura 19.16 Sursa $ produce lumină albă sau monocromatică,. Ea, este 
realizată dintr-o lampă cu are voltaic sau, la. o instalaţie mai modestă, din 
unul sau mai multe becuri electrice. Piesa, P este polarizorul care realizează 
lumina polarizată şi o trimite asupra modelului M ce urmează a îi studiat, 
făcut din material optie activ. Lumina polarizată, ieșită din modelul trans- 
parent, trece apoi prin analizorul A. şi se proiectează pe ecranul B. Polari- 
zorul P și analizorul „A sînt idenţice. Fiecare dintre ele are un anumit; plan 
de polarizare. În cazul figurii, polarizorul are planul de polarizare orizontal 


Fig. 19.16 


ceea ce face ca vibraţia luminii să aibă loc într-un plan vertical. La analizor, 
planul de polarizare este vertical, iar vibrația luminii are loc într-un plan 
orizontal. , Ă 
Dacă planele polarizorului și analizorului ar face un unghi 
i l ; lui oarecare $ 
(fig. 19.17) intensitatea luminii care trece prin analizor sata 


a La = n cos? 6, 
unde 7» este intensitatea, la ieşirea din polarizor. 
Rotind încet analizorul, în spatele său apare pe rînd întuneric şi lu- 


mină, tuneţie de unghiul 9. în instalaţia de fotoelasticitaite, analizorul şi 
polarizorul stau în permanenţă, cu planele perpendieulare.. Cit timp EA 
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există modelul M sau dacă acesta nu este supus la eforturi unitare, pe 
ecran este întuneric. Dacă asupra modelului JM se exercită eforturi unitare 
în planul său, pe ecran apar dungi luminoase şi întunecate. Explicaţia 
acestui fenomen s-a dat pe baza proprietăţii plăcii transparente de a deveni 
anizotropă sub efectul eforturilor unitare. i 

Fie placa, din figura 19.18, supusă, stării plane de eforturi unitare a, oz. 

Perpendicular pe ea, în punctul 0, cade raza de lumină polarizată, care 
vibrează în planul OA, cu amplitudinea a. 


Er! 


Fig. 19.47 Fig. 19.18 


În general, dacă lumina polarizăită străbate un mediu anizotrop, ea se 
descompune în două componente perpendiculare, polarizate plan, care se 
propagă cu viteze diterite. Fenomenul poartă numele de birefringenţă. S-a 
constatat că modelele transparente, izotrope, supuse unei stări plane de 
eforturi unitare, suferă o anizotropie optică, prezentind fenomenul de 
birefringenţă accidentală. 

Ca, urmare, raza de lumină polarizată din planul OA, care vibrează, 
după legea 

Sp = acos pl 


este descompusă de către model în componentele OB și OC din îig. 19.18 
care, înainte de a străbate placa, au ecuaţiile 


8, = OB cos pi = a cos a cos pt 
Sp = 00 cos pt = a sin a cos pt. 


Datorită biretringenţei accidentale, cele două componente străbat 
placa de grosime h cu vitezele v, şi v2, deci în timpii 
h h 


= 2 
Lui Va 
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Ca urmase, ecuaţiile vibrajiei la, ieşirea din modelul transparent, sint 
si = a cos a cos pt — îi) 


5, = asin a cos p(i—t). 
Ele au o diferenţă de fază 
Ma — 0), 
Pia 


dt = (it) ( în) = bah 


Vibraţiile si şi s;, ajungînd la analizor, produc un fenomen de inter- 
ferenţă, care dă naştere la franje luminoase sau întunecate. Vibrajia rezul- 
tantă care trece prin analizor este diferența vectorilor OD şi OB 

8 = 8! sin & — Ss; COS a = a sin « cos e[cos p(i—i) — cos p(î—t)]. 


Prin transformări, această relaţie devine 


PI uim sin p (+ aa: 
2 2 
ea, reprezentind o vibraţie armonică de amplitudine 
As asin2asin Ph hi. (19.6) 


în experienţele de îotoelasticitaste, 
există două, situaţii cînd expresia (19.6) 
se anulează, deci pe ecran se obţine 
întuneric : 

a) Dacă sin 2a:= 0, deci a = nr, în- 
seamnă că direcţia axei de polarizare 
coincide cu o direcţie principală a efortiu- 
rilor unitare. Punctele în care este satis- 


făcută această condiţie formează linii 4 
avînd proprietatea că direcţiile efortu- ya 
7 , 


/soclină 


rilor unitare principale rămîn constante : 
linii izocline (fig. 19.19). Forma acestor 
linii, funcţie de unghiul a, "deci de 
montajul folosit, se schimbă mereu atunci cînd se rotesc simultan po- 
larizorul și analizorul, rămînînd cu planele perpendiculare. 

b) Acolo unde 


Fig. 19.19 


Ph) — pre (19.7) 
2 
se obţin de asemenea punete intunecate, 
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__ Experimental s-a constatat, de către Brewster, că diferenţa de fază 
din relaţia de mai sus este proporțională cu diferenţa eforturilor unitare 
principale care solicită placa 


îi —ba = ko. — 92). (19.8) 


Aceasta, este relaţia de bază a fotoelasticității. 
Făcând înlocuirea în (19.7), se obţine 


Pl (a, — a) = m 
respectiv 
2 ur 
ph 


Se obţine întuneric pe ecran, în spatele analizorului, în punctele în care 
este satisfăcută relaţia (19.9). 


G—a= 


(19.9) 


Notînd 
27 
P = (19.10) 
pl 
se poate scrie 
i 20 E, (49.11) 


Constanta P, măsurată în da N era, este o caracteristică a materialului 
transparent şi a luminii folosite. Ea poate îi determinată experimental 
făcînd o experienţă de întindere, la care o 3 =0. Întinzînd placa de ma- 
terial transparent, se obţine la un moment; dat întuneric complet, pentru 
un efort unitar o, deci este satisfăcută, relaţia (19.11) 


iei 3 


Continuînd întinderea, ecranul se luminează și apoi urmează 0 nouă 
întunecare, pentru o,2, cînd relaţia (19.11) va deveni 


ga, (EDP 
12 Fă i 
Prin scăderea; acestor expresii, se află 
F = Mos — Su). 


Pentru Araldit D, constanta este F =:14 daN/em. 
În locul a două umbre succesive, obținute în timp la solicitarea de 
întindere, se pot realiza benzi sucoesive simultane, la solicitarea de încovoiere. 
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Materialele folosite pentru confecţionarea modelelor sînt celuloidul, plexi- 
glasul, aralditul, fenolitul, vinilitul. Ultimele trei sint; materiale transparen- 
te sensibile din punet de vedere fotoelastic, care permit să se obțină atit; 
liniile izocline cât şi cele izocromatice. Ă 

Liniile izocromatice reprezintă locul geometric al punctelor, din mode- 
lul transparent, în care diferența eforturilor unitare principale este con- 
stantă, deci unde relaţia (19.9) devine 


_ En +a 
ph” 


- Gind se lucrează în lumină monocromaiică, ele sînt linii de culoarea 
luminii respective, urmate de spaţii întunecate. În lumina albă, izoeroma- 
ticele au culorile spectrului, fiecare dintre ele avînd în tot lungul ei culoarea 
constantă, La bara solicitată la încovoiere pură, spectrul izocromaticelor 
este ca în figura, 19.20. Faptul că ele sînt linii paralele arată că în toate secțiu 


01 — 02 (19.12) 


Fig. 19.20. "Fig, 1921. 


nile efortul unitar este acelaşi. Paptul că liniile paralele sint echidistante de- 


-monstirează că în secţiune eforturile unitare variază liniar. Dacă bara este 


simplu rezemată la, capete, cu o sarcină concentrată, izocromaticele au 
forma din figura 19.21. Se vede că, pe măsură ce secţiunea este mai depăr- 
tată de mijloc, numărul de linii scade, deci etortul unitar maxim se mieşo-. 
rează... Liniile . izocromatice se obţin numai dacă se lucrează cu materiale 
sensibile din punct de vedere fotoelastie. Din figurile de mai sus se observă 
modul cum apare în fotoelasticitate fenomenul complex din puneiele unde 
se aplică forțe concentrate. În acele puncte se produe eforturi unilare 
locale, care produc o îndesare a liniilor izoeromatice. 

Izoolinele sînt curbe care apar de asemenea pe ecran la încercarea de 
fotoelasticitaste. Dacă sistemul polarizor-analizor se rotește, păstrind însă 
perpendicularitatea, celor două plane de polarizare, îorma liniilor izoeline 
se schimbă mereu. Se pot trasa astfel familii de izocline corespunzălioare 
rotirii din 5 în 5 a planelor de polarizare, Atunci cînd prezenţa, izoclinelor 
împiedică examinarea clară a izocromaticelor, primele pot; fi eliminate, 
realizind. lumină polarizată circular, prin aşezarea unor lame sferi de undă 
din mică, după polarizor şi înainte de analizor. Printr-o metodă grafică, pe 
baza izoclinelor, se pot trasa liniile szostatice, adică întăşurătoarele efor- 
turilor unitare principale. 

În lucrările de specialitate [75], [77], [80] se arată metodele analitice 
şi grafice prin care se prelucrează spectrele obţinute experimental, spre a 
se putea determina mărimea eforturilor unitare. Cu ajutorul metodei 
fotoelastice, se studiază, azi pe modele piese complicate, determinind distri- 
buţia eforturilor unitare în mod corect și evitînd erorile care se fac prin 
calcule aproximative. 
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5. METODA MOIRE-URILOR 


În ultimii ani, s-a pus la punct; o nouă metodă optică pentru studiul 
stărilor plane de deformajie, ca şi pentru studiul plăcilor, numită metoda 
moir6-urilor 4). 

În acest scop se folosesc rețele de linii paralele, albe și negre, foarte 
dese, desenate de obicei pe filme transparente. S-au pus la punct diverse 
tehnici de realizare a acestor rețele, care pot avea, de exemplu, 100 linii 
pe centimetru. Grosimea liniilor negre este egală cu a spaţiilor albe dintre 
ele. 

Fie două astfel de reţele „suprapuse, cu liniile paralele. Dacă liniile 
negre ale ambelor reţele se suprapun, se obţine o imagine ca şi cînd ar fi o 
singură rețea. Dacă liniile albe ale unei reţele se suprapun peste cele negre 
ale celeilalte, apare o imagine complet neagră ; în acest caz, cele două reţele 
sînt; decalate între ele cu p/2, unde p este pasul lor. Cînd decalajul este cu- 
prins între 0 şi p/2, apare o imagine uniformă, cenușie, cu atât mai întune- 
casă cu cît decalajul se apropie de p/2. 

Să considerăm acum că dintre cele două reţele identice, una este lipită 
pe o piesă care suferă o întindere uniformă, iar a doua — rețeaua martor — 
este aşezaită deasupra ei, avînd liniile paralele cu ale primei rețele. În urma, 
întinderii piesei, rețeaua lipită pe ea, se lungeşte, pasul ei devenind (L-+-e)p. 
Spectrul de interferență care se obține prin suprapunerea reţelelor are 
aspectul din fig. 19.22. Liniile întunecate se succed la distanțele D, care 
constituie pasul franjei moir6. Imaginea din fig. 19.22 este moirâ-ul core- 
spunzător piesei încercate la întindere uniformă, 

Se înţelege că la extremităţile pasului D se suprapune o linie neagră a 
unei reţele peste spaţiul alb al celeilalte. În restul intervalului, există, 
diverse decalaje între reţeaua de pas p și cea de pas (14+-e)p. Dacă pe lungi- 
mea D sînt n pasuri ale reţelei p, este evident că vor fi (n—1) pasuri ale 
reţelei (1-+e)p. Se poate serie deci pasul rețelei moir6 : A 


D = np = (nb) (+ hp 


de unde rezultă, prin eliminarea lui n, 


=, 19.13 
var. (19.13) 


Pasul p este cunoscut, pasul D se măsoară și rezultă lungirea specifică, e. 

Este de observat; că metoda nu are limitări în ceea ce privește mărimea 
deformaţiilor, fie ele în stadiu elastic sau plastic. În special este recomanda- 
bilă pentru deformaţii relativ mari -— metale în zona plastică, materiale 
plastice — acolo unde tensometria, electrică nu mai este aplicabilă. 

Există astăzi o varietate mare de moduri de aplicare a metodei moir6- 
urilor, 


1 Sau, simplu, metoda moir€. 
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Se poate mări precizia metodei folosind reţele de pasuri uşor diferite. 
Se folosesc și reţele moir6 formate din cercuri concentrice, la distanțe 
neegale între ele. 


Fig. 19.22, 


Dacă cele două rețele sînt aşezaite cu liniile înclinate între ele, franjele 
moir6 au aspectul din figura 19.23. 

Dacă cele două reţele sînt cu liniile perpendiculare, se obţin îranje 
moir6 ce amintesc de izocromaiele de la fotoelasticitate. Trebuie subliniat 
că nu există legătură între fotoelasticitate şi moirs-uri : astfel, pentru o 
bară solicitată la întindere, la foetoelasticitate nu apare nici o linie, iar 
intensitatea luminoasă se schimbă cînd forța variază ; la aceeaşi piesă, 
franjele moir€ există în permanenţă, iar pasul lor se schimbă cînd variază 
forţa. 

Folosind metode prin reflexie, se pot studia şi alte probleme, de exem- 
plu detormaţiile plăcilor plane. Reţeaua este desenată pe suprafaţa unui 
ecran cilindric. Se fotograiiază rețeaua, de linii reflectate de o placă lustrui- 
tă nedeformată ; după deformarea acestei plăci, se fotografiază din nou, pe 
acelaşi clișeu, reţeaua reflectată. Prin suprapunerea celor două imagini 
veflectate, se obține o rețea moir€, cu ajutorul căreia se poate calcula defor- 
maţia plăcii. 

în literatură există monografii consacrate acestei metode, în care se 
arată tehnica de lucru şi multiplele ei aplicaţii, [79], [80]. 
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6, LACURI CASANTE 


Lacurile casante constituie o tehnică utilă pentru studiul deformaţiilor 
pieselor cu stări complexe de solicitare. Aceste lacuri, realizate după diverse 
reţete, au proprietatea că se fisurează la o anumită, deformaţie. Aplicînd o 
peliculă de lac casant pe suprafața piesei şi mărind din ce în ce încărcarea, 
se observă locurile unde apar fisurile peliculei, orientarea acestora şi extin- 
derea lor pe măsura creșterii încărcării. Experienţa arată că fisurile sînb 
perpendiculare pe direcţia lungirii specifice maxime. 

Aceste lacuri se etalonează prin aplicarea pe supraleţe de piese cu o 
stare cunoscută - de deformaţii, de exemplu bare solicitate la întindere. 

Lacurile fisurează la o anumită deformaţie, pentru o temperatură 


dată şi o-umiditate dată. O valoare uzuală este deformația specitică de 
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500 um/m. = 500 -110-€ pentu o temperatură de 20% şi o umiditate relativă, 
de 20%. Acestei deformaţii îi corespunde, la piese din oţel, un efort unitar 


o — Be = 2,1 +100+500 :10-6 = 1050 daN/em?. 


Schimbarea condiţiilor de temperatură şi umiditate modifică mult 
valoarea deformaţiei la care lacul se fisurează. De exemplu, o scădere de 
30 a, temperaturii prescrise, după aplicarea lacului, produce o solicitare 
de întindere a peliculei și face ca, ea să fisureze la o detormaţie de 300 um /m 
a piesei metalice. 

Lucrînd cu un lac casant etalonat, în condiţii bine controlate de tempe- 
ratură şi umiditate, se pot măsura eforturile unitare cu precizie de + 10%. 

De obicei lacul casant; constituie o metodă calitativă de studiu, care 
precede măsurarea tensometrică, arătînd locurile unde au loe cele mai mari 
deformajii și airecţiile acestora. 


7. CROMOPLASTICITATEA 


La Institutul de Construcţii din București, sub conducerea acad. Ștefan 
Bălan, s-a pus la punct o nouă metodă experimentală, pe care autorii au 
denumit-o cromoplasticitate. În acest scop, s-au realizat o serie de mase 
plastice, de culoare gălbuie, care au proprietatea că în momentul în care 
sînt solicitate în domeniul plastic îşi schimbă culoarea : ele se albesc în 
partea întinsă și se întunecă în partea comprimată,. 

Realizînd modele din astfel de mase plastice și încărcîndu-le, se pot 
stabili cu precizie locurile de apariţie a solicitării plastice, deci secţiunile 
cele mai solicitate. Descrierea modului de lucru și a numeroaselor aplicaţii 
ale metodei este dată în monografia [73]. 


8. CONCENTRAREA EFORTURILOR UNITARE 


Experienţa, arată că la piese cu variaţie bruscă de secţiune și la cele cu 
raze de racordare mici, se pot produce ruperi, chiar dacă metoda, clasică 
de calcul arată că nu există pericol. 

Așa, de exemplu, bara cu crestătură periferică din figura 19.24 se 
xupe la un efort unitar mult; mai mio decât rezistenţa de rupere 6, dacă 
efortul unitar de întindere este calculat cu relația uzuală o = P/A. 

Fenomenul acesta, foarte important în construcţia de mașini, a făcut 
obiectul a numeroase cercetări, care au dus la concluzia că în dreptul 
crestăturilor se produc eforturi unitare mult superioare celor date de caleu- 
lul clasic de rezistenţă. Fenomenul se numește concentrarea eforturilor 
unitare, iar variaţia, de secţiune care duce la acest efect; se numeşte concen- 
irator. Studiile făcute în teoria, elasticităţii arată că la o bară cu concentrator, 


de felul celei din figura 19.25, solicitată la întindere, în loc ea eforturile 


unitare să aibă o valoare constantă pe secţiune 
2 (19.14) 


Cp = 
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ele variază după o curbă care are maximul în fundul concentratorului o. 
Între efortul unitar nominal 6, caleulai; pe baza relaţiilor elementare 
din rezistența materialelor, și efortul unitar maxim din concentrator op se 
poate scrie relaţia 
Oy = %* Gay (19.15) 
unde « >> 1 este coeficientul de concentrare a eforturilor unitare. La solicitări 
statice, acest coeficient depinde numai de elementele geometrice ale concen- 
tratorului. În figura, 19.26 s-a reprezentat efectul de concentrare pentru o 
bară solicitată la încovoiere. 
În construcţia de mașini se întîlnese numeroase tipuri de concentraiori, 
cum ar fi: crestături periferice, variații de diametru servind la calarea 


Fig. 19.24. Fig. 19.25. Fig, 19.26. 


rulmenţilor pe arbori, găuri transversale, filete, șanțuri de pană, montaje 
presate între două piese etc. Coeficienţii de concentrare respectivi au fost 
studiați în teoria, elasticităţii, în unele cazuri pe cale teoretică, în altele 
experimental, și se găsesc dați sub formă de grajfice sau tabele în literatura 
de specialitate. . 

în figura, 19.27 se arată variaţia lui e la, o platbandă, cu salt de lăţime, 
făcut prin racordare cu raza 7, solicitată la, întindere. Se vede că « este 
funeţie de H/h şi r/h, respectiv că el crește o dată cu saltul HI/h şi că scade cu 
creşterea, razei de racordare. Rezultă de aici necesitatea, ca racordările să 
fie făcute cu raze cit mai mari. 

În figura, 19.28 se dă coeficientul de concentrare al găurii transversale 
într-o platbandă întinsă. Se vede că pentru un diametru foarte mic rezultă 
a = 3, deci în piesă se produc eforturi unitare de trei ori mai mari decit 
cele date de calculul uzual. e 

Cercetările făcute au arătat că la, solicitări statice fenomenul de con- 
centrare arătat se manifestă numai în regim de solicitare elastică. La, me- 
tale tenace, după atingerea limitei de curgere, efecţul de concentrare 
dispare. Din contră, la metalele fragile, acest efect se manifestă pină la ru- 
pere. Din aceste motive, la solicitări statice coeficienţii de concenirare a 


eforturilor unitare vor fi introduși în calcule numai pentru metalele fragile. 


584 


[să 
A. 
30 pi 
28 H: 
pi? 
28 
24 —— 
22 
20 
"48 
76 
Me 
12 
4 
0 01 02 03 Qh 05 06 07 098 03 rfh 
ză 
Fig. 19.27. 
LA 
20 
28 
26 
24 
22 
20 | 
18 
16 
4 
0 01 020304 05 06 07 Za 
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Tot probleme de concentrare a eforturilor unitare sînt; cele referitoare 
la distribuţia eforturilor unitare în jurul punetelor de aplicare a forţelor con- 
centrate. Una dintre cele mai importante probleme de acest fel este cea a; 
eforturilor unitare de contact, între suprateţe curbe sau între suprafeţe curbe 
şi plane, întilnită la, calculul rulmenţilor, la studiul angrenajelor ete. Astfel 
de probleme îşi găsese rezolvarea, numai prin metodele teoriei elasticităţii, 
fiind studiate în lucrărie de specialitate [17], [38], [40]. 
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Dintre metodele experimentale folosite în studiul concentratorilor de 
eforturi unitare, cea mai eficientă este fotoelasticitatea.. Ă 

Pentru un concentrator de felul celui din fig. 19.27, solicitat însă la 
încovoiere, spectrul liniilor izocromaiice este arătat în fig. 19.29. Se nu- 
mără izocromadicele pornind de la cea de ordin zero, aşezată în axa barei, 
în secțiunea de încastrare. În fundul concentratorului se realizează izo- 
cromatica de ordin 19, arătind că aici au loc cele mai mari eforturi unitare. 


Fig. 19.30. i Fig, 19.31, 


Pentru o platbandă avînd două crestături laterale, izocromatiicele sînb 
arătate în fig. 19.30, 

Fig. 19.31 arată modul cum se pot determina, prin fotoelasticitate, 
eforturile umitare de coniact, produse de aplicarea unei forţe concentrate pe 


un semispațiu elastic. ; : 
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9. MĂSURAREA TENSIUNILOR INTERNE 
a. GENERALITĂȚI 


În cele ce urmează vom folosi de preferință denumirea de tensiune, 

mult mai răspîndită — în această problemă — decât cea, de efori unitar. 

n accepțiunea cea mai generală, sub denumirea de tensiuni interne, 

se înțeleg tensiunile care există sau se produe în interiorul unui corp, fără o 
cauză exterioară vizibilă, deci în absenţa unor forțe exterioare. 

Analizind cauzele care le dau naştere, se constată că se pot distinge 
patru feluri de tensiuni interne : 

a. Tensiuni interne în piese care au suferit răciri inegale, în urma tur- 
nării, forjării, sudării sau unor tratamente termice. 

b. 'Tensiuni remanente care rămîn „după descărcare, în piese din mate- 
riale cu proprietăţi plastice, după ce au fost supuse unor solicitări elasto— 
plastice : bare solicitate la încovoiere sau răsucire, tuburi şi discuri autofre- 
tate ete. Acestea pot îi calculate, dacă se cunoaşte istoria lor, ca în Cap. 18. 
Ă 6. Tensiuni termice produse de variații de temperatură, în sisteme cu 
dilatări împiedicate. 

d. Tensiuni de moniaj în sisteme static nedeterminate. 

'Pensiunile de sub a) şi b) există în piese adesea fără a ne da seama ; ele 
pot fi detectate prin anumite metode, respectiv pot îi anulate prin trata- 
mente termice corespunzătoare. Pensiunile de sub e) şi d) sînt similare 
celor produse de forţe exterioare : ele se anulează îndată ce. dispare cauza 
care le-a produs. Unele exemple au fost date în Cap. 11. 

În ce priveşte domeniul în care se extind, tensiunile interne sînt : 

— de speța întâia, acelea care sint; constante pe domenii macroscopice, 
deci care fac abstracţie de structura materialului, considerîndu-l amort, 
izotrop ; . i i 
— de speța a doua, a treia și a patra, cele care au loc între cristale, în 
interiorul cristalelor și între atomi. $ 
__ Expunerea care urmedză se referă numai la tensiunile interne de 
speța întiia,. i - : 

Tensiunile interne au, în majoritatea cazurilor, efecte nefavorabile, 
uneori putînd duce la producerea de accidente cu urmări grave, Aceasta, se 
datoreşte în special faptului că mărimile lor sînt de obicei necunoscute şi 
că se adaugă . tensiunilor de lucru din piese, ducind la stări de solicitare 
peste cele admisibile. Uneori. tensiunile interne, bine dirijate, pot avea 
efect favorabil, de. exemplu măresc rezistența la, oboseală a pieselor. 

Studiul tensiunilor interne constă în a le calcula, dacă este posibil, 
respectiv a le determina pe cale experimentală, atunci cînd nu pot fi calcu- 
late. pă : 

Multă vreme studiul tensiunilor interne a fost neglijat, fapt care a avut 
consecinţe grave în construcţiile metalice. În ultimele decenii, s-a dat o 
atenţie deosebită acestei probleme, creindu-se o literatură de specialitate 
în jurul ei. În lista bibliografică se citează : lucrarea [68] consacrată ruperii 
fragile a plăcilor sudate, deci interesind construcţiile de nave, avioane, 
autovehicule, poduri, rezervoare, reactoare ; lucrările [69], [70] consacrate 
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studiului tensiunilor de origine termică; lucrarea [71], avînd ca temă 
măsurarea, calculul şi efectele tensiunilor interne. 

Ca efecte ale tensiunilor interne, se pot cita: 

e existenţa de tensiuni necunoscute, care se adaugă celor de lucru, 

deci măresc pericolul de rupere ; 

— producerea de deformaţii ; 

— modificarea, caracteristicilor mecanice ale materialelor ; 

— producerea de fisuri, sub acţiunea unor agenţi corozivi ; 


— la sticle optice, producerea de efecte iotoelastice dăunătoare. 


b. MĂSURAREA TEXSIUNILOR INTERNE DATORITE RĂCIRII INEGALE 


„Astfel de tensiuni iau naștere în urma răcirii pieselor turnate, forjate, 
laminate şi a zonelor supuse încălzirii la construcţiile sudate. 


În general, la astfel de piese, în urma răcirii se produce detormaţii, faţă 
de forma teoretică dorită, ca rezultat al echilibrăxii tensiunilor interne. 
Ă Mecanismul producerii tensiunilor interne într-o bară cilindrică este 
ilustrat în figura 19.32. În prima fază a răcirii, figura 19.32, a, partea 
exterioară, supusă acțiunii aerului, se răceşte mai repede decit cea centrală. 
Ca urmare, ea se contractă mai mult 
şi exercită asupra părţii centrale un 
efect de compresiune ; opoziția mani- 
festată de partea centrală la această, 
acţiune produce în partea exterioară 
eforturi unitare de întindere. Cînd 
acestea ating limita de curgere la cald 
Om; în partea exterioară se produc 
deformaţii plastice. Cînd partea ex- 
terioară este practic răcită, cea cen- 
trală este încă în stare caldă. Con- 
tinuînd răcirea, partea centrală se 
scurtează, mieşorindu-se tensiunile 
interne de compresiune din ea, pînă 
la dispariţie. În continuare, scurtarea 
părţii centrale, datorită răcirii, este 


Partea „ Parlea,, împiedicată de partea exterioară și 
exlerivară centrală ca urmare se exercită un efect de 
Vi 6 compresiune asupra părţii exterioare, 

Fig. 19,32. xespectiv unul de întindere asupra 


celei centrale, datorită contracției 
împiedicate (fig. 19.32, b). 

În final deci, în zona centrală, care s-a răcit ultima, se produc eforturi 
unitare interne de întindere, în timp de în zona care s-a răcii mai devreme, 
eforturile unitare sînt de compresiune. Aceasta este o regulă generală în 
producerea, tensiunilor interne datorite răcirilor inegale. 
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Întzucit asupra barei nu acționează nici o forță exterioară, tensiunile 
interne trebuie să dea un sistem de forțe în echilibru 


ţ Li “dis 0. 
Pi 


Ca urmare, într-o parte a piesei tensiunile interne sînt; pozitive, iar 
în cealaltă parte negative. 

“Tensiunile interne datorite răcirii inegale nu pot fi determinate decit 
pe bază de măsurări. În acest scop s-au imaginat numeroase metode, în 
majoritate distructive. În general, metodele constau în a elimina, prin 
tăieturi, anumite tensiuni interne și a măsura, prin tensometrie, deforma- 
ţiile care se produc în urma tăieturilor. 

Pentru piese turnate, tensiunile interne pot fi ușor măsurate cu ajutorul 
epruvetei în formă de jug, reprezentată în figura 19.33. Epruveta, simetrică 
faţă de axa verticală, are două bare laterale, de secțiuni A, şi o bară cen- 
trală, de secţiune sensibil mai mare, A2, precum şi două traverse, sus și jos, 
destul de rigide, spre a putea fi considerate indeformabile. 

Fie o, şi o, tensiunile interne necunoscute, consideratie uniform distri- 
buite pe secţiunile ceor trei bare. În bara centrală, mai groasă, care se ră- 
cește ultima, tensiunile sînt; de întindere, iar în cele laterale, de compre- 
siune, - 

Se marchează două repere pe bara centrală, la o distanță măsurată cu 
ajutorul unui extensometru. Se taie bara centrală întire repere, ceea, ce face 


ca eforturile unitare din ea 
să dispară. Ca urmare, datorită 
faptului că bara nu mai este 
întinsă, distanța dinire repere 
se micşorează cu Al. În acelaşi 
timp, în urma tăierii barei 
centrale, cele laterale se eli- 
berează de eforturile unitare 
de compresiune, deci se lun- 
gesc, ceea ce are ca efect o. 


îndepărtare a reperelor de pe | IFTIŢI ŢI 
bara centrală. ii | "il! 
Mieşorarea distanţei din- ) 0% irdere 


tre repere rezultă deci din 
suprapunerea unei scurtări 
datorite eliberării eforturilor 
unitare oa şi unei lungiri, da- 
torite eliberării lui o, 


i Al Ga Si 
DE: cete pt p Fig. 19.33. 
(19.16) : 
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A doua ecuaţie se obţine din condiţia de echilibru a forțelor date de 
tensiunile interne : 


Azoa + 2 Ac, =0. (19.17) 


Rezolvarea sistemului dă valoarea tensiunilor interne 


Ala dl 
Pe i: eu PO 
1 "244, 
(19.18) 
o =B A 24 A 
i aa d, 


Mărimea e = Al/l se citește direct pe extensometru. 


Pentru, piese cilindrice, tensiunile interne pot; fi măsurate prin metod 
strunjirii exterioare sau interioare. ' 


Se consideră bara cilindrică din figura 19.32, d, avînd tensiuni interne 
necunoscute. Se măsoară cu precizie lungimea barei, apoi se strunjese 
succesiv straturi subţiri, repetînd măsurarea lungimii, de fiecare dată, după 
ce s-a restabilit temperatura de regim. Prin înlăturarea acestor straturi, se 
eliberează o parte dintre tensiunile interne, iar cele rămase produc variaţia 
lungimii barei. Măsurind aceste variaţii, se stabilesc relații care due la 
calculul tensiunilor interne. Strunjirea se poate face și de la interior spre 
exterior, dacă pentru. studiul respectiv se folosesc epruvete tubulare. 

i "Tensiunile interne din plăci groa- 

An e ce an lB se; daitorite, sudurilor, răcirii după 

i ! laminare, pot fi puse în evidenţă prin 

| eliberarea lor cu ajutorul unor secţiuni. 

| | Se consideră placa ABOD din figura, 

|. 19.84, în care există tensiuni interne, 

| ' de exemplu daiorite unor cordoane 

„de sudură, Se detaşează, prin tăiere 

|: cu ferăstrăul sau cu flacăra, un ele- 

, „+. ment de placă abod, avînd laturile de 
; E: | cîțiva centimetri. Executind aceste 
;. tăieturi, elementul abed este eliberat 

|: de tensiunile exercitate asupra sa de 

i | către restul plăcii. Înainte de execu- 

"="  barea tăieturilor, pe elementul abcăd se 

Fig. 19.34, : fixează o serie de repere, 1, 2, Sec. 

isa A între care se măsoară distanţele la, 

la ha CU precizie, cu ajutorul unui extensometru. Măsurind, după tăiere, 
aceleaşi distanţe, se constată că ele au variat; cu Al2, Ala Alzs, datorită 
eliberării tensiunilor interne. Ca urmare, se cunosc lungirile specifice pro- 


| 

| 
Na 
aa 
| 

| 


„CI 
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ae a 


duse în urma eliberării tensiunilor interne 


A 
Ea = i 3 
2 
AL A 
Ea = 2; es = a 
23 13 


Cu ajutorul relațiilor din tabelul 19.1, se calculează ușor mărimile 
tensiunilor interne eliberate. 

Se precizează că în măsurarea tensometrică, pentru determinarea varia- 
ţiei Al, aparatul de măsură trebuie să se menţină pe piesă tot timpul cât 
durează operațiunea care produce variaţia de lungime. În cazul de îajă, 
aparatul trebuie să se afle pe piesă înainte de executarea tăieturilor, să se 
menţină pe ea în timpul executării tăieturilor și să se facă, citirile după ce 
piesa s-a răcit, în urma tăieturilor, Operajia de tăiere fiind destul de 
brutală, nu permite menţinerea extensometrului pe piesă, cu atât mai mult 
cu cât; este necesar a avea mai multe aparate, pentru a măsura simultan 
pe mai multe direcţii. Experienţa se realizează cu ajutorul unui tensometru 
de construcţie specială, care foloseşte pentru marcarea reperelor 7, 2, 3, 
bile de oţel aplicate pe piesă. Dacă placa este de oţel, se folosesc bile, cu 
diametrul de 1,5 mm, care se introduc pe jumătate, prin presare, în materia- 
Iul studiat, Dacă placa este de fontă, se folosesc jumătăţi de bile, aplicate 
prin lipire. În acest fel, se pot măsura cu uşurinţă distanţele dintre reperele 
1, 2, 3, înainte şi după detensionare, cu ajutorul unui extensometru cu 
ceas comparaitor, determinîndu-se variațiile Al,z, Alas Alis. 

Metodele expuse, ca şi altele asemănătoare, sînt metode distructive, 
deci piesele în cauză nu mai pot fi recuperate. Acesto metode au în special 
zolul de a pune în evidenţă tensiunile interne, de a da indicaţii asupra mări- 
mii lor, urmînd a fi luate în considerare în calcule, respectiv a se aplica, 
tratamente adecvate de detensionare,. 

Pentru cazurile în care determinările distructive nu pot fi acceptate, 
s-au imaginat și unele metode nedistructive de măsurare a tensiunilor 
interne : metoda, roentgenogratică, metode magnetice, metoda fotoelastică, 
metode ultraacustice. În general aceste metode se găsesc în faza de cerce- 
tare şi încă nu pot satisface pe deplin nevoile tehnicii. 


N METODA GĂURIERII, 
T E%) 


Se va, descrie metoda găuririi pentru determinarea tensiunilor interne 
în piese care au stare de tensiune uniformă pe grosimea lor, de exemplu 


„table solicitate Ja întindere. Considerînd o astfel de placă, solicitată prin o 


1 După un studiu publicat în Messtechnische Briefe Nr. 3/1968. 
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| 
| 


stare plană, la care se cunosc eforturile unitare principale oc, 02 pe o 
direcţie oarecare a (măsurată faţă de c,, cum se arată în partea stingă a 
fig. 19.35), precum şi perpendicular pe aceasta, se pot calcula, eforturile 
unitare o cu relajia (8.7) respectiv cu una analogă 


o, = Sa + SL52 cos2a 
(19.19) 
gas SS i 762 coda 
2 2 


Într-o placă analogă, arătată, în partea dreaptă a figurii 19.35, avind 
însă o gaură de diametru 2a, cele două eforturi unitare, la o distanţă r 
de centrul găurii, au expresiile, stabilite în teoria, elasticității 


2 VĂ 4 
g IE + 44 +37) cos2a |+ 


2 72 pa 
„9 a2 a at 
a ja pri 1 E oa cos 2a 


(19.20) 


„_ G Li ai LA a 
== [ +5 ( +3 =, eos2a] +a ++ 
Pi 
+ (25%) cos2a |. 


În aceste relaţii, o, şi ap Sînt eforturi unitare care au loc la distanță 
mare de gaură, deci care sint aceleaşi indiferent dacă placa este săurită 
sau nu. 


Fig. 19.35 
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ş P 
Ac,=o0—c, 


Să presupunem că în placa cu tensiuni interne se execută o gaură de 
diametru 2a. În acest caz, în vecinătatea găuwii, starea, de tensiune, care 
inițial era dată de relaţiile (19.19), se transformă în cea dai, de relaţiile 
(19.20). Cu alte cuvinte, în punetul situat la distanţa 7 de centrul găurii, 
au loc variațiile de etorturi unitare obţinute prin scăderea celor două, relaţii 


d o, 4 aa , 01 — 02 


2 4 
( Pi pal ) cos 2a 
72 ai 


72 2 : 2 
(19.21) 
2 pretu 4 
Egon pa zEda aaa a dacat, 
ş Liu 2 2 Lan 


Acestor variaţii de eforturi unitare le coresund, în punctul respectiv, 
langirile specifice 


e = 2 (aa — vAs,); &, = = (Ac, — vAs,). 


În realitate nu se pot măsura, chiar langirile specifice într-un punct, ci, 
cu ajutorul unui traductor tensometric de lungime 1, = Pa—r, (fig. 19.36), 
se măsoară o lungire specifică medie, pe o direcţie radială a, dată de relaţia, 


1 LE 1 Ta 
e, = edr = ——| (Ac,— vAar 
Ta |, d Bop 74) Ș n 


care, prin înlocuiri şi integrare, devine 


2 — 
ta e [ate a+w(2 =) pi Sa cos] 4 (e) 
B(r—ra) 2 A Pa Lei 2 2 


i a)) 


Se pot face următoarele notații simplificatoare pentru constantele din 
această relație 


a2 L-+vy 
2 Hf 


4== 


(19.22) 


B = 202 (ae ED a) 
4 


2 mp2 
Ti Pa T1*ra 


semnificaţia, literelor a, r,, ra rezultînd din figura 19.36. 
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Cu aceasta, lungirea specifică măsurată de traductor devine 
£ = tai + 02) +2 (0. — 62) Cos 2a. (19.23) 


În problema de faţă, sînt necunoscute o, oz. Pentru a le putea calcula 
este nevoie de trei ecuaţii, obținute în urma măsurării lungirilor specifice 
pe trei direcţii radiale. În acest scop se foloseşte o rozetă tensometrică 
pentru tensiuni interne. Aceasta se lipește în locul în care se face măsurarea, 
se echilibrează puntea pe rînd pentru cei 
trei traductori, se execută apoi cu burghiul, 
în centrul rozetei, gaura, de diametru 2a şi 
se măsoară lungirile specifice pe direcţiile 
celor trei traductori. Fie ea, e, £, lungirile 
specifice măsurate de traductorii rozetei 
din figura 19.36. Luînd ca origine pentru 
unghiuri direcţia traductorului e, cele trei 
lungiri specifice sînt, conformrelaţției (19.28) 


Ea (61 + o2) + (0, — 02) cos 2« 


Pi „BD 


si ani i 0-4: 03) +2 01 — 6a)eos2(u-+1.35%) 


B (că 
5 24 Gt 04) + (o,— cs)oos2(a— 135). 


Acest sistem poate fi rezolva în fune- 
ție de necunoscutele o; 02 şi « (care va 
fi notat q): 


Fig. 19.36 


ii ate + es) + Via =: ea ca)? + (e — eo)? 


(19.24) 
ae = tea + e) = DV Flea 
zbate e Ma Se (19.25) 


Dep — Ep —€£e 


În acest fel, s-au găsit; cele două tensiuni interne principale și direcţiile 
lor faţă de traductorul e. i 

În figura, 19.37 se arată aspectul unei rozete tensometrice pentru tensiuni 
interne. Pentru rozeta cu unghiuri de 45%, arătată în figura 19.38, relaţiile 
(19.24) rămîn valabile, în timp ce relaţia (19.25) se înlocuieşte prin 


E — £e 


oa mie (19.26) 
i imniiea ieiical i 


tg 20 = 


594 


i în ce privește unghiul 2q, el se măsoară în sers trigonometric 'de la 
direcţia, eg. În funcţie de semnele pe care le au numărătorul şi numitorul din 
relațiile (19.28), (19.26), unghiul 2q se găseşte în cadranele indicate de tabe- 
ul 19.2. 


Fig, 19.37 Fig, 19.38 

Tabelul 19.2 
Numărătorul + Ă + E as = 
Numitorul + — — + 
Unghiul 2q* 0—90 90-—180 180—270 270-360 
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PARTEA II 
CALCULUL DE REZISTENȚĂ 


CAPITOLUL 20 


ÎNCERCĂRILE MECANICE ALE MATERIALELOR. 
RUPEREA MATERIALELOR 


1. SCOPUL ÎNCERCĂHILOR MATERIALELOR 


Cum se arăta 1a începutul volumului, pe baza unui număr de ipoteze 
privind corpurile deformabile, se stabilesc o serie de relaţii ce exprimă 
eforturile unitare și deformaţiile. Pentru eforturi unitare, relaţiile de calcul 
sînt, adesea, complet; independente de felul materialului. Pentru deformaţii, 
este necesară cunoașterea constantelor elastice E, G, v. 

Limitînd cunoaşterea materialului la, cele expuse, este imposibil a face 
un calcul de dimensionare, sau un calcul corect; de verificare a unei piese, 

Este necesară, în plus, cunoaşterea unei serii de caracteristici mecanice 
ale materialului, specifice solicitării la, care este supus. Determinarea, aces- 
tora face obiectul unei ştiinţe cu pronunțat caracter experimental — încer- 
zările mecanice ale materialelor — asupra căreia se vor da, unele noţiuni 
sumare în acest capitol. Încercarea mecanică a materialelor, singură, nu 
este suficientă pentru cunoaşterea acestora în vederea proiectării de rezis- 
tenţă. Sint necesare, în plus, cunoştinţe de metalurgie, chimie, fizica 
metalelor. | 

Încercarea materialelor permite stabilirea unor stări limită, pe baza 
cărora, se pot alege rezistențele admisibile. Această problemă va fi examinată, 
în amănunt, în capitolul următor. 

Pentru a face încercări mecanice ale materialelor, este nevoie de: 

— epruvele, avind diferite forme şi dimensiuni, adeseori standardizate ; 

„_— mașini şi aparate de încercat, avînd rolul de a aplica epruvetelor 
diverse sareini, spre a realiza, cazurile de solicitare analoge celor studiate 
pe cale teoretică ; 

— aparaie de măsurat forțe și deformaţii. 
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La, încercarea unui material trebuie să se măsoare două feluri de 
mărimi : eforturile unitare și deformaţiile. Pentru primele, se măsoară în 
general sarcinile aplicate epruvetelor şi apoi se aplică formulele de re- 


zistență cunoscute, corespunzătoare felului solicitării. În cazuri complicate, 
se recurge la metode speciale experimentale, cum sînt metoda fotoelastică,: 


analogia cu membrana ete. Pentru măsurarea deformaţiilor servese 
extensometrele cu care se pot măsura deformajții de microni. Avînd măsu- 
rate aceste donă mărimi, se pot; trasa curbele caracteristice ale materialelor. 


2. CLASIFICAREA ÎNCERCĂRILOR MECANICE ALE MATERIALELOR 


Sectorul încercării materialelor este foarte vast, el. cuprinzînd totali- 
tatea, laboratoarelor fizice şi chimice. Încercările mecanice ale materialelor 
fac parte din grupa încercărilor fizice, rezistenţa materialelor şi mecanica 
fiind capitole ale fizicii. Păpînd o clasificare în mare a, încercărilor maiteria- 
lelor, ele pot îi grupate astfel : 

a) încercări mecanice : încercări de rezistență, duritate, uzură, încer- 
cări tehnologice ; 

d) încercări fizice (altele decit cele mecanice) : defectoscopie, dater- 
minări ale proprietăţilor termice, optice, magnetice, electrice, determi- 
narea densităţii etc. ; 

ec) încercări metalograiice ; 

d) analize chimice. 

În studiul rezistenței materialelor interesează doar încercările din grupa 
a de mai sus, în special cele de rezistență și duritate. 

Conform STAS 6967-72, încercările metalelor pot îi clasificate după 
diverse criterii : . A 

— după tipul solicitării : tracţiune, compresiune, încovoiere, răsucire, 
forfecare, presiune de contact, solicitări compuse ;: i 

— după modul de acţionare al solicitării : „ i 

statice, cu acţiune: progresivă, constantă, regresivă, osecilantă ; 
dinamice, cu viteză de solicitare mai mare de 10 da N/mm? -s; 

— după temperatură : în condiţiile atmosferei ambiante, la cald, la rece ; 

— după durată : de scurtă durată (sub 100 ore), de lungă durată; 

— după felul caracteristicilor examinate : de rezistenţă, tehnologice. 

O clasificare .a încercărilor de rezistență, după criteriu combinat, este 
dată în tabelul 20.1, după STAS 6967 —72. 


3, MAŞINI PENTRU ÎNCERCĂRI STATICE 


Din clasificarea făcută mai sus, rezultă că există diferite mașini de 
încercat, care corespund diferitelor încercări de materiale enumerate. 

Dintre acestea, cele mai cunoscute sînt mașinile pentru încercări 
statice. Dată fiind importanţa lor, aceste maşini au ajuns a se construi azi 
în serie, în anumiţe iorme care tind spre tipuri standardizate. Mai mult, 
s-au construit mașini universale, care pot executa mai multe îeluri de 
încercări : tracțiune, compresiune, încovoiere ete. ii 
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Tabelul 20.1 
ÎNCERCĂRI DE REZISTENȚĂ ALE METALELOR 


OI N N ai = 0 PANN AN i E E RE RS N N NR RC E a e 


Încercarea A ZA 
Solicitarea Caracteristici stabilite 
Denumirea STA$ 
a 
'Tracţiune 200-755 
6834-75 ; 6638-70 Limita de curgere, rezistenţa la 
6605-67 ; 2649-69; rupere, alungirea la rupere 
6951-69 ; 2172-74; (45 Aso), gituirea 
6718-69 
ca, A Limita tehnică de fluaj, rezistenţa 
'Tracţiune Raj 6596-73 ; 8894-71 tehnică de durată 
i Relaxare '1209-70 Limita tehnică de relaxare 
Tracţiune Și 
dinamică Energia de rupere 
Oboseală 8027-67 Limita de oboseală, rezistenţa la! 
la tracţiune oboseală pentru N cicluri 
di Fi Limita de curgere, rezistența la 
Compresiune Compreslune 1552-67 compresiune, scurtarea specitică| 
Flambaj : Rezistenţa la flambaj 
Rezistenţa la încovoiere, săgeata 
Încovoiere 1660-69 la încovoiere 
PR 5 AN RON |. A SI N i N | 
Încovoiere prin | 7511-73 ; 1400-75 ; 
şoc 6833-70 ; 7400-66; Energia de rupere, reziliența 
Încovoiere 6774-70 
Oboseală prin i 
Limita de oboseală, rezistenţa la! 
lncovolese 9578500 ia durabilitate limitătă 
'Torsiune Rezistenţa ia torsiune 
Răsuci pl 
EA, Răsucire dina- Energia de rupere 
mică 
lFortecare Fortecare "1926-67 ; '7927-67 Rezistenţa de forfecare 
Strivire Rezistența de strivire 
165-66; 493-67; 
Duritate 492-67 ; 6623-70 ; Duritatea Brineil, Vickers, 
statică 7057-70 ; 7236-73 ; Rockwell 
Presiune de 8251-68 ; 8527-70 
contact P 
Duritate, de, Duritatea de durată 
urată 
Duritate 8315-69 Duritatea dinamică (Shore) 
dinamică 
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Caracteristica principală a unei maşini de încercat statică este forța: 
maximală, pe care poate să o dezvolte. Se construiesc curent maşini uni- 
versale pentru forțe maximale de 5000, 10 000, 30000, 50000, 100 000 daN, 
precum și maşini mai mari, pentru scopuri industriale sau de cercetare. 
Pentru sarcini relativ mici, sub 1 000 daN, se construiese de obicei maşini 
de încercat; la tracțiune, pentru sîrme, fibre textile, hîrtie, cauciuc ete. 


a. MECANISMELE MAȘINILOR DE ÎNCERCAT STATICE 


Principial, o mașină de încerca se compune din două grupe de meca- 
nisme : mecanismul de încărcare, avînd rolul de a produce şi aplica sarcinile 
asupra epruvetelor, şi mecanismul de măsurare, avînd rolul de a măsura — 
cât mai precis — sarcinile aplicate epruvetelor. Aparatele pentru măsurarea, 
deformaţiilor sînt de obicei separate de maşina propriu-zisă, luînd. numele 
de extensometre. De multe ori însă, maşinile de, încercat posedă şi aparate 
înregistraiţoare ale curbelor caracteristice, pe care se înregistrează diagra- 
mele rezultind din încercări. 

1) Mecanismul de încărcare axe volul de a transmite mișcarea de la 
electromotor-sau de la manivelă, spre a produce forța care se aplică asupra 
epruvetei. Această transmitere se poate face : 

— mecanic, în general prin sistemul şurub-mele — roată ,melcată ; 

ci hidraulic, folosind pompe care trimit; ulei sub presiune în cilindrul 
mașinii. 

2) Mecanismul de măsurare poate fi executat în forme destul de 
variate. Astfel, măsurarea sarcinii aplicate epruvetei se poate face pe cale 
mecanică, hidraulică sai miztă. 

a) Mecanismele de măsurare mecanice au un pendul, acţionat; 
mecanic, ea în figura 20.1. Examinind desenul, se vede că forța variabilă P, 
aplicată epruvetei, este echilibrată incontinuu de către pendul, al cărui 
braţ de pirghie b variază cu înclinarea tijei pendulului. Acul din faţa cadra- 
nului gradat măsoară direct forţa P. Aşezând greutatea G în diverse poziţii 
(mai sus sau mai jos) pe tija sa, sau variindu-i mărimea prin adăugare de 
discuri, se pot realiza mai multe cîmpuri de măsurare a saroinilor. Maşinile 
moderne au cite 2—3 cîmpuri, spre a putea măsura, suficient de exact, 
atât sarcini mari cit şi sarcini mici. j 

b) Mecanismele de măsurare hidraulice sint; : 

—manometre, măsurind presiunile din interiorul cilindrilor 
mașinilor cu acţionare hidraulică ; : 

—cutii de măsurat, aşezate în capătul axei principale a 
maşinii, care măsoară forţele de baza deformaţiilor unor membrane elastice, 
transmise — prin ulei — la manometre. La cutia din figura, 20.2 deforma- 
ţiile mici ale capacului E, produse de forța P, sînt; transmise membranei M 


şi apoi aceasta face să varieze presiunea, indicată de manometrul A.. 
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e) Mecanismele de măsurare miztă sînt pendulele acţionate hidraulice, 
numite şi manometre-pendul. Ele sînt. răspîndite la mașinile de încercat 


Fig, 20.1 


moderne, putînd fi folosite atât la maşini cu acţionare hidraulică cât şi la 
maşini cu acţionare mecanică. 


b. EXEMPLE DE MAȘINI PENTRU ÎNCERCĂRI STATICE 


În această grupă sînt cuprinse maşinile pentru încercări de tracţiune, 
compresiune, răsucire și mașinile universale. Se dau, mai jos, două exemple 
tipice de astfel de maşini. 

a. Mașină universală, cu acţionare hidraulică şi măsurare prin mano- 
metru-pendul 

În figura 20.3 se arată schema unei maşini de încereat universală, la 
care se pot executa, încercări de tracţi- 
une, compresiune, încovoiere, încercări 
tehnologice etc. 

Acţionarea se face pe cale hidra- 
ulică prin ulei, a cărui presiune este 
dată de o pompă, netigurată pe desen. 
Uleiul intră în cilindrul mașinii, acțio- 
nează asupra pistonului P, iar acesta 
pune în mișcare cadrul mobil M. 
Maşina are uh cadru fix A, legat de 
placa de fundaţie. Se observă că unul 
din platourile C pentru compresiune 
și una; din fălcile F pentru tracţiune 
fac corp comun cu cadrul mobil M,iar 
celelalte sînt solidare cu cadrul fix A. 
În acest; mod, pentru același sens de 
deplasare a pistonului P, se poate rea- 
liza, fie o încercare de compresiune "Fig, 20.3 
între platourile C, fie una de tracțiune 
între fălcile F'. Aşezind reazemele necesare, între platourile C, se poate 
realiza montajul pentru încercarea de încovoiere. Măsurarea torțelor se 
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SI 


Fig. 20.5 Fig. 20.6 


Fig. 20.7 


face prin manometrul-pendul MP, arătat în partea dreaptă a desenului. 
Uleiul din cilindrul maşinii trece, cu aceeaşi presiune, în cilindrul mano- 
metrului-pendul şi deplasează cadrul solidar cu pistonul. Mișcarea, cadrului 
este transformată în rotire a acului pendulului. Cadranul indică forța apli- 
cată epruvetei. 

La, maşinile moderne, grupul de pompare şi manometrul-pendul îor- 
mează de obicei un ansamblu separat de restul maşinii, spre a-l feri de 
şocurile care se produc în momentul ruperii epruvetei. Aşa, este şi mașina, 
arătată în figura 20,4, 

Făleile maşinilor de încercat sînt piese puternice, din oţel, avind în 
interior dispozitivele de fixare a epruvetelor. Unul dintre cele mai frecvente 
dispozitive este cel cu pene, prevăzute cu dinţişori, schiţat în figura, 20.5. 
Prin coborire, epruveta E este strinsă de către penele P, iar dinţișorii pă- 
trună în suprafaţa epruvetei, împiedicînd lunecarea. Spre a realiza o 
centrare cât mai perfectă a epruvetei, evitînd întinderea excentrică, ce ar 
cauza eforturi unitare de încovoiere, falca poate avea reazeme sferice S. 
La epruvetele cu cap se poaie folosi sistemul de prindere cu inele din două 
bucăţi, arăta în figura 20.6. Acest mod de prindere este recomandat pentru 
epruvete din oţel foarte dur, unde fixarea prin pene nu este satistăcătoare. 

6. Maşină pentru încercări de tracțiune 

În figura, 20.7 s-a schițat o maşină pentru încercări de tracţiune, cu 
acţionare mecanică și măsurare prin pendul. Mişcarea de rotaţie a melcului 
M, acţionat manual sau prin motor, este transformată în mișcare de 
taailajip prin sistemul şurub-piuliță S, iar şurubul produce deplasarea 

ăleii F. i 

Yorţa de întindere aplicată asupra epruvetei D este transmisă prin 
lanțul L ia pendulul P și măsurată pe scara gradată G. Astfel de maşini se 
construiesc pentru forțe mici, fiind folosite la încercarea firelor metalice, 
textile, a ţesăturilor, cartoanelor ete. 


4. NOȚIUNI ASUPRA ÎNCERCĂRILOR STATICE ALE MATERIALELOR 
a. ÎNCEROAREA LA TRACȚIUNE A METALELOR 


Încercarea, la tracţiune este principala metodă pentru determinarea 
caracteristicilor mecanice ale materialelor ; pentru metale, ea se execută 
conform STAS 200 — 75. . 

În cele ce urmează se vor da câteva detalii, în completarea celor expuse 
în cap. 1. 

Bprumeiele pot fi de secţiune circulară, ca în figura, 1.11, sau dreptun- 


ghiulară, cu raportul 20 < 4, ca în figura 20.8. Lungimea epruvetelor se 
do 
ia aşa fel ca să se respecte un raport; n între lungimea inițială Lo şi diametrul 
iniţial do: 
— la epruvete proporţionale normale : 7 = 5; 
— la epruvete proporționale lungi: n = 10. 
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Pentru alte secţiuni decît cea, circulară 


Le 
i IE IRI IRI 20.1 
1134 (205) 
Partea calibrată a epruvetelor are lungimea, : 
— la epruveţe de secţiune circulară 
Le = Ly+24; (20.2) 
— la epruvete plate, cu A9 = aobo 
Le = Lo + 2VAe. (20.3) 


Fig. 20,8 


Razele de racordare spre capete sînt indicate pe cele două figuri. 
E, Caracteristicile mecanice care se determină la, încercarea la, tracţiune 
sînt : 

a. Rezistenţa la rupere 


E, 
Ra = =, 20.4 
m 4 E și ( ) 
unde F,, este forța maximă citită la maşină, 

2 B. Limita de curgere. În funcţie de traseul curbei caracteristice, această, 
mărime se defineşte (şi se numește) în diferite feluri : 

— Uimila de curgere aparentă R, este raportul dintre sarcina la care 
apare o creştere a lungirii fără mărirea sarcinii şi aria secţiunii iniţiale. 
Se poate determina, conform fig. 1.13, o limită de curgere superioară Rex Și 
una inferioară — Ru; | 

— limita de curgere convențională Rao,2 *= 00,2; COrespunzătoare unei 
alungiri remanente de 0,2 % după descărcarea, epruvetei, fig. 1.15. 

7. Alumngirea la rupere 


La = 
Ag =: 100% (20.5) 
Lo 
în care L este lungimea între repere după rupere ; indicele n se serie numai 
cînd este diferit de 5. 
Se dan, după STAS 200-75, unele precizări referitoare la, determinarea, 
alungirii Ja rupere. După ruperea epruvetei, se aşază cap la cap cele două 
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bucăţi şi se măsoară lungimea ultimă dintre repere Lu. Aceasta se poate 
face în unul din următoarele feluri, în funcţie de locul unde se află ruptura 
pe lungimea, epruvetei : 

— când ruperea are loe în treimea mijlocie a epruvetei, se măsoară dis- 
tanţa Ii între reperele care au delimitat; inițial pe Le ; 

— cînd ruperea are loc în una din trei- 
mile de la capete, lungimea L, se calculează 
din deformaţiie parţiale ale epruvetei. Ar 8, Cc. 

În acest scop, încă înainte de încercare, | 
se împarte lungimea calibrată a epruvetei în 
o serie de intervale egale, în general 9 = 10. 

Se marchează cu A reperul extrem al q 
porțiunii scurte a epruvetei și cu Bal 
doilea, reper, după secţiunea de rupere, de pe 
porţiunea, lungă (fig. 20.9). Se notează cu q 
numărul de intervale dintre A şi B. 

Dacă g este număr par (fig. 20.9, a) se ia 


an reper 0, la o distanță de d intervale în 
dreapta lui B şi se determină lungimea ulti- 
mă cu relaţia 


Lu = AB +2 BO. (20.6) 
Dacă q este impar (fig. 20.9, b) se iau două repere: reperul 0 la 
distanţa de i 
Q—a-—1l 
2 
intervale, respectiv reperul C” la distanţa de 


ati: Soul SA 


intervale, în dreapta lui B. În cazul figurii, q = 3 intervale, BO = 3 inter- 
vale, BO' = 4 intervale. 
Lungimea ultimă, în acest caz, este 


Iu = 4B + B0 + B0. (20.7) 


5. Gâtuirea la rupere 


A — A 


Z = + ..100 % (20.8) 


[+] 


unde A, este aria inițială a secţiunii transversale, iar A. — aria secțiunii 
de rupere. i 


605 


În buletinul de încercare se menţionează: forma și dimensiunile 
epruvetei, caracteristicile mecanice determinate, condiţiile de prelevare a 
probei, defectele identificate. 


b. ÎNCERCAREA LA COMPRESIUNE A METALELOR 


Pentru încercarea la compresiune a metalelor, conform STAS 1552-67 
se folosesc : 

— epruvete normale cu d = k = 30 mm, 

— epruvete proporționale, cu d = h = 10. ..30 mm, 

— epruvete speciale, cu d = 10. ..30 mm, k = 2,5 d...3d. 

Se determină acelaşi caracteristici mecanice ca la încercarea la trac- 
ţiune. La oțeluri de mică rezistență, nu se poate realiza ruperea prin com- 
presiune. 


5. ÎNCERCĂRI DE DURITATE 


Duritatea este proprietatea materialelor de a rezista la acţiuni me- 
canice care tind să le distrugă suprafaţa. Pentru materialele cu structură 
omogenă, s-au stabilit diferite relaţii statistice între duritate şi rezistența 
la rupere. Aşa, de exemplu, la oţeluri-carbon se poate lua 


o, = 0,36 HB, (20.9) 


unde HB este duritatea Brinell a; materialului. 

Măsurarea durității nu necesită ruperea, epruvetei sau a piesei încer- 
cate, deci face parte din categoria încercărilor nedistruotive. Din acest 
punct de vedere, încercarea durității este foarte avantajoasă pentru con- 
rolul pieselor gata fabricate sau al semifabricatelor, mai ales pentru piese 
mari, unicate, recepționări ete. Evident, încercarea durității nu înlocuieşte 
total încercarea la tracţiune, care este încercarea de bază a materialelor, 

Avantajul pe care îl prezintă încercarea durității a făcut să se răspîn- 
dească o mare gamă de metode de încercare, 'statice sau dinamice, cu 
aparate de laborator sau portative. Este interesant; de subliniat că duritatea 
nu este o mărime fizică definită în mod univoe : există metode care măsoară 
duritatea în daN/mm ?, altele o măsoară în mm, în daN, în s ete., după 
principiul de funcţionare al aparatului de măsură. 

Printre cele mai cunoscute metode de măsurare statice a durității 
sînt metodele Brinell, Vickers, Roclwell. 

În metoda Brinell — STAS 165-66 — , duritatea se măsoară prin 
aplicarea statică a unei torţe P, cu ajutorul unui penetrator sferic de 
diametru D,pe suprafaţa lustruită a epruvetei (fig. 20.10). După înlătu- 
rarea sarcinii P, pe epruvetă rămîne o amprentă, sub forma, unei calote 
sferice cu baza de diametru d. Duritatea este definită ca raport între mări- 
mea forței de apăsare şi suprafaţa laterală a amprentei (calotei) lăsate pe 
piesă 

HB Re [ăaN nm 2]. (20.10) 


2 


ol 
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De obicei, la o încercare dată, P şi D sînt constante : măsurind cu o 
lupă diametrul d, se găseşte în tabele, duritatea HB. 

În metoda Vickers — STAS 492-67.— , penetratorul este o piramidă, de 
diamant cu unghi la, vîrf de 135 (fig. 20.11). Modul de executare a încercării 


P 


TE 
ks 


Fig. 20.10 Fig. 20.11 
şi cel de definire a durității sînt similare celor de la metoda Brinell. Aici 
se măsoară diagonala d a epruvetei. 

Metoda Rochuvell are mai multe variante, cele mai răspîndite fiind 
Rochuvell O şi Roclwell B. În metoda Rochwell 0, penetratorul este un con cu 


“unghiul la vîrt de 120%, iar în metoda Rocluvell B, o bilă de oţel. 


În figura 20.12 se arată schematic modul de executare a încercării, 
care cuprinde trei faze: 
— Se aplică o sarcină inițială P, sub efectul căreia penetratorul pă- 
trunde în piesă pe o adincime «. 
„_— Se aplică apoi, peste sarcina P,, o suprasareină P,, sub efectul căreia 
adîncimea de pătrundere creşte, 


P /ncercarea B 


e 
=026 mp 


£ 


R 


pe-o N 


> 
FA 
[are 
IC) 


Fig. 

— Se anulează suprasareina P,, menţinind sareina, iniţială Po. În 

acest fel, penetraorul rămîne la un nivel cu e mai jos decit; unde a fost la 
sarcina, inițială Po. 
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Duritatea Rockwell are valoarea 
HR =B-—e, 


unde e este adîncimea menționată mai sus, iar E o constantă arbitrară, 
avînd valoarea 100 la încercarea, O și 130 la, încercarea, B. Citrele 100 şi 130 
reprezintă un număr egal de diviziuni de 0,002 mm fiecare. 

Încercarea Brinell se aplică la materiale cu duritate mică sau mijlocie, 
pînă la HB << 500. La materiale cu duritate foarte mare, se aplică metodele 
Viclers sau Rochwell. 

Mărimea durității obţinute prin cele trei metode este complet diferită. 
Există însă tabele comparative, cu care se poate trece de la valoarea duri- 
tății măsurate printr-o metodă la valoarea dată de altă metodă. 


- 6. ÎNCERCĂRI LA ŞOC 


Încercările acestea au rolul de a determina, comportarea materialelor 
la sarcini aplicate brusc, prin şoc, Studiul solicitărilor prin şoc se face, cum 
s-a arătat în eapitolul 13, prin folosirea noţiunii de energie de deformaţie. 
De aceea, în cadrul încercărilor la, şoc, rezultatele se exprimă de obicei tot 
cu ajutorul energiei de deformaţie, fără a exista însă un consens unanim 
în acest sens. Există metode de încercare la care lucrul mecanic necesar 
pentru rupere se raportează la volumul epruvetei, obţinînd lucrul mecanic 
specific de rupere 

Înr = LV. 


Alte metode calculează raportul între lucrul mecanic de rupere şi aria 
secţiunii de rupere, numit; reziliență. 

În fine, în altele se Qă mărimea energiei necesare pentru a rupe 
epruyvetă de dimensiuni date. E i 

Încercările la şoc sînt; destul de variate : încercări de tracţiune, com- 
presiune, răsucire, încovoiere. Dintre acestea, la materialele de construcţii, 
nemetalice şi fragile cea mai uzuală este încercarea la compresiune prin 
şoc, în timp ce la metale se folosește în special încercarea la încovoiere 
prin oc. A 


În cele ce urmează se dau cîteva amănunte asupra celor două încercări 


de încovoiere.prin şoc pentru metale, standardizate la noi. 


u. ÎNCBRROAREA DE REZILIENȚĂ 
Încercarea se face, conform STAS 1400-75, pe epruvete crestate la, 
mijloc, avînd forma și dimensiunile din figura 20.13. Întrucît rezultatele ex- 


perienţelor variază cu dimensiunile epruvetelor, se recomandă a se lucra, - 


numai cu epruvete standardizate, bine polizate. Menţionăm că oţelurile de 
rezistenţă mare (de exemplu o, = 80 .. 100 daN/mm 2) au reziliență rela- 
tiv mică (5—10 dadJ/em 2), pe cînd cele de rezistenţă mică (de exemplu OL 
37) au reziliență mult mai mare (25 daJ Jem 2). Rezultă că oţelurile de mare 
rezistenţă nu sînt indicate pentru piese solicitate prin șocuri. 
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Încercarea de .reziliență. se &xecută, cu ajutorul. esocanalai- pendul, a 
cărui. :schemă este dată în figura 20.14; Ciocanul sejridică la; o înălțime Ho 
respectiv. cu-un unghi. e şi este:lăsat apoi să cadă asupra epruvetei E, pe 


PE Fig, 2044 
"EI Abia FAIŢ ne 
care, o rupe. Întrucii o parte din energia, cinetică a ciocanului se consumă 
prin ruperea epruvetei, el se rid 


ruperea epruvi 
plata j 


iure, 20.1 
cart love 


să pri ci 
lează du relația 


C arată 
“U "arată 
“torhia crestături 


î E] 


pe ÎNCERCAREA DE ÎNCOVOIERE PRIN Ș00 PE EPRUVETE.ii: 
: ESTĂTURĂ ÎN YV ă 

Ei d D9 DN tn e aa 

AŞ. 7511 —173, după, o metodică 

&slași apara. Porină și dimensiu- 

e nt arătate în figura 


XA Dap pe [si 


Se 


„mile, epruveiei hdi £ tă în 
20:15. Rezultătele “se “exprimă: prin mărime 
“rupere, de exemplu i SR e 


til 


EV; 


=8da7.. 


39—0. 1801 2609 


î+De obicei»simbolul' KW. este urmat;de dotiă grupe: de ciire, prima îndi- 
cind'ensrgia disponibilăa lciocaniilui. înainte:de rupere, iar a''doua lățimea 
Sad i „da io tu 6prăvetei> Astfel, i notația; i: 


KV 20J5 =7 daJ 


arată că ciocanul aveaenergia, dis- 
ponibilă de 20 daJ, iar epruveta 
— o lăţime de 5mm.-.- 
Încercarea normală se face, cu 

! energie -disponibilă “de: 30 -daJ și 
„mm: în acest caz se folosește: numai 


epruvete 
simbolul KV. 


După mărimea deformaţiilor permanente, care preced fenomenul de 
rupere, se disting două feluri de'ruperi=: . 

— rupere ductilă, precedată de detormaţii apreciabile ; 
rupere, fragilă, „precedată de: deformaţii foarţe, mici. 


in'punot; de -yedere ali pericolului-pe care îl. prezintă, „comportarea 
ductilă este de preferat, ea permiţină o redistribuire a sarcinilor ce cauzează 
ruperea, o anulare a vîrturilor de tensiuni, micșorînd efectul catastrofal 
al ruperii; + , 


ABE PLASTICĂ 
tehnică, respeoţiv aliajele lor, an 0 structură, cris- 

„ia EI ieral, cristalele n orienţări oăreeare, în interiorul unui aliaj. 
îi Bie rețeaua atomică din interiorul unui cristal, reprezentaiă în figura, 
20.16, a. Sub etectiil unor eforturi unitare tangenţiale, puternice, la, un 
moment dai se produce o lunecare pe un plan, în interiorul acestei rejele, 
cum se arată în fig. 20.16, b. Intersecţia ăcestui plan cu suprafaţa lustruită 
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a piesei dă naştere unei Linii de limiecare; vizibilă la examenul microscopic. 
Printr-o șlefuire, linia, dispare. 
DR pice Fra ezită 


Pântiu o epruvetă, formată dintr-un număr mare de cristale, în. & 


lea. 
care sint orientate favorabil faţă de drecţiile eforturilor unitare fangenţiăle 


SuprafaJa piesei 


. ... nai 


i 
| 
i 


<a 


. 
. 
4 
Lă 
- 


ee 
data 
atatea 
statatad 


O: 
pisc 
i: 


| | | 


if. ERE: 
BRE 


maxime (adică la 45* faţă de direcţia forţei de, întindere); vor apare astfel 
ai limii „de lunecare, 
pei suprafaţa unei ; 


așțice înt 
orţuri. uniţare mai mic: 
ajeciul; Basișohinge) 


cele'de '»sens..contraz pot: fi: produse curef 
primele. Aceştui fenomen î.s-a dat;numele 


GIL 


ici sie tiep 6. RUPE ue PRE .FRAGIL,. a Sa dna e ana Se natal isa 
papi RE, PUCRILĂ. ȘI RUPERE-EBAGII;..), ș : xare sensibilă a, ariei,secţiunii, Juînd forma. de „eon-cupă” (fig. 20.20, a) 


j j SU 6 Ari În, biata” 7 sau de două vîrfuri de con (fig. 20.20, b), sau poate să se facă prin lunecazre 
obi i i pia 0 pere Ie Ra — ceea, ce duce la lungirea piesei —- fără, variaţie sensibilă a secţiunii 


Fig. 20.20 „3 Wig20,21 1: Fig, -20.22 îi 


ca 


„ (ig.'20.20,-0); lă-ruperea; fragilă, riperea are loc:bruse,: normal pe.direeţia 
forţei, fără deformaţii sensibile (fig. 20.20,0). e A 
La 0 tolă (învelitoarea unui recipient) 'aspectul 'seoţiunii. de : rupere 
trogilă este, ca în fig. 20.21,,a, iar al celei de rupere ducţilă, ca, în fig..20.21,b. 


umiţi factori pot.mnodifica, însă modul obișnuit de rupere al materia. 


sai 18, temperaturi ridicate, :metalele: 'care, în .imod-normal sînt; trag 
(oţelurile de mare rezistenţă) prezintă-ruperi: duetile și i ci i si 
— o epruvetă cilinârieă din oţel-de mică rezistenţă, avînd un : concen- ; 
trator care îi reduce mult secţiunea și cauzează o gtare triaxială de golicitare 
(fig. 20.22) se rupe fragil ; PA ai i a i 
E i . i rii +7 ipuse la şocuri puternice; că;și la solicitări de. oboseală, oţelurile 
Împărţirea materialelor. în „aceste, două .grupe mari, din punet! de . tenace'au o comportăre fragilă; “ti pp vacile sau 
vedere al ruperii la ţemperajtura, normală, aste bine cunoscută, Se pot cita: i um cub.de masinoră, care la compresiune se rupe fragil, dacă este 
supus.unei presiuni hidrostatice puternice, se deformează plastic. ip. 
Rezultă de aici că duotilitatea sai fragilitatea nu sînt; proprietăţi . 
absolute ale unui: raasterial, ci ele depind:de condiţiile 'care favorizează un 
răod:de:rupere sau altul. Din punct; de vedere'al importanţei. tehnice, tre-* 
cerea oţelurilor obișnuite de construcţii de la starea: duetilă la cea, fragilă, 
în anumite,condiţii de temperatură şi, solicitare, constituie o problemă ce a 


„Sri „4 


caiib6 rezis 


[NEE) 


| nul. 


ba 


în i fost mult, studiaţă în ultima, , vreme. În limbajul curent al construcțiilor, 

put de oţel, denumirea, de rupere tragilă înseamnă de fapt schimbarea; modului 

Patton trezi i obișnuit; de rupere, cu ţoaite consecinţele sale. în cele ce urmează, se vor 

| 20.20'se atată [85]; în mod'sche sei pen d analiza, condiţiile în care apare. ruperea fragilă a oţelurilor și factorii care 
| feluri de ruperi ::14 ruiperea; diicţilă, separarea; poate fi însoţită de o miego-: favorizează, sau cei care pot; împiedica acest fenomen. i a 
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8. RUPEREA FRAGILĂ A OȚELURILOR ! 


a.'con IDERAȚII GENERALE 


a. Condiţii de producere a ruperii fragile 

Cercetările făcute au arătat; că ruperea fragilă este: condiționată de : 

— existenţa unor eforturi unitare nominale; (de calcul), inferioare limi- 
tei de curgere, dar superioare unei anumite valori minimale, ; respectiv 
acumularea | unei anumite energii potenţiale de deformajie în piesă; 

— 9 temperatură scăzută, inferioară! vera ataprii critice de îragilitate 
a materiali 


stițieiteae ] : i 

Etectul dăunător al St Aa este! act iat; de 0:serie: ae factori 
construcţii sau tehnologici : concentrajorii dej etort;uri! unitare, dimensiu- 
nile masi al6 construcţiei (lungimi, grosimi), t tensiunile interne. ; | 

Ruperea! îragilă are carâcter inţempestiv, ise- produce fără defoimaţiii 
prealabile vizibile și se Bro ă cu viteze, foarteimari. j 

Majjoritaitea, accidenteloi are s-au produs (npve, poduri, vase: sub pre- 
siune) aiaavut loc la teimpetătăiri între —20*0 și. 10*0, respectiv la; eforturi 


1 2 
unitare.nominale între za A şi ca 0.. je rio Set 


În „general, ruperile fragile se ini ză din iduri Și din; concentraitori + 


„i iSe: :oonsideră ini Ale arti cauză a tuperii. fragile imposibilitatea! 
petitrui material. dei a preluăideformaţii: mari, în-comparăţie cu tinaterialul 
tenace. Această pierdere a tenacităţii ete: datorită stării complexe (spaiţiale”. 
sau' plane) de'eforturi unitare, temperaturii scăzute, dăforiaaţiilor- plastice 
mari frant, anterior sau: în dinpaeRegio ări e) ului : mare al detor- 


Încă de la începutul, studiilor asupra fenomenului, „de. 7upere “erâgilăi 
această noţiune a fost strins legată de aceea, de temperatură de tranziţie. 
Experiențele au arătat. că oţelurile de construcţii de uz comun, care la 
temperatura de; 20*C prezintă Tupere slagtali se. Ce fete fragil sub 'o 
anumită temperatură, . ii ni: îti 
i S-aicrezut, la început, că “această tirecer6 a oţelurilor ăo. la. starea de, 
comportare:ducţilă la cea, fragilă, este condi ioBA ăi: = “pentru un: material 
dat: — numai. de temperatură, 205 d îi 
Una din principalele deosebiri între raaterialele care se domaportă ductil 
şi'cele aie se comportă fragil este diferenţa, mare în-ce priveşte! capacitatea,- 
dea râzista la şocuri. Dirni'acest: motiv, temperatura. detiranziţie a ojielurilor 
se determină în-mod uzual prin încercări de încovoiere prin şoc, fie,.pe 
epruvete cu crestărura, în'"U. (rezilienţa, 00, dud, jem h fie- pe epruvete 
cu crestătura în V (energia EV, da). . -:: 
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“10%C; sau” chiar mai mult. Valoarea mijloci 
“tura, de tranziţie 7, Pentru, OL 37, 'ace 
i %c, iar pentru OL 


“tranziţie obţinuţe sint ceva mai ridicase, | 


+ Răcind astfel de încercări cu epruvete a; diferite: temperaturi, se poate 
construi o diagramă ca în fig. 20.23. Teoretic, la o temperatură T', diagrama 
«ae;un salt ; aceasta este temp eraura critică, de tranziţie. Deasupra acea 
Yeniperati Alelul se dia hu ductil, dedesubt; se: supa tragil. pi Pata 


a de rupere 
mafia Ja rupere 


7 


fa 


' Energi 
- Def 


Ti si + Vamperofăra +. 


4 


tei Fig. 30.23 i) 0 aut ua să ai i: 


în realităte, tranziţia, între starea ductilă şi dea fragilă are loc după o 


linie îmelinajță, (linia, plină din fig. 20. 23), ceea ce face să existe o zonă detran- 


În, miod curent se “obișnuiește să se, piecizeze o anuriită, valoare, a rezi- 
nţei sau a energiei de-rupere, la 'atingerea, căreia s-a ajuns la riiperea 
fragilă. Asttel, 1a încercarea de rupere. pe epruvete cu. crestăt ri în 
consideră arept limiţă de "trecere între starea, duejilă şi cea î 
de rupere de 1,4—2,8 daJ, în medie 2, daJ. | 
Zona de temperaturi « “de, tranziţi oate să se extindă pe 9 bandă de 
L 'a aestei zorie este ternpera- 


'este de 150 
ţii care Iureăză în condiții: “de temperaturi “joazey un 


“ Penbră consti 


„oţel ește.eu atît mai avantajos cu cât „Are temperatura, gxitică, mai. coborită. 


“Trebuie. precizat: că: încercările. cu epruvete U..nu conduci. exact; la, 
aceleași rezultate ca acelea cu. epruvete în. : la ;epruvetele U,. curba; .de 
tranziţie axe. un.aspeet mai -abrupt;; la epruyetele. V, „temperaturile i 


Tostitubul “Internaţional de Sudură a; Stabiliti o ij toi a RUA na pei 
„de ţip-OL 37 și OL 52, din punctul de vedere. al sudabilităţii [12]: 
Calitatea „A : 'caliţate, obișnuită, pentru construeţii de. importanţă 


“zedusă ;, 


Calitaţea, B: calitate “nor ud pentru construcții pupuse 1 1a solicitări 
„mormale:; ge 
Calitatea C : “calitate îmbanătăţită pentru e pai care ar paţea- fi 


în.pericol. de:rupere fragilă; : ai INA piata statiei 
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"lor factori 


“umitare. Studiile arătă, în general, 6ă cu cît defectul are dimensiuni mai 


" Calitatea; D : calitate înalt: 
col de rupere îragilă. !- : ; 
++ Pentbru'aeeste oţeluri, se prevăd limite în ce privește energia :de rupere 
pe epruvete cu crestătura în V: :  :. i ae a 


„pentru eonstrieţii unde există sigur peri- 


difere de cei care dud la inițierea, fisurii.... . ei 
Oprirea, fisurii “do-mpere fragilă este de o deosebită importanţă, ea 


i ni es INIȚIEREA AMORSAREA) RUPEEII FRAGILE 


Amplele, cergetări efectuate 
ffaturii de ripaj Jr agită este don 


d rime; ; ȘI 
-— temperatură âgală sau. interioară celei critice ; 
— o anumită mărime a eforturilor unitare. Fă 


"= defecte sau fisuri, de o anumită, ni 
PAR „4 
” “Pentru producerea, ruperii ffăgile trebuie. să existe un 106 de iniţiere, 
constituit dintr-un defeot de material, defect de sudură, concentrator de eforturi 


mari, fisura, de rupere fragilă şe poate iniţia la un'efort unitar nominal mai 


'eoborit.. 


aie SEȘIEI a mei A. Pop A . sg Pan 
În ceea es privește starea; de eforturi umitare, se poate vorbi despre o 


'stare globală sau nominală, dată de calculul de rezistenţă, precuri și de o 
“stare locală, studiată prin relaţiile mecanicii ruperii. tg d E 


grai 


” În 'ceea, ce privește starea globală de solicitare, se constată că, ruperiie 


„fragile au loc la eforturi unitare interioare limitei de curgere, cu atît mai 


coboiite cu. cât defectele sînt-mai mari. . : 


S-au-căntat diferite explicâţii ale acesțui terioinen complex. “Pe baza 


“teoriei stabilite de Pellini, se poate construi O diagramă ca în fig. 20.24, care 


arată variaţia rezistenţei de rupere şi a limitei de curgere a unui oţel, cu 
temperatura. Se observă că pe măsură ce terperaiiira scade, aceste două 
mărimi crese, Limita, de curgere creşte însă mai repede decît răzistenţa, 
de rupere, iar cele:două curbe se:întilnese într-un punct: F, căruia, îi core- 
spunde temperatura NDT (nil ductility transition tempeiature). În acest 
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punct, materialul nu mai are ductilitaste, deci se rupe îragil. Pentru epruve- 
tele fără defecte, această temperatură este destul de scăzută. Dacă; epru- 
veta, are un detecţ, curba rezistenţei de rupere coboară brusc'în: zona; de 


îm pă 


: '' Rezisfenfa de ripere “i uit su iti i 
Gămădetl) sa Sp 
fezistența de rupere, scade ii 
fepiesa cu dee, 
| o Rezislenia,e iu, 


Efortul unitar paria) 


pr şi - MOT Ni îi, i ii "| 
pt astia Pati Stă Gta 0 gi 20404) 


să Ruperea se. 

pe, amansează. EI i) p 
mo N Ci 
N upeve: în dame 


pi "Amt plase +: 
b g : y 
Ş e Smirnei =] Pere În | 
SI ha Vom i 

„82 e/astie 

RI SAI oa II iz 
Si li 

00 pe polei 

A da îi 

3 Ig i = i nula dei 

8 BE : Ruperea pu se propagă. 

E 5 4 


— 


NDT DID + 20 


PR 4 E ea A E i 
+30 F4D 150 160 

iuti Temperatură: su 
Fig. 2025, SA Ă i 


tranziţie, fapt; câre face ca tempetaţura, ND'T să crească, deciiruperea, frăgilă 
să;'se producă'la o temperatură mai. ridicată, corespunzătoare punotului: R. 
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Deasupra, acestei. temiperături, curba rezistenţei de rupere creşte repede; 
punctul P.reprezintă starea, la care ruperea este sigur ductilă. S-a desenat, 
în fig. 20.24, şi'linia, limită interioară care marchează oprirea fisurii, deci 
imposibilitatea, de producere a ruperii fragile. y 

“Practic, diagrama, Pellini se construieşte pe bază de încercări de labo- 
rator şi are aspectul din figura 20.25. Examinînd această figură, se con- 
stată : PI OR 
— la temperatura NDT, ruperea, se amorsează la valoarea o = sa 
cînd. defectul est;e foarte mic, respeetiv la eforturi unitare din ce în ce mai 
mici cînd. defectul crește ;.. i 3 

— la temperatura NDT există o limită inferioară a efortului unitar 
(4—6 daN/mm 2), sub căre ruperea fragilă nu se mai produce; -. 

— peste temperatura NDT, curbele respective se vidică, iar la punctul 
P corespunde starea de solicitare şi temperaţura, la care ruperea, fragilă nu 
mai este posibilă. NI tă : i 


d; PROPAGABEA FISUBII 


Risura, ruperii fragile se propagă, în lungul piesei, în mod diferit de cea 
a ruperii ductile. aa : i 
Astfel, la un tub rupt datorită presiunii interioare, viţeza, de propagare 
a fisurii Goboară bruşe în zona temperaturii de tranziţie (fig, 20.26). La ru- 
perea fragilă, ruptiura are un aspect de clivaj, cu fisuri sinusoidale numeroase, 
capetele avind un aspect cristalin. La ruperea ductilă, secțiunea de rupere 
șa propagă în linie dreaptă sau după o elice, caracteristice ruperii prin fox- 
ecaire. | 
În seeţiunea unei tole rmptă fragil, apar o serie de linii caracteristice, 
după care se poăte, stabili sensul de propagare a fisurii, respectiv locul 
de amorsare a, ei (fig: 20.27). -... . : i 
Studiile-efectuaste au arătat că se pot determina, două temperaturi de 
tranziţie : una, de iniţierea fisurii și alţa, de propagare a ei. Temperatura 


Fi N 


Ș îi Şensolde prapripări a uri? 


Viteza de prapagare a fisuri 


Ternparalupa 


„= -Fig.20.26 a eee „Fig. .2027 


de iniţiere este interioară, celei de propagare. În consecinţă, se-pot construi 
două curbe, ca în fig. 20.28, care separă domeniile de iniţiere duetilă — 
fragilă, respectiv de propagare ductilă, — fragilă. În stînga curbei punctate, 
inițierea, și propagarea, au .aspeoii fragil, în dreapta celei, pline: au aspect 
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-duetil ;iîntre eurbe, se:produe propagări fragile cauzate de o fisură iniţiată 
printr-un -aceident, de, exemplu un şoe puternic. .: sa Sl ati pă 

Fractografia;: dă posibilitatea, să se precizeze modul; de iniţiere. şi 

propagare a fisurii, deci să se explice condiţiile în care s-a produs un accident, 


„3 T 
R* 3 = Pemperatura de Tranzi- 
, A A i B NE Zie penru propagereal 
A i î ES 25 ps SRBsrif [e 
S - | , 
& : = Perhperorura de: | f 
ÎI , Zranzihie zeriru 
SS Li N /p//erea Bsuri 
“Sza[— 220 38 BA 


pat i Doc 8 ui = 
Temperatura, “E DD a 


e ta 


"Fig, 20.28 


în ceea ce priveşte viieza de propagare a fisurii într-in “metal, ea, este 
funcţie de : mărimea piesei, distribuţia, eforturilor “unitare, temperatură, 
compoziţie, chimică, și structură, Limita superioară a acestei viteze este 


„20,88 VE]p . 
mia a IS i 


uride E este modulul de elasticitate şi p — densitatea materialului. La oţel, 
această limită este de 1970:'m/s. = i ÎN sa 
„_. "Lia rândul său, la un rezervor sub presiune, fisurat, viteza de decom- 
“primare este egală cu viteza sunetului în mediul respectiv (în aer, 340 m/s). 
__Dacă viteza de propagare a fisurii este superioară celei de decompri- 
mare — fapt realizat în cazul ruperii fragile — fisura se propagă pe 
“distanţe foarte: mari, avînd efect; dezastruos. 


RE 


3 0 OPRIREA FISUBII 
Pentru limitarea, efectelor dăunătoare ale ruperii fragile, este important; 
a cunoaște în ce condiţii o fisură care se propagă în material poate fi oprită. 
Cercetările au arătat că oprirea fisurii poate fi realizată prin folosirea, cores- 


- panzătoare a proprietăţilor materialului. şi prin. măsuri .construcetive. 


În încercarea Robertson, o tablă de dimensiuni mari este supusă unei 
solicitări de întindere ; într-o margine a piesei, răcită cu azot, există un 
concentrator ; la cealaltă margine „tabla este încălzită cu flacără. 
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„Se iniţiază fisura, în concentrator; de exemplu. printr-o explozie şi se 
„notează poziţia punctului de oprire a fisurii, respectiv temperatura în 
. acest puneti. Uri grâfic ca în fig. 20.29, arată terperatura de oprire a fisurii, 

De A „1 la un-efort unitar dat. i e: i: pl 
| Ca, măsuri constructive de oprire a fisurii, 
se pot cita: existenţa: unui cîmp de tensiuni 
xeziduale de compresiune ; sudarea unor benzi 
transversale pe direcţia figurii probabile (opri- 
tori) ; realizarea, unor surse de încălzire locală. 

|. PRECAUȚII PENTRU PREVENIREA 
Fiti RUPERII FRAGILE 

. Înainte de realizarea unei construcţii care 
ar putea, prezenta, pericol . de rupere fragilă, 
“trebuis să se facă un exemplu al condiţiilor 
„posibile de exploatare : sarcini, temperaturi, 
solicitări de oboseală, coroziune ; să se exa- 


Efartul unitar aplecat 6 


3 "mineze consecinţele unei &ventuale ruperi 
Temperatura de aprire a fisuri - -tragile; - age i e 
Fig, 20.29 „Oa măsuri de prevenire a iniţierii unei 


E) 


„oua... „ruperi fragile, se pot cita 
— alegereă;- corespunzătoare a materialului, studiul fragilității gi 
sudabilității lui; Se PRE 

„_— eliminarea, tensiunilor reziduale (cînd. e posibil); 


ta cai ii ăle, penitră Cu 
„HI - poaștierea; stării de eforturi uitare. 
Pentru alegerea corespunză- 
a “toare a materialului, respectiv cu- 
Limita de ra ta.d tran: noagterea temperaturii de tranziţie, 
"CUrgere fie pentru în <a. „face, în .: labil încercări 
LITE sp iizied funii +: "Se: VOr-faeei în. prealail încercă 
de: laborator. :. îngereări.; de:rezili- 
: senţăy: încercări:de ţiprPellipi, sau 
altele recomandate în literaura de 
specialitate, pr cati 
 u În diagrama propusă de Kiha- 
“i ra, (£ig:-20.:30), temperatura dejini- 
ţiere a fisurii 7, joacă rolul tempe- 
raturii: NDT din încercarea Pellini. 
propagarea Temperatura, de propagare a fisurii 
i: |Boopks isi. „- esbe Tae i 8 EA i di ii 
| sir ma + Oimpul Giagramei este, împăr- 
i ţit în B:zone, după cum: urmează, + 
i d FI Zona, 1, în-care o fisură, se ini- 
ii hp: 7... ţiază și propagă pînă la distrugerea 
SI e a Temperatura pi finală, chiar-dacă nu există suduri 
ID "Fig, 20.30 sau concentratori. ;: i . 


"ve 


"620 


„Zona II, în eare axe.loc ruperea totală după iniţierea și propagarea unei 
fisuri fragile, la, solicitări statice miei, în construcţii cu suduri sau alţi con- 
centratori. i i 

Zona, II, de rupere parţială, unde fisura se propagă pe o zonă limitată. 

Zona, IV, de neiniţiere a fisurii fragile, dar de propagare posibilă, atunci 
cind a fost produsă de un accident. , 

Zona V, în care fisura fragilă nu se iniţiază și nu se propagă. 

Pentru siguranţa unei construcţii, este bine ca temperatura de lucru 
să fie superioară ambelor temperaturi critice, 7, şi 17. h ! 
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1 CAPITOLUL 21 


_ DIMENSIONAREA ŞI VERIFICAREA LA SOLICITĂRI 
" STATICE. REZISTENȚE ADMISIBILE ȘI 
COEFICIENȚI DE SIGURANȚĂ 


1. MODELUL DE CALCUL 


Prima fază de decizie — poate cea mai importantă — a inginerului care 
calenlează, o piesă este alegerea modelului de calcul. Modelul este o schemă, 
simplificată a piesei, asupra căreia se pot. aplica relaţiile din mecanica, 
corpului deformabil. Modelarea piesei constă în: . -. 

— alegerea formei şi dimensiunilor de calcul ale piesei (lungimi) ; 

— alegerea modului de rezemare; -. , 

— alegerea mărimii și modului de distribuţie a. sarcinilor aplicate 
piesei. - - i i 

Rareori aceste elemente primare de calcul vin de la o. altă sursă”. 
De cele mai multe ori inginerul trebuie să facă o analiză completă a, piesei 
ce se va proiecta, după care decide asupra modelului. Un model greşit, 
care se îndepărtează mult; de fenomenul real, poate compromite calculul, 
oricît de corecte ar fi relaţiile ulterioare folosite şi oricît; de îngrijite ar îi 
calculele matematice. . “ 

Alegerea modelului nu este o operaţie uşoară. Cînd o piesă de mașină 
se schemaiizează printr-o bară, solicitată, de exemplu, la încovoiere, tre- 
buie multă atenţie şi experiență în stabilirea lungimii barei, dar, mai ales — 
a modului de rezemare, Se ştie, de exemplu, că la o grindă de lungime 7, 
încărcată în mijloc cu o forţă P, momentul încovoietor maxim diferă, cu 
100%, dacă se irece de la reazeme încastrate, la reazeme simple. La, aceiași 
grindă, simplu rezemată, momentul încovoietor maxim se reduce la 
jumătate, dacă aplicarea concentrată a sarcinei se înlocuieşte - prin una 
uniform. distribuită. Cînd aceste moduri de rezemare şi încărcare sint 
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evidente, nu-există. pericol de-a; greși la, alegerea modelului. Această evi- 
denţă nu este prezentă pretutindeni. Ba. se:--complică şi prin faptul „că; la 
piese de maşini, nici forțele aplicate nu sînt cunoscute cu certitudine. 

Un exemplu sugestiv este redat în tabelul 21.1. Aici este vorba, de 
alegerea, modelului de dalcultipentru bolțul'unei. biele, rezemat pe umeri 


Tabelul 21.1 
SE aa! 


Sai aa au [EI 
MODELUL, DE, CALCUL 
Pc iti 


de lungime mare, care nu pot “fi consideraţi. punctitormi. Tabelul arată 
cum - variază valorile caloulaie pentru — eforturi unitare. şi deformaţii, 
funcţie de rigiditatea, tijei și--ochiului-bielei;-a -bolţului, a umerilor de reze- 
mare și a modului cum. a6âştiă.- din -urmă-A4rarismit sarcina mai departe. 
în acest caz, unul dintiă înodel6'este cel nai apropiatde fenomenul real, 
celelalte conducindla erori, -uneori Gu totil' inadmisibile. În faţa unor 
probleme de acest; gen, inginerul irebuie să facă o măsurare (prin tensome- 
tirie, fotoelasticitate), care îi va arăta distribuţia reală de eforturi unitare, 
deci îl va conduce la modelul de calcul cel mai potrivit. 

+ „Abunei” oîndexistă îndoieli asupra! modelului dă câleul işi” acesta nu 
poate. fi stabilit pe:baza!mnei: experienţe, se vdalege ipottza'care 'conduce 
la un calcul acoperitor. Do aibe 
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-- Dinucele de! maicsus, 'se“reţine 'că principală; cauză;:ă unui:: calcul: de 
rezistenţă greșit; este alegerea; greşită.a modelului (A : 
: j EI Se a te tate 


tehnologiile moderne. a N 

Figura 21.1, reprodusă din lucrarea [6], arată, „pentru 9 feluri de 
maieriale, intervalele în care se pot situa rezistenţiele la, rupere o, modu- 
lele de elasticitate II şi temperaturile. maxime:de utilizare Ze Liniile cores- 
pund următoarelor materiale :. 1 — beton... (solicitat... la „ compresiune), 
3 — lemn (solicitat; la, încovoiere), 3.—.aliaje.de. magneziu, 4 — materiale 
plastice, 5 — aliaje de aluminiu, 6 — aliaje de-titan, 7 — aliaje de cupru, 
8 — aliaje de nichel, 9 —.fier-şi oţel. : * - 


Păi lg 120 Lu 
7211, III 
cz 2200, [A îi să 


Da 


€ 


ji ISI) 


LOU Di O Lia 5 i 
„Aceste lnji:au lubgimii-destul: de.:mari,. din cauză;-căr:peritru'. fiecare 
denumire -de- material există:o “varietate: destul. de ; mare: de compoziţii, 


calităţi ete. -. .. | j i ai ela Peamte is 
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În alegerea maierialului, inginerul trebuie să ţină seama, de :. 

“ă. "Comportarea în servcii, şi durabilitaiea, piesei, care sînt funeţie de + 

— caracteristicile mecanice ale maţterialului ; LI în 

— constantele elastice ; ap e 

— comportarea materialului la concenţratorii, de eforturi unitare. 

ELI Pate A Ia e pp N Pop Pa ata și pu ARE pp A 
A. Comportarea materialului în condiţii, speciale: de: mediu : a 

-. «temperaturi. înalte sau joase ; | ş 


— mediu coroziv. ... 


av 
i i i bati AR o Ur iul] i) . 
%. Comportarea materialului în urma procedeelor tehnologice “de fabri- 
cajie apiesgi: i PE e 23 
î- mu, burmare, forjare ; .- 
— sudură; 
— prelucrări prin aşchiere ; . 
— tratamente termice; 4 
— tehnologii neconvenţionale ; j 
— tratamente. de suprafaţă. .. : „le Ș la 


"8. Costul materialului şi al tehnologiei. 


iii 


cela 


„ Cunoscind aceşti factori, inginerul'va alege rhaterialul cel mai potrivit 


şi va, culege datele necesare. pentu 


[EPETI A 


leul (caracteristici Tnecanice 'efio.). 


NEI r, pă r fiu 


3. STĂRI LIMITĂ ALE MATERIALELOR ŞI! PIESELOR 


Conceptul de, bază al calculului de rezistenţă este de a, construi sigiir 
şi economie. Aceasta; înseamnă 4, constiui sigur în limite rezonabile privind 
consumul de material. Activitatea inginerească, începe însă numai atunei 
cînd calificativele se transformă îni.humere =— cînd. co; iCeptul de 'Biguranţă 
a unei piese poate fi exprimat 'cantitativ,“ * E aia Ren a di 

Spre a ajunge la acest număr, se porneşte de la o valoare cunoscută — 
sarcina aplicată piesei — şi se urmărește ce:s-ar putea întîmpla, dacă aceas- 
tă sarcină crește pină la. cedarea piăsei (distrugere, scoaitere din serviciu etc, ). 

Cedarea. unei piese poate să aibă loc în diferite feluri, funeţie de 
material, de natura, solicitării și de condiţiile impuse piesei. Felurile de 
cedare a pieselor pot; fi grupate în trei : categorii : 

— producerea de deformaţii elastice mari ; 

— producera de deformaţii plastice mari ; 
îmi VUDerea, -:: i ii siiln UCL E DRP PR Ii: 
“rit În faneţie; de modul în câr6 cedează, piesa; proieotată, se poate. defini 
starea limită considerâtă în calcule. Sareinile corespunzătoare stărilor 


4 


limită, se. numeşe, sarcini, Hmită. i N : 
Pentru tipurile de cedare menţionate. mai. sus se pot; considera, urmă- 
toarele stări limiţă :. e nt ioe i, AI a 
a. În cazul deformaţiilor elastice mari : A 
— atingerea, deformaţiilor limită impuse pentru-a nu fi compromisă, 
buna funcționare (de:ex. Ja arbori, săgețile - mari au drept urmare uzura, 
exagerată în lagăre); i uzi i CI. Ă 


i 
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— atingerea, sarcinii critice:de flambaj în regim elastic ; 
„_— tungţionarea, într-un regim. de. vibrații elastice peste . limita, admi- 

sibilă pentru utilajul respectiv sau pentru oamenii care le suportă. - 

f. În cazul deformaţiilor plastice mnari : i a in SA 

— atingerea, lodală a; lianitci de curgere (de ex., în fibrele extreme ale 
unei bare solicitate la încovoiere) ; DE ape a ei 90 e 

— generalizarea curgerii, într-o bară solicitată la întindere sau într-o 
secțiune a unei bare solicitate la încovoiere, atunei cînd 's-a realizât articu- 
laţia plastică. ;.:.. ra, fi m ta 03 i | : 

“7. În cazul ruperii, care poate fi precedată de deformaţii mâri (ma- 
teriale tenace) sau se poate produce intempestiv și fără deformaţii mari 
(rupere fragilă) : : , a 

— aitingerea, rezistenței la rupere statice, a,; ;. | 

— depășirea, rezistenţei la oboseală. |; .. n . 

a În tabelul anexă 2 s-a făcut; o sistematizare a stărilor limită ale ma- 

terialelor supuse la solicitări statice sau variabile. După cum se „vede, 
stările limită, pentru modurile de cedare deserise, se definesc, cantitativ, 
prin : Zimită de curgere a. S24 Go,a, Tezistena la rupere: Gr, Sata. rezistențele 
la oboseală (care vor îi deserise în capitolul 22). În acest tabel, singura stare 
limită definită pentru piesă, nu pentru material, esțe cea caracterizată, 


de sarcina critică de. flambaj.: . .. E E Pa! 


4, REZISTENȚ. ADMISIBILE, ȘI COEFICIENȚI DE SIGURANȚĂ 
LATRY Pogca Cita a Rica zic i Or toaabi IE . 


„.„. în prantioa, obișuită a caloulhlui de re 
admisibilă ă unui tăaterial (la o anumniţă, solicițare), i. ., 


"lei. 


tă. a ealeulhlui de rezistenţă se: dâtineşte rezistența 


Dior 


pă Ol 


(211) 
a PETRE er e 

unde o este coeficientul de siguranță. Valorile 
cîndirezistența admisibilă este. definită faţă de 
faţă; de rezistența; la rupere; Se Aglae : Ă 
Valori uzuale ale coeficienţilor de -siguranţă, pentru : diferite stări 
limită, sînt-:date în: tabelul anexă 2, Pentru 'câteva: materiale folosite în 
construcţia de maşini, valorile rezistențelor admisibile sînt date în tabelul 

anexă 1. pe a lia be td 

Proiectarea corectă aunei-piese presupune că în. secţiunea periculoasă 
efortul unitar este egal cu:rezistența admisibilă, o =:6. Folosind notajia 
generală o. pentru efortul unitar la starea limită (oa; -:00;s: Sau :0,) şi 


ret ta 


R iri a 
i e sînt diferite, atunci 
liniita, de curgere,;.. respectiv 


A Și vs 
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Dai îs 


„Hamâtă P. -şi saroina reală din piesă, P. 


o — pentru efortul unitar de-lucru în, secţiunea, periculoasă a piesei, re- 
zultă coeficientul de siguranță i 


(21.2) 


Să presupunem că o'piesă are e=— 2: Aceasta înseamnă că efortul 
unitar Ja starea limită este dublul celui real din piesă. Inversul qoeficientu- 


Ii de siguranţă, a, „ poate fi numit; factor de utilizare a materialului, În cazul 
5 OI 


numeric ales, să, =2 = 0,5 arată că se utilizeăză 50%; din -capacitatea, 
i Ș s i 
de rezistenţă a materialului. 
După cum seva, vedea, aprecierea siguranţei piesei nu, se face întot- 
deauna corect piin' compararea a două eforturi unitare. mod logic, 
coeficientul de siguranţă trebuie definit ca raport între sarcina la starea 


“o, “A 
ga P Pta at ii 


(21.3) 
După caz, mărimile P pot ţi sarcini totale aplicate construcţiei, sau 
eforturi W, ZM, i: i 
„.-, Be.consideră cazul cînd între sarcina. .P și efortul unitar o există o 
relaţie liniară care se menţine pînă la starea limită... n 


= RA 


o=KP; L:Jă =EPy 


"În acest caz, se poate scrie 


= (21.4) 


S-a obţinut egalitate între expresiile (21.2) și (21.3). A folosi relăţia 
(21.2), respectiv. rezistențele admisibile definite de (21.1), înseamnă 2, 


apliea,, metoda vezistențelor admisibile. Relaţia (21.3) definește coeficientul 
de siguranță; determinat prin metoda sarcinei limită. : ; 


Din relaţia (21.4) rezultă că. metoda, rezistenţelor admisibile conduce 
la aceleaşi rezultate ca şi metoda sareinei limită întotdeauna cînd există, 
relaţii liniare între eforturi unitare și sarcini pină Ja starea, limită. Cînd 
această condiţie nu este îndeplinită, se.va aplică metoda sareinei. limită, 
care este mai corectă. . : Pee: 
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5, METODA. “SARCINEI LIMITĂ U Răi ai 


între eforturi unitare şi sarcini, deci unde coeficienţii o şi o' nu rai sînt 
identici. î 


„Be EXPONENTUL SARCINEA ESTE DIFERIT DE UNITATE 


Fie relaţia * îi 


Ps da îi oa 
care, a, starea, limită, devine. . .. 
oz = KPp. 


"(91.6) 


"Pentru m >1 rezultă o < o; pentru m<1 se obţine c >e, iar la 
m=1,0=a. 
piratate ne rar îi aie 


* ne PUAMDAIUL fii AS DREPIE 


“i B6'eonsidetă; cazil: jeprezentiat în fig142, 20, dl bazei cotiprimate prin 
'o forță cu excentricitatea e. + i e st ei e 
Momentul încovoietor Fa E psodUBR o oală de trol a barei, 
oricât ar fi forţa de mică. iz 
n secţiunea mijlocie, tunde. săioata, este FĂ momentul încovoietor este 
maxim, M = P(e 4). Ca urmare, efortul unite, magi, N, peeastă 
i secţiune (luat în valoare absolută) este , 4 


(21.6) 


| | Gi p forţă, P' este. mică. şi săgeata, fi este citiți ia rap it, că 
| ozointeiciiatea &, relajţia de mai sus, între o. şi P este practic. liniară, 
“Cind „P se apropie de valoarea forței critice Pe, 'săgeattu “f creşte foarte 'mult, 
id o broștie mult'miai tepede decît P. În coordonate adimenșionale, această 
dependenţă 'este' reprezentată în fig. 21.2. 

"- Dacă se ia un coeticiânt de siguranță, e = "2 şi se aplică metoda, rezis- 
tențelor admisibile, efortul unitar în bară est reprezentat 'de puncţul LR 
iar forţa reală P de punctul az. Se vede că această forță este foarte apro- 
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Se vor examina cîteva cazuri unde nu mai există relaţie liniară 


“decît 0,5 a.—corespunde pune- 


piată de cea critică P.ydeci piesa: nu are siguranţă suficientă. Aplicând 
„metoda, sarcinei: limită, forța. din piesă. este Xp roniai de punctul bd, 


„avind. valoarea P= îi Pa, ia. 


efortul unitar, mult mai mic 


„tului ba, Aceasta, este. calea, co: 
“vectă de calcul. 


DĂ PIESE PRRTENSIONATE 


“pie o piesă, în “cae există 
„9. tensiune inițială de mărime, 
“E. "După aplicarea, forţei P, 
eforturile unitare cresc liniar cu 
sarcina 


i 


6. CALCULUL SISTEMELOR STATIC NEDETERALINĂȚE y BIN 


„METODA SARCINE LIMITĂ 


Introducerea în caii a unor eforturi unităre :în- Gineniul plastic 
obligă la, folosirea unei diagrame schematizate c — s-+Se-eonsideră sche- 
matizarea pentru material ideal plastic, la care, pînă la g;> o. eforturile 
unitare o sînt proporționale cu tă specifice e, după care ele rămîn 
constante. 

metoda rezistenţei admisibile, Starea, limită rezultă prin atingerea 
“limitei de: curgere într-un. punct al sistemului. Pe, această bază; se poate 
determina 0: sarcină limită, Pr respectiv, prin împărțirea ei: cu:un . Goefi- 
cient de siguranţă e, seratlă.:sarcina admisibilă P. n it ai 
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„În metoda saroimei, Himită, se ia. drept stare limită producerea de. defor- 
maţii mari, îapt; care duce la o saroihă limită Ps, la un:coeficient; de sigu- 
ranță, o' sau c, respectiv la o sarcină admisibilă P”, 

„___„ Pentru.o bară de oţel solicitaţiă, la, întindere, arabele mâtode'dau ace- 
iaşi sarcină limită “ " 
i EEE IEI PI 
ş rea mea cu 421.8) 
FR ceru o bară solicitată la, încovoiere, prima metodă dă: momentul 
iţă, i 04) i Fi 


PL = Pu = oc... 


Mc W pi | (21.9) 


pe cînd a doua, consideră starea limită, atunci cînd s-a produs articulația 
plastică pg în sii Su 


i | Miop ti a lao) 
Se "voi trata, două exemple. ' plita tft e 3 


. i, a. BARE ARTICULATE STATIC NEDETERMINATE Ș î 
____ Se consideră (fig, 21,3), sistemul de bare articulate care a fost studiat 
în capitolul 2 (fig. 2.15). Pentru simplificare, se presupune că toate barele 
au aceeași rigiditate BA, ceea, ce face ca rezultatul obţinut în capitolul 2 
să devină ti 
P 


a 12 cos a ă i i cisai 
Scriind proiecţiile forțelor din figura, 21.3, -b, se găsește 
i P-—N _: Pcos2a 
i al Zoo i E-PZeosăd îi: A aluat 


: Fig. 21.3 
Se observă că N >XN,. . cae ; î ș 

Dacă forța P creşte din ce în ce, cresc şi eforturile W, N. După. me- 
toda rezistențelor admisibile, starea limită se realizează cînd în una din 
bare se atinge limita de curgere, în cazul de faţă, cînd W.: = Gai A. 
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înlocuind această “valoare în '.(21.11), ;se obţine ..: a 
P, = am A(1 + 2 00574). . (21.13) 


Conform metodei sarcinei limită, capacitatea sistemului nu s-a epui- 
zat, căci barele laierale sînt; solicitate elastic, ceea, ce face ca, deformaţiile 
să rămână miei. Presupunînd materialul ideal plastic, dacă forța P creşte 
peste valoarea (21.13), eforturile; în bare; corespund. figurii 21.3, e. Se 
observă că acum eforturile N,” pot fi calculate ca într-un sistem statie 
determinat, d 

PN Îi XS PA ; i A AR 

2 cos a 


“i. Dacă forța:P-ereşte mereii;: se «atinge; sareina limită cînd se-produc 
deformajii vaasi, deci atunci cînd în barele laterale se obţine N, = de* A. 
ceea ce duce la i 


m: 


N, „Pl = pe4(1 + 2 005 al (21.14) 


PET RI E LEI sii e a Air za A sat STi)a A 
„=. - Secobservă că Pl: Pr. Aplicînd ambelor relaţii același ; coeficient 
de: siguranţă c, seiobține P:>P. o... MA ao tata „cpu 

"+ Aceasta înseamnă, de: fapt, cătîn metoda rezistențelor admisibile 


- bara, centrală este solicitată (la sarcină P) cu: o = a.Jo'pe cînd. cele: late- 


ale sînt; solicitate cu o < oz, pe cînd, prin a doua metodă se atinge în 
barele laterale o, '= a;Jojiiăr în cea centrală a > aa. Fiind vorba de. un 


sistem static 'nedeterminăt; a cărui indeformabilitate este asigurată de 


tului D,.pe di 
egală cu lungirea -barei: 


Ai Să 


RER Sit a (21.15) 

BA" 1âcotta- — Se 

Yăloairea, "P, dată de relaţia, (21.13), rezultă, 
mt To a ; “e e A j, ' 

a-mi 

ga sta, lao 

Pentru a doua, stare limită, deplasarea nu mai poate fi calculată cu 


relaţia, (21.15), întrucît; bara centrală s-a deformat plastice. Ca. nrmare, în 
"baza schemei de deformaţii din figura 21.3, d, se scrie 


(21.16) 


3 


3 = 3jeos a 
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unde 5, este lungirea barei laterăle, de' lungime Îjeos a. iii ni: 


pă, p 2 Wuieosă (P — o-4)1 
1 „2 costa BA” 


Reziiltă “ i 
CNE : [4 
(Posay 
000 A! 


Sa 


Cînd forța P atinge a doua;: saloare limiţiă (21.14), această deplasare 
devine suita 


3 (4 sk 2 Cos xos A — 0.4)! a-l 1 
gi Deco a BA, B. „00824 


ina: Et) E îti i dl 


Este evident că 3 > 3 
1. Se poate tace Şi o reprezentare grafică; a “Variația mărimilor N, N, 
5, cu forța P, câ în figura, 21.4. Se vede că :N rămine constant după 
aizigerea, sarcinii P., iar N, crește pînă la PL; dupăcare rămîne'constant, 
Deplasarea, 3 variază pe cele două intervale după; legile. daite ;de irelaţiile 
(21.15), (21.17). Dipă--atingerea valorii 84 întreg stivei Rage sooiiai 
Pasi deci (Aeplocaea d oereata dlatinit, Ru 


„h. BARĂ, rara NEDBTEIAIINA ] 
SOLICITATĂ LA ÎÎNCOVOIERE, 


' Sg consideiă bara 'siinplu Static 
+: nedeterminată "din figura 21.5; a, Cât 
"imp solicitărea; este! elastică, „dia 
" grama de momaritie încâvoibtoare! lare 
forma din figura 21.5, b, momentul 
din încastrare. fiind mai mare decît 
68 din” dpeptul forţei. 
"Dacă forţa P creşte, la un mo- 
ment „dat; ea atinge “valoarea PL, fig. 
"21.5 c,'Gând'în fibrele. extreme ale 
secțiunii din încastrare etortul unitar devine egal cu limita de curgere. 
acel moment se poate serie 


Fig 204 ar 


Azi da elit 


de ude rezultă 


(21.19) 


dlesenaibă ua i se obţine -- - iti 


satana înlocuind, „pe Ta 


Dacă sarcina P creşte mereu, la, .o valoare P, se produce solicitarea 
total plastică a, secţiunii din încastrare, deci acolo se atinge momentul 
Mi, fig. 21.5, d. 

Capacitatea, de rezistență a barei se . p 
pierde însă numai cînd în dreptul îorţei i a 
apare articulaţia plastică, adică şi al:doi- a 
ea moment încovoietor atinge valoarea 
My, ca în „figura: 21.5, €.. . »; , 

Scriind momentul, îngovoietor î în drop: : ZI 
tul forței P/, rezultă 


Scriind Sotie de iona ana (ecnil 
bru) a barei faţă de. veăzemul încastră, 
'întcare tiu:intră 'rhonientele” îndovoietotiră! 


e ă 


2Mi = Pit = 0. 


ae Fig, 215 


de unde rezultă i A PPE pi 
; pe a BM (21.20) 


f 


în articulaţia plastică, ui = d--8,, iar relaţia (21.20) devine 


21.41 


i În „seeţiunea,; dreptunghiulară, acest 'xaport'+devine; ++ 


ei: 2) i Hr i 
p RAS 
Ru ASE 2427 1,69. + € , 
N 4 16 îl i - EREI a: 


DE 
Bio al] 


: i Ș Bit di i 
DR ; Li N) VII 


Calculul tăcut prin-metoda sarginei limită conduce Li bi'spar de 69 
EIN d li ua 


al capacităţii portante a; grinzii stâtie nedetermiinate, -!! 


E IER 4 II aa 


7. REDISTRIBUIREA EFORTURILOR UNITARE ÎN URMA DEFORMAȚIILOR 
pia a d să PLASTICE ea je mt, : 
„„Se vă ârăta, prin două exemple, cum deformajia plastică permite o 
redistribuire a eforturilor unitare, fapt ce poate evita ruperea. i 


„ai SISTEM DE EARE STATIC NEDETERMIRATE SOLICITATE LA ÎNTINDERE 


ta î- : pr, ia EREI 4 

Se reia cazul barelor articulate din :fig. 21.3. | i PE er 

Într-o primă variantă, se consideră că barele sînt confecţionate dintr-un 
material fragil, cu reziștenţa de rupere o,. Cedarea unui element are loc 
prin rupere, cînd 6 = o,. i 

Dacă forța, P. creşte mereu, ea poate atinge valoare limită dată de 
xelaţia (21.13), în.care“c, se substituie prin o, -+-. . =: 


- "Pu = o, A(L + 2 0082 a). 
În acest moment, bara centrală se rupe;:iar'forța P, trebuie să fie 


oaia 


preluată în întregime de barele laterale Ă 
MAI A __ Pr  _oA(44+2c0sta) 

IEI. A SĂ 
2 Cos a 2 Cos « 


integru pr 


„Rezultă că în barele laterale .se va produce efortul unitar 
iti N i o + 2c0s% 4) A 
d n 2008 


o ee Al gli 


01 


ae ij ! 


Pentru a cunoaşte mărimea lui o, se poate studia, variaţia raportului 
+2 cos3 a i 
2 cos & „ 
port este mereu mai mare decit 1,.dacă «> 0"; ea urmare o, > c,. Conse- 
cința, este că, după ruperea barei centrale, cele laterale şe rup instanțaneu. 
n a doua variantă, se consideră că barele sînt făcute dintr-un oțel, 
avînd limita, de curgere egală cu rezistenţa de rupere a primului material. 


„ cînd a« este cuprins între 0*. şi — la limită — 90%. Acest ra- 


;Cedarea are loc atunei- cînd se produc deformaţii plastice inadmisibil 


d& mari. = 
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coniplicăţe). Să Iăin, pentru com: 


" cînd o=a. corespunzător la e, ca .. 


La, creşterea, forței P, se atinge limita, de curgere.în bara centrală, 
cînd. sarcina are valoarea P.. dată de formula; (21.13). Această sarcină 
(pentru, condiţia impusă celor două materiale, o, = oc;) este. egală cu 
sarcina limită de la varianta; primă. Întrucît în barele laterale nu s-a, atins 
încă; liniita, de curgere, sistemul nu a, ajuns la starea limiţă. Bara centrală, 
solicitată cu o == o,.se- deformează mult, ceea; ce'permite ca barele laterale 
să, se încarce în continuas, pină. la, atingerea sareinei,limită. dată de relaţia: 
(21.14), adică +Pr, >Pr. Că urmare, ;producereă, - deforinaţiei . plastice :a, 
permis osredistribuire; a: modului: de: încăeare: d. dlementeloi. sistemului, evi:.. 
tînd pericolul de cedare și. ducînd la ereșterea:sarcinei limită, * ... ie 

mite ÎI i pe ip ti [A Ei 1 A 3 8 


PETER N gata e în 
IDUȚIL OMOGENE ŞI NEOMOGENEALE, 
“EFORTUBILOR UNITARE o 


Se consideră, cazul „pieselor, exeentațe dinoțel. -.1i, + 

Sint puţine piesele de maşini solicitate numai la tracţiune. La astiel 
de .piese, eforturile. unitare: sînt-uniforta: distribuite. pe. secţiune : se. zice 
că, axe. loo:0 distribuţie omogână -de eforturi. unitare: Atibgerea; limitei de: 
curgerecla iasttel de; piese: duce, la: producerea de detormaţii”niari,: deci, 
epuizează capacitatea de rezistență a piesei; cu alte cuvinte, atingerea, 
limitei de curgere coincide cu atingerea sareinei limită. 

În marea majoritate a piesâlor:de!mâşini au loc distribuții neomogene 
de eforturi unitare (bare solicitate: la, neoyoiere, răsucire, piese, de forme 


a PRR LE AL i BLU! 


parajie, o bară solicitată la t 
ţiune şi una, la încovoiere și 
construim diagramele care dau re- 
laţiile o — ce şi P— e, unde P 
reprezintă; sarcina: aplicată” piesei!: î- 
Se consideră că materialul “6ste: "i 
ideal plastic. , 
După metoda rezistenţei ad-.. - 
misibile, starea limită se atinge 


în fig. 21.6, a. Acelaşi“lucru se_ 
întîmplă la distribuţia omogenă, 
fig. 21.6, b, cînd P= PP, şi e= e. 
Din contra, la distribuţia, neomo- 
genă pentru e — e. abia se atinge 
limita de, solicitare „elastică, la: . 
P = P,. La o deformaţie oarecare - . . 
e corespunde P„, dar capaci- 
tatea de rezistenţă nu s-a epuizat. !! * 
Abia la o deformație mare, cînd 
se- produce articulăţiaplastică, se - a: “Fig. 21.8 
atinge sarcina limită Pe. 

În esenţă, ce se întîmplă în bara solicitată la, încovoiere, după ce s-a 
atins limita, de curgere în fibra extremă a unei-seeţiuni ? Pe de o parte, 


E 
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solicitașea: plastică se--propagă treptat în 'vestul secțiunii şi—ipe de. altă 
parte =— se;extinde; de'asemenea: tieptal,. şi” la alte secții, sti. 


Ceva asemănător se: întîmplă la oreonstrueţie de: formă câmplioată;; ) 


de. exemplu-un rezervor de oţel, aivîndio'serie:de legături eu diferite:conducete: 


La creşterea, presiunii, în unele. punole ale. construcției -se-poate atinge. 
Vimita de curgere; Adest lucru: are că urmare prodiacerea,, înzaicelă locuri; 


a. unor deformaţiii'mairi,: fapt 'care-cauzeăză::o redistribuire 'a eforturilor: 
unitare în, ansamblu, evitind:.ruperea, ; Acest lueruinu sepoate întiniplă 


la o construcție din material; fragil,-uride, în momentul cînd îhtr- un puneţi: 


s-a atins: rezistență de rupere,.piesa este distrusă. -: 


Din cele expuse rezultă avantajul mare pe care îl au distribuțiile neo- 


mogene de eforturi unitare, în metale tenace și posibilitatea acestora de a 
redistribui eforturile! unitare, "prevenind astfel” p.rupere intempestivă. 


8. STĂRI LIMITĂ il SOLICITĂRI PE MAI! iure Dieci"! e ale 


Tita 


în cazal sţărilor. pliaieră şi ali de.eforturi-unitar e, cele aiilată! ante-" 
ri6r'răkafii valabile dacă; etortul, unitar de caleul:se înlocuiește prini efortul 
MRiLAT Set Alentna RANI 4) baza teoriei de: tape pda cea mai eter 


21.1, într-o membrană circulară de osime "mică h p 
încărcată cu o presiune uniformă p, eforturile aia “sint date de relaţia nelinjără” 
«“j pd a 


Vp 


Dacă membrana este din oţel, cu R= 20 can, 


p==5 daN/em?, să se calculeze coelieieptu de siguranti Materialul: are limita. 
Oe = 4500 daN/em2?, Ă 


Felația care dă pe o se poate: 


unde 


este i ; îsi Taka 


DI: BI a ' a a calita 
„et sVe = 01,738 =-207i, IE giggiă aan 
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Rezultă că membrana are o siguranță faţă de sarcina limită mai „mare decit cea obţinută 
prin metoda rezistenţei amisihie, pă i E SA 
21,2. Un sistem de doi cilindri fretaţi, cu raze R, = 15 cm, = Ca, = cm, 
are presiunea interioară p; = 1 500 daN/em? și presiuriea de îretaj p =250 daN/cm?. Folosind 
teoria de rezistenţă a elortului unitar tangenţial maxim, să se calculeze coeficienţii de siguranţă 
ai celor doi ciclindri, prin metoda rezistenţei admisibile și prin cea a sarcinei limită. Materialul 
este oţel cu o; = 6 000 daN/em2. 
i A ampăe tuburi, eforturile unitare cele mai mari au loc la razel6 interioare, Aceste 
valori sînt: Ă 
x, Pentru tubul interior :- : pa oa 
SiS — Pi 
R+ Ri A E 
Su > Pi dpi z 
R Zi R e R3 că Ri 


Efortul unitar echivalent, cu. notaţiile (21.7) ..- 


= ="1.000 daN/ermă ,. | 


za. E: E i i 1800. „8 

= _ 

022157 675 3! 
i i S 


og == = 1000 3-1 300 = 8 000 danjoe.” 


3. Pentru tubul exterior (a raza lui ințerioară) 4 


BOB) ORE 
Ste — Pi papa — RD PR a 
Rat — 75 
are Pe RE 
„282 „28382 
= — = pt: a =a + Kept 
Ga == Oe — Gre=P Fa: + Pi RĂI R2) e e 
op 2730 a 0oodaNjemi dl 
Ge 7250 capi Ta 
2- 152-302 900 


Re = 000137) 675 3 


; 4 4 
= 10004+ Ec » 1500 = 3 000 daN/em?. 


637 


Y. Verificarea prin metoda rezistenţelor admisibile : i Se găseşte c' ie. Aceeași valoare rezultă-și pentru îibra extremă comprimată. . 
— la tubut interior | | 21.4. Să se determine sarcina limită p', la bara dublu încastrată din figura. 21.7. 


„Cite e 6.000 


În momentul atingerii saxrciriii limită, se produce articulaţia plastică în mijlocul barei 
iz E = - . $ Ș re: 
it e = 7 3000 2 ; , şi cele trei momente încovoietoare au valoarea ML N ă 
u € : i da : . Scriind momentul încovoietor în mijlocul barei, rezultă 
— la tubul exterior 1 F îi L 
iii îi E MR ia ! Pl 1 p , 
a. 6000 oii ( Mp Lp ZI = Mia 
Ce = — = = 2 E i m tai . 2 2 
Se 3000 ii 
i Ă Da II de unde se obţine RA i 
3. Verificarea prin metoda sarcinei limită, cu aplicarea relaţiei (21.7): za 1 
— la tubul interior, cu op = Ge : şi (] 16 pe 
A zei maret ce oa, Nela : i ed bea : Pr= a Mr îi 


+ ce 2 Gig 60004 1000 
C= = 


Sa Zau 000 100077 i iar în cazuii unei secţiuni. dreptunghiulare 


— la tubul exterior SA 


Ge = Grei 6000-1000 
Ge — 06. 3000-1000 


21.5. Să se determine momentul încovoietor limită în articulaţia plastică a 
[IA AR i (0 muta a pa secțiune circulară. Ș St i; 
Cei doi coeficienţi nu mai sînt egali, unul fiind inferior, iar celălalt superior, celor dați Momentul limită este 
de metoda rezistenţei admișibile. 5 

21.3. O grindă din oţel simplu rezemată la capete, de secţiune pătrată cu latura a = 10 cu 
şi lungime 1 = 100 cm, este iricărcată în mijloe:cu-0 sarcină. P.= 10 000 daN, Materialul are 


unei bare de 
: i » 


> ML= Sp: Se. 


Ge = 2400 daN/em?. În grindă există tensiuni remânente de încovoiere, care în fibra extremă , unde Sp este momentul static al celor două semicercuri față de axa neutră ăi 
care va fi întinsă au mărimea o == —500 daN/em:, iar în cealaltă — op = + 500 daN/em?. ” ic te Ai pita i DN ati oile TE ) i 
Să se afle coeficientul de siguranţă; prin ambele metode. . i pp ate 2 E. i 
Datorită sarcinii P, efortul ;unităr-maxini este” de “ami aia 
LII Eu i pi E) 4 
PL 100 Sad pipe aci, a 
5; P= 045 P. git aha ez Pg i e e, i : 
10 ii) . Ea a pai pei die Ei si SI 
; ; sibi Ă 
; ME SRI | i „121.8. Șă se determine sarcina limită Ia sistemul din figura 21.6, format din 0 bară ori. 
- în cele două fibre extreme, etorturile unitare rezulta sint DELIA AA ea | zontală de mare rigiditate, încărcătă cu 'o sarcină! P,' suspendată” de trei fire' elastice identice. 
. _ . în P. : I; at : dat, Să . ? Îi si LE PR Ca E. îepie ar f Ala, A RL dă ! 


. Li i 
0,15-:10.000 = 1 000:;daN/em?. 


500 — 0,15: 10.000 = — 1.000 daN/em?. 


Limitele de curgere la întindere şi ompreslune fiind egale, coeficientul de siguranță, după 


mmetoda rezistenţei admisibile, este Eta, 


P o —69 1000.+ 500. 


Etortul unitar maxim pozitiv este de forma y 
af, ÎN A E. FE | 
6; = — 500+ 0,15P =o+ KP | 
cu 0y = — 500. a ta N el 45 E d 
Coeficientul de siguranţă, prin metoda sarciliei limită, cu op, = oc, este dat de relaţia (21.7) st 
„_„Pu . sua  2400-+ 500 "1 1aţă de modul de aplicare a sarcinei, firele ? şi 3 se încarcă 'mai, mult decit tirul 7, Prin 
c = = = 193 , metoda stării limită, sarcina limită se atiiige atunci cind. în firele 2 'și 3's-a produs limita 


de curgere, ceea ce transformă sistemul. într-un -mecanism.. jetta opri 


638: | 4639 


Scriind ecuația de momente faţă de punctul de legare al firului 1 și ştiind că N = Na = 
= Ge" A, se găsește : să ! 


PI e 3 
câ a + ocA"2a— Pr real 
de unde rezultă | 


9. UNELE ELEMENTE DIN TEORIA PROBABILITĂȚILOR 


Mărimile care ințervin în calculul :de rezistenţă — caracteristici meca- 
nice, sarcini limită, sarcini reale, caracteristici geometrice ale secțiunilor — 
au, de multe ori, un caracter aleator, ele putind varia, la întimplare, între 
anumite limite. În astfel de. cazuri, . caculul coeficientului de siguranță 


trebuie făcut cu ajutorul -relajiilor teorici probabilităților. 


Din acest motiv se vor reaminti ubele mărimi şi relaţii. din teoria 
probabilităților, :cu caracter. de -generalitate, urmind.:a, fi»: folosite în“acest 
capitol sau în cele următoare. i: 


a. VARIABILE ALEATOARE 


Practic, toate procesele fizice, supuse măsurării, au un caracter aleator 
(întîmplător). Cînd efectul factorilor aleaţori âste neglijabil, în comparaţie 
cu cel dat de anumite relaţii analitice, se spune că procesul fizic este deter- 
minist, adică se poate prevedea ce se va întîmpla la un moment dat, viitor. 
Din contra, dacă acest lucru nu .este posibil, fenomenul respectiv este 
aleator. Caracterul determinist; sau aleator al unui proces fizic se stabileşte 
prin experienţă. |. ze e poeti Pe fi | SII 
"* + Modelul mătemaţie al unui proces aleator este funoția aleatoare; definită, 
de ansamblul tuturor realizărilor posibile ale procesului aleator. Funcţia, 
aleatoare poate conţine una sau mai multe variabile aleatoare. 

Vâwiabila âleatoăre poate fi discretă sau continuă. Exemple : 

— numărul ruperilor din 100 piese făbricate şi puse în- serviciu este o 
variabilă dleutoare discretă, care poate lua, numai valoriintregi :0, 1, 2, . . .100 ; 

— Tumgirea, înregistiiată pe o piesă dă măşină în timpul “funcţionării, 
rezistenţa la, rupere, rezistența, la, oboseală, sînt variabile. aleatoare continui, 
care pot lua orice valoare, între două limite „date... rii rii e 

În cele ce urimează, se va folosi pentru Vaiăbila aleatoare "o notație 


generală a, care poaţe fi. înlocuită, după caz, cu notația specifică mărimii 
studiate. să 


cz et 
p. PROBABILITĂȚI 


După STAS 1839 — 72, „probubilitatea P “este măsura, şanselor de 
realizare a unui eveniment”. Într-un experiment cu rezultate egal posibile, 


probabilitatea unui eveniment; este aportul între numărul „de rezultate 
favorabile evenimentului şi.numărul total de rezultate posibile: De exem- 
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plu, la.aruncarea unei monede, probabilitatea ca să apară o anumită față 
este 1/2 sau 50%, pe cînd la aruncarea unui zar, probabilitatea ca să apară, 
un anumit număr este 1/6. Probabilitatea este cuprinsă între 0 şi 1, sau 
0% şi 100%. Evenimentul:cu probabilitate nulă este imposibil, iar cel cu 
probabilitate P = 1 — este cert. 

Se mai poaite defini probabilitatea ca „măsură a, posibilităţii obiective 
de realizare a unui eveniment întîmplător”. Dacă un eveniment. are pro- 
babilitaitea foarte mică, de exemplu P = 0,01, sepoate spune că el nu se va 
produce la o singură probă; din contra, dacă probabilitatea este. foarte 
mare, de exemplu P.—,0,99, se poate considera că evenimentul se va 
produce, aproape sigur, la o singură probă; ; i . 

im. În fig. 21.9 se măsoară :pe abseisă o - mărime aleatoare continuă, de 
exemplu rezistenţa, la, rupere a unei şarje de oţel..Dacă se ia Qin această 
şarjă, la întîmplare, o epruvetă şi se încearcă, este praetie imposibil ca 
rezistenţa ei de rupere să fie egală cu o valoare dată z=X. Ca urmare, pro- 
babilitatea, de a se.olţine această, rezistenţă de rupere: este nulă. Din contra, 
probabilitatea, ca rezistenţa de rupere să fie cuprinsă între şi a + da este 
diferită de zero ; această probabilitate. variază cu poziţia lui a pe axa 
abseiselor. Ca urmare, probabilitatea poate îi definită prin relaţia p(2). dz, 
unde p() se.numeşte, densitate de probabilitate sau denşitate. de :repartiție: 
Această densitate. reprezintă repartiția teoretică a rezultatelor unui număr 
infinit de mare de măsurări. Produsul. p(z) dx, egal cu aria dreptunghiului 
elementar de laturi:p(2) şi da (fig. 21.9), reprezintă. probabilitatea ca, mări- 
mea, observată să aibă valori cuprinse între limitele z şi a'-+ da. Probabili- 
tatea ca mărimea, observată să aibă valori X cuprinse între 2, şi za va fi 
deci dată de integrala densităţii de probabilitate între aceste două limite 


aeăemofimmaa era 


Aceasta reprezintă suprafaţa haşurată de sub curba densităţii de pro- 
babilitate, între a = a, şi & = 2 (fig. 21.9). 

Probabilitatea ca F <'a, adică probabilitatea ca X să fie cuprins 
între —co şi & se numește funcţie de repartiție sau funcţie de distribuţie a 
probabilității 2) 


P(a) = P(—oo <X <a) =ţ | plz) dz. 
e suta 3 tar e LDA 


'" Ca urmăre, relaţia, (21.23) se poate 
pune sub forma 


Plan să < 2) =$ pla) de = 
=f pto)de-—ţ"_ p(o)ăz=Pla)—Pta: 
ase AT (21:52) 0 Fig, 29 


41 — 0.1591 641 


Probabilitatea ca valorile parametrului aleator studia; să; ser găsească 
—00 şi bioo:este: ate Ea 


pie zicea reg 


i i ma ot n cata ir deo -i 
ouă Pico << + e) =ţi! pda =1, 
fag bt si cat ca nn a dr 08 tpar pg a ie ba 
adică'aria, totâlăde sub curba p(z) este egală 'cu uriitatea. ! sp a 
Dacă se cunoaște funcţia de distribuţie P(a) pentru; o'variabilă aleatoare 
coniihuă, această ieste coniplet:caratterizată. Există; însă "posibilitatea; cara- 
cterizării unui proces aleator cu ajutorul unor'valori tipice, mai puţin pre- 


cise, dar mai uşor de determinat. +! -: ! a 

*:  Motălul valorilor:care:ar putea fi supuse studiului formează, o 'populaţie 
statistăcă.: de exempiu, totalul: rezistențelor de rupere ale 'epruvetelor care 
s-ar::putea, executa, dintr-o șarjă, de;oţel și s-ar supune încercării: Întructt; 
de obicei, experimentele riu-pot reda întreaga populaţie statistică, se face 
un sondaj "pe un ; număr niai redus de. eprivete, obţinind::0 populaţie! dă 


sondaj sau-un'eșantion, ::: ; 


; Dacă se încearcă o: singură 'epruvetă la traețiune, deci “populația de 
sondaj-are ns: 1,'valoarea obţinută dă:o indicație asupră' tehdinţei ce ntrale 
a rezultatelor.: A doua epruvetă, cînd-n = 2, dă o singură; indicație, asupra 
dispersiei sau abălerii. rezultatului faţă de -valoârea indicată; 'de; prima, 
Lă un număr: de epruvete: încercate, există n = indicaţii asupra dis- 
persiei.: Se vot examina, ” cei“doi parametri tipici ai studiului! statistic — 
media şi dispersia, e ee ae Sin si 


[SEI pai 


a Ei Sf dat ta gen sia Di 
Dacă populaţia, de sondaj este formată, 


din n elemente, valoarea medie 


este pati 
% a, (21.26) 
i tii, tigle Ec i ED) DDR IE my IERI A RE ICI II aa 


respectiv; dacă s-ar încezea, totalul, al populaţiei statistice SD 
m ” ia "i CA pa Ii Iata Wat île i 
(91.27) 
Mp fa 7 de, 3 


ii 


S-a folosit pentru “media, populaţiei de sondaj notația &, iar pentru 
a întregii populaţii —A. Cu cît n esțe mai mare și tinde, spre n £ se apropie 
de 4. : e, DN ii ea: ga 


i IESI) în: 
cei d | LII 


Pentru' variabila aleatoare continuă 


pati tn 4 (0: păa.. 


—co 


(01.28) 


Mărimile 3, £ măsoară tendinţa de grupare centrală a “variabilei aleatoare. 
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d. ÎMPRĂŞTIEREA REZULTATELOR 


Amplitudinea repartiţiei este diferenţa între cea mai mare şi cea mai 
mică valoare a variabilei aleatoare 


RF ma — mim 7 (21.29) 


Disperisa de sondaj este dată de relația 


n — 1 îsi | Ș i 


Pentru: întreaga populaţie statistică, avînd un număr n, de valori ale 
variabilei aleatoare dispersia este i 


ss 1 ne => 
2 = 5 a — 21.31 
dea Aa 2 -- (21.31) 


9) 


Pentru variabila, aleatoare continuă 


ea to— Bala) da 4 (01.32) 


ti - si Se e Ci: CC e 


Rădăcina pătrată a dispersiei — s, respectiv o — se nuineşte abatere 
medie pătralică sam abatere standard. iii Mi ai 


E2ă Ru aa Ie Ei i îe tepe ai ta bati bi i -I 
e. DISTRIBUȚIA NORMALĂ (0AUSSIANĂ) 

Dintre numeroasele legi de distribuţie a probabilității, cea mai cu- 
noseută, care reprezintă multe fenomene aleatoare, este distribuţia 
normală. Ba este o distribuţie continuă, fiind aplicabilă variabilelor alea- 
toare continui. „ra 

Repartiția normală, de parâmetri X și :02 are densitatea de probabili- 
tate A Ș j ă 


(91.33) 


Păcind notația î = 2 ui 


(sau cînd F =0 și o =1) funeţia de 


distribuţie a probabilității se serie sie: 


1 Z 
27 
În fig. 21.10 s-au reprezentat funcţiile plz) şi P(w) ale distribuţiei 
normale, pentru cazul cînd valoarea medie este nulă. Fig. 21.10, b arată 


P(a) = ţ eat, (21.35) 


„p&) 


Fig. 21.40 


că valoarea medie are probabilitatea, 0,5, respectiv că la abaterea standard 
o probabilitatea ajunge la 84,1 %. 

În fig. 21.11 s-a reprezentat curba lui Gauss, cu valoarea medie X 
şi s-au notat abscisele între 4 — 3o şi A -- 30. Se observă că în intervalul 
dela — opînăla X + o se cuprind 68,26 %, dintre rezultatele studiului, 
între X — 26 şi X + 2o se cuprind 95,46 %,, iar între Î — 30 şi X + 30 
sînt 99,74 %. Ca urmare, numai 0,26 %, dintre valorile variabilei aleatoare 
ar putea să fie în afara intervalului citat.” » ia 


V-a Xeo X-ls XXI 126 130 se 
Fig, 2141": 
Dacă este vorba despre-comportarea în serviciu (sau la încercări) a unor 


piese, se obişnuieşte a se construi, diagrama cu seară probabilistică, fig. 21. 
12, măsurînă pe abseisă numărul ko de abăteri standard (pînă la masei 
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—4'şi +4); iar pe ordonată, probabilitatea de rupere: sau de 'suiprăviehiire. Se 
observă și. aici că pentru abseisa 0, cele două'probabilităţi sînt de 50 %. 
Pentru o abatere dată k o, se citese pe grafic probabilitățile P, şi P.. 


9993 
1999 
e esa 
38 59 e 
Şi EI 
„S EI 
: ESI Ş. 
i EEE 
E: SRR S 
2 sg: , 
ŞI ii 
“S 
îsi 
E 


«Probabilifatea de su, 


ŞI SSI ss 


Ă 4 
“ruperi.  %osuaraviefuiri «= A 


ze ERĂ 
5 e A 
„9489 ca oz 7 Di 2 30 PA 


007 
4, mumărul oe abateri StandhrăG! 
Fig, 21.12 
1. DISTRIBUȚIA LOGNORMALA 


În această distribuţie, densitatea de probabilitate este 


1. coma y 
e .2% cîndO<a<oşi, 


p(a) = țan Vaz (21.36) 


Pai RA A 0 i cînd e a 0: 
Valoarea medie: este i 
(21.37) 
unde a este valoarea, meâie, iar g2 — dispersia logaritmului variabilei alea- 
toare ai it ! ij ati 4 EI ] 
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Reprezentarea, grafică a funcţiei (21.36) este dată în fig: 21.13.- Se PIE: RE si e Fe Ia sait e Sai 
observă deosebire a, între aceasta, i; A în eri din figura da f se obține Jrecvenia relativă cumulată PF, = Ş, f, a clasei î, (coloana 5): Acea- 


4 
i sta reprezintă raportul dintre numărul de epruvete cu rezistența de ru- 


plz) e DRELDORAREA REZULTATELOR pere mai mică decât limita; superioară.a clasei i și numărul total de epru- 
i mem ni o DE SONDAJ vete încercate. Frecvența cimulată a - 
“9 tabalăl“21.3 s-au tzecub ultimei elase este P„—1, deoarece toate 4,9577 
4 : reziltaţele obținute pe o populaţie | epruvetiele au. rezistenţa, de:rupere. mai . 5425 —-— 
de sondaj formată din n=20 epru- mică decit 85 daN/mm. -. ::-:. 3 pap i 
sp “ete. de 'oţel, prelevate din bare ::.. Gu, valorile prezentăte în. tabelul. SS: | !! 
FIII i OZ laminate provenite din aceiaşi 21.2 se pot trasa următoarele grafice : NN LA 
* Big. 211 ja iii şarjă, lavcare s-âu obținut valori ale a. Histograma. Pe axa absoiselor  Sgygl. 
A RI, „|  xezâstenţei la rupere enprinse între ge reprezintă, limitele claselor. Deasupra, -- 3 he . | 
78 şi 85 daN/mma?, Caracterul 'aleator al fenomenului rezultă imediat din întâi anului pa ppunisător [i ice ae SR IILILILI | 
examinarea împrăștierii xezultatelor, care se poate datora neomogenită;ţii înălţime a oruBorională i freoven= .. ș, 78. 79 80 81 82 83 8 ZA i 
regele a de. măsurare a dimensiunilor epruvetelor, mărimii ţa relativă sau cu frecvenţa, “ADRO-huie Ale Limitele î/asefer, 6; daia? 


lută a valorilor din clasa, respectivă, Pg, 214 
(fig. 21.14), 


ES) a ratia i pi "8. Poligonul de frodverţă se 'obţine unind punotele care au abseisa 


aia | pazei | “Precmeața |! egală cu valoarea medie a elasei, iar ordonata egală cu frecvenţa absolută 
Limite mdie iei Ereovenţa |! Frecvența A aelatieă, i my in, m 'saui cu frecvenţa, relativă f, a clasei “(fig. 21.15). n 
1 0 E RA AI La 5 : *. Poligonul frecvenţei cumulate (fig. 21.16) se construie: 


Legia ri ; aj 7850 1020 frecvențele pe abscisă și valorile-mărimilor studiate pe ordonată. 
80...81 0,50 în: | 4025 1,80 i E d 
81...82 = 0575 | 407,5 0,80 Pi 43/02 a 
82...88 0,90 247,5 6,88 FE, EI ci 
83...84 0,95 83,5 5,76 pop E S 08 
84...85 1,00 84,5 11,56 "S ss a aa i 
4 RI 
Suma i 16220 42,80 E: 275 < d 
Aia , SR : “N aap i 
Rezultatele dbţinute din încercări, care constituie o mulţime dezor- Ri 4 i XR 
donată de valori a, pot fi supuse unei analize cantitative. Valorile obser- 8 005 - L IAR 1 S02 
vaste se grupează în intervale date, de 6bicei egale (tabelul 21.2, coloana 1). PAD IE? 6 LA MI bi E dă : ; BE 
După eiectuarea, griipării, se pot trata toate valorile aparţinină unei grupe, pat nt 705708 05 09 DI 075 00505 BEE.» + 10 1990 6 E 59794 35 
ca şi cum ele ar fi egale cu valoarea centrală , a inţervălului respectiv (tar Vatoaredritcie a clasei „e pp mi Zomiele los 62, clar? 
belul 21.2, coloana 2), Mulțimea valorilor din fiecare interval formează i pa MA Fig PPP ia uite eg cag tie 
o clasă, iax numărul valorilor dintr-o clasă reprezintă frecvența absolută BRUN MON aa a aaa că a n 9 Cd, tii 


i puii eta 9fE cu e E 


m, & clasei, (coloana 3). Frecvența, absolută a clasei este deci ireevenţa, de . Această,.primă, -preluerare reprezintă. determinarea, repartiției: de son: 
apariţie a unui rezultat experimental în intervalul corespunzător clasei daj, care are deci un caracter. de repartiție empirică. - i ii ni ui 


respeative. În coloana 4 a tabelului ş-au trecut valorile frecvenţei relative, „ Media se calculează cu relaţia (21.26) - » Saar zia 
î. = +. dată de raportul dintre frecvența absolută şi numărul total de : ii e i o ci E N A P; ti e a, i! 

E LĂRI page E ai, ar meg e îi, i i Da Ei 3 =— Z tii 
valori (n = 20). Însumind suma frecvențelor relative ale primelor ș clase, : Îi do as AR SI să, 
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Dacă valorile observate au fost grupate în k clase, media se calculează 
cu relația 


DTD fe. (2:90) 
n d , , 


unde 4; este valoarea, centrală a Sa iar ni fe— trecvenţa. absolută, 
respectiv relativă, corespunzătoare valorii a... 

În tabelul 21.2, coloana 6, s-au:caleulat;: produsele: mu za. valoarea medie 
de aendal a rezistenţei la rupere, fiind 


_ i ai 
arzi În = 0 era atm 


Dispersia de sondaj este dată âs relaţia (aL. 30), care, în cazul valorilor 
grupate în k clase, se poate înlocui „prin 


1 AR | 
iz, nai — 2. - (aLae 
map a ) 


"” Abatorea medie pătratică se calculează extrăgină său. din v6loa.. 

rea dispersiei. 
„ În tabelul 21. î icoloang, 7, Ş au caleulai produsele (a * = 2), dana 
tru fiecare clasă, iar, în peariea, de Îp5 s-a. ibrecui sumă, Pisperala ea este .. . 


n — îl 
iar abaterea medie patratică 
8 = Vs = 1,5 daN/mm2, 


10. DETERMINAREA PROBABILISTICĂ A SIGURANŢEI ÎN FUNCȚIONARE  V 


De multe ori cele două mărimi care determină coeficientul de siguran- 
ță — sarcina P-şi-sareina limită P, — au, chiar şi. în cazul solicitărilor 
statice, un caracter aleator, adică nu pot fi determinate cu exactitate. În 
asemenea cazuri, este util a se recurge la un calcul probabilist.: 

Principala grentate constă în stabilirea, dispersiilor pe care le pot avea 
aceste două mărimi. Todicaţiile din literatură, în'acest sens, au un caracter 
incipient. De aceea, numai o analiză temeinică a factorilor care condițio- 
nează aceste două mărimi,:făcute de.către proiectant, poate să îi ide 
informaţiile pentru un. calcul probabilist. 

Să presupunem că sarcina de lucru are valoarea medie Pra si — faţă 
de aceasta — variațiile extreme Ea AP. Ca urmare ea se poate serie sub 
forma 

P = Pia + AP. (21.40) 
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Rămine de stabilit care este legea de distribuţie pentru această vari- 
abilă aleatoare. În lipsa altei intormaţii, dacă se acceptă distribuția nor- 
mală, se ştie, conform fig. 21.11, că întreaga populaţie statistică poate îi 
cuprinsă în intervalul, + 3 Spa faţă de valoarea medie. (S-a luat, aici, P 


în joc de Ă, respectiv sp — în 106 de 5, fiind vorba de o populaţie de son: 


daj), Rezultă deci că N 
AP =3 37 ii 
"Apt : e (0141) 
sp= fe apă i | 
3 


În ce priveşte sarcina limită 'P, problema, este mai grea, ea depin- 
zind de material, concentraitori, posibilită;ţile € de experimentare ete. Dacă 
se iau în considerare toţi aceşti factori şi se admite că, dala de valoarea, 
medie PL mea: Sareina:limită ar putea, varia cu sul da = 2 0,30 Pr mea; rezultă 
că ea se poate scrie . Ni 


PL => Pi mea 2 0,30 Pruna N (21.42) 
Admiţind aceiași diniribuție normală, rezultă, pie mei 


AP, =3 85, = 0 80 Pine E 


Ș (21.43) 
sp, = At =0,10 Peas i 


Cunoseînd cei 4 parametri — Pace sp, Pi mea Sp, — Se pot construi 
pe acelaşi grafic, cele două uită de probabilitate p(P) şi p(P,) ca în 
figura 21. ș ÎS 

Este evident; că trebuie să existe 


PL mea > Prea: 


Bxaminind cele două distribuții, se observă că ele pot; avea două 
poziţii relative diferite — nu se intersectează, sau se intersectează — fapt 
ce conduce la două metode de calcul, ce vor fi deserise, sumar, în continu- 
are. 


a. METODA DURABILITĂȚII GARANTATE (Gate-Lite-Methoă) 


În cazul din fig. 21.17, a, saveina limită este în permanenţă mai mare 
decit şareina, reală, deci durapilitaea, piesei este garantată. Această con- 
diţie se impune atunci cînd ruperea unei piese ar avea CDBEoiLije dezas- 
truoase, deci cînd trebuie evitată orice rupere. 

Condiţia durabilităjţii g garantate este ca sarcina de lucru cea mai mare 
să fie mai mică decit; sarcina limită cea mai mică 


Poe + APSPu ua — APy 
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sa i ji 
ă A Pumaa> Pre APA îi * ar, 44) 
+ Gootioiențul de pda probapilișt se agtivaţie d prin a tția 
gt — Prmea e (21.45) 
Prea 


putând fi notat e cînd este calculat faţă de limita 66 curgere, respectiv 
0% — faţă de rezistența la ru peace. d 


tiu 


A med — bed 


Sarbina . 
fimifă” aie 


Fig. 21.17: 
„i Conform acestei definiţii IRI i i iai 
PE Pi moi 3 „Pmoa + AP + APL în mofepa Di Y 
Peace Prea ti 


Sopot face următoarele transformări 


Pas + AP +AAP, _ AP, AP Pina _q: pi AP SAP A 
Prea - Pmsa „Pană Frei îi Pama Pai: 
Ap: iti pă + i î 
x » 1 [ 
Di Pati 
„650 


sau 


ct 1 + (AP/Prea) , 


21.46 
1 — (AP, Pa mea) iti 


PROBLEMA 


i 21.7, Să se determine coeficientul de siguranţă al unei piese din oțel, avind sarcina de 
ucru 


P = Pmeg t AP = 1 000 ++ 200 dan, 
dacă sarcina limită estc (la limita de curgere) 


Pr = Pr mea + APr'= 3'000 2 600 daN, 


Contorm daicior:problemei : 1. iii tite 
AP 200 zi APL 600 
Pmeas 1000" PLmez 9000 


iar; prin aplicarea relaţiei (21.46) 
va a: papua lisit ce ha i 


be MEzCoA onanapărir coxrnovanira 


d fisa acestei, piatede, fig. 31. ETA 3, cele două grafice se i ivezateala 
ză, ceea ce arată că se; permite ca un număr de piese să cedeze. Folosirea, 
acestui concept; face ca, diferenţa, Pr mea —: Pui Să fie mai mică: decit la 
metoda anterioară, deci-maiterialul să i mai bine utilizat, Se feţei astfel; 
o.economie, câre să justifice; - ” r. ae 


cedarea, .respectiv înlocuirea : „pla -p, 7 : i 
unii număr redus. de.piese. AS 
Aria hașurată din fig. 
21:17, b, măsoără intervalul pe. 
care pot să se producă cedările'. 
pieselor. "Pentru „continuărea 
problemei, se: reprezinţă "denşi- 
tatea de probabilitate a diteren-,, 


“i 


[ 


ţei P--— P, ca în figura 21.18. 7 med ned |; Cat 
Zonaîn care P.— P>0. repre: isi Fig, 21 48. Îi Ed 
„zintă piesele. „care nu :se.“ritp, = 39 Pe : 


iar' zona îm'care diferența 'este negativă —pe cete care. cedează, Cu ajnto- 
rul'ecuajţiei funcției 'p(P,—P) se poate calcula coeficientul de siguranţă 
probabilistic, respectiv procentul de piese care ar.putea ceda, 
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CAPITOLUL 22 


SOLICITĂRI VARIABILE. OBOSEALA METALELOR 


1. SOLICITĂRI VARIABILE 


În majoritatea pieselor de mașini, forţele aplicate variază în timp de 
un număr mare de ori. Acest mod de solicitare duce la o micşorare sensi- 
bilă a caraeteristicilor de rezistenţă, faţă de cele statice. Fenomenului i s-a 
dat numele de oboseală, iar caraeteristicelor mecanice respective — limite 
de oboseală, saw rezistențe la oboseală. Spre deosebire de caracteristicele me- 
canice statice (rezistenţa la rupere, limita de curgere), care erau mărimi 
unice, :variind doar în limite probabilistice, rezistenţele;: la, oboseală ale 


unui material pot avea o infinitate de valori, funcţie de o serie de factori. . 


Solicitările variabile pot avea un caracter determinist sau aleator. La, 
primele, se pot stabili anumite relaţii, în baza cărora: se poate prevedea 
evoluţia, lor la un moment dat. Celelalte nu se pot exprima sub o formă 
analitică şi se studiază, prin înregistrări, desfăşurarea, lor în timp ; prin 
caleulul probabilităților se pot face apoi estimări, asupra comportării în 
viiţor a pieselor la astfel de solicitări. x: 

- Dintre solicitările determinis- 
te, cele, mai frecvente. sînt soli- 
„citările periodice. La rîndul lor, 

: tă acestea, pot; fi grupate în : Na 
i ' 0 AI — solicitări staționare, la care 
i “eforturile unitare variază, de un 
“număr nedefinit de ori, între o 
limită superioară Gmaz Şi una infe- 
7 TÎOarĂ Ommp, CA în figura, 22.1 ș exem- 
ple : arborele unui motor, arcul 
“, de supapă, tija, pistonului, osia 
unui vagon ete. ; | sa. ej 
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- :— Solicitări nestaționare, cînd eforturile unitare variază ca, amplitu- 
dine în decursul. unei perioade ; această variaţie poaite ti aleatoare, sau-tor- 
mată din trepte de amplitudine. constantă, ca în fig. 22.2. 


Solicitările variabile, repetate de un număr mare de ori, au efect nefa- 
vorabil asupra capacităţii de rezistenţă a materialului, comparativ cu com- 
portarea lui la solicitări statice. sa | 

Acest efect a fost observat şi studiai sistematic încă din:prima, jumă- 
tate a secolului al 19-lea. Prinţre cele mai frecvente şi importante piese de 
maşini care prezentau ruperi, inexplicabile în acea vreme, erau osiile vagoa- 
nelor de cale ferată. Modul de încărcare şi rezemare al unei osii-de vagon 


„este arătat în figura, 22.3. La uh moment dat, în punctul a al osiei, situat îni 


partea cea mai de sus, are loc un efort unitar de întindere omaz, iar în pune- 
tul opus b, un efort; unitar de compresiune 64 = — Gas. Dacă osia, s-a 
rotit cu 180%, cele două punete a şi d schimbă între ele poziţiile. Ca umnare 
într-un punet fix pe osie, după o rotaţie de 180”, efortul unitar trece de la 
Omaz LA Gin — Omaz. PE O durată mare de timp, efortul unitar variază, 
de un număr foarte mare de ori între cele două limite, conform schiţei de 
lapoziţia 5 din tabelul 22.1. 

T'enomenul de oboseală a materialelor și calculul aferent prezintă, o 
serie de complicaţii, ce vor fi examinate în acest capitol. Problema este ceva, 
mai simplă pentru cazul solicitărilor stagionare ; din acest motiv, expunerea 
ce urmează se va referi în special la acestea. 

Din cauza complicajiei calculului, se preferă capiesele supuse la solici- 
tări variabile să.tie dimensionate, în mod aproximativ, ca şi cînd ar fi su- 
puse la solicitări statice, urmînd a se tace apoi calculul propriu-zis la obo- 
seală, care constă în a verifica mărimea coeficientului de siguranță, 

În: studiul solicitărilor variabile staționare se consideră că sarcinile 
aplicate pieselor, deci şi eforturile unitare produse de ele, variază în timp 
periodic, cu o îrecvenţă oarecare, aşa cum este exemplificat în figura 22.1. 

Variația etortului unitar, pornind de la o valoare oarecare şi pînă. 
ajunge din nou la, aceeaşi valoare şi la acelaşi sens de variaţie, formează 
un, ciclu al solicitării variabile. Aşa, de exemplu, în figura, 22.1, un ciclu 
este reprezentat; prin curba ACE sau OBD ete: În decursul unui ciclu, 
efortul unitar trece o singură dată printr-o valoare maximă, numită efort 
unitar matim Omaz Sau limită superioară a-efortului unitar, şi o valoare 
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+. Tabelul 221. a . : îs ă i fe în Tabelul: 22.1 (continuare) 


de aa tă Nre Giclul 


et] . 9maz Îmin s, R 


crt. Ciclul s - Smiaz, Sinta m, %a R 


a 
Ga 
a 
Si 


-. Oma 2 min > 0: | Om =. Omaz: = -Omin:| - - R=+1 


E = Si El de 3 i "Omaz CO; tii Gmi<0;i: 1<Ra4a-+too 


'- Omaz ='9min O Om = Omar oii R=+1 
Ga = 


R=0 sii 2 vaita ÎN ae 0 ale Rate 


ate minimă, numită ofort unitar mină Omiy. Sau limită inferioară a efortului 
d unitar. În cazul eforturilor unitare tangenţiale, valorile extreme ale ciclului 
PR: i Sînt 'Tmaz ȘI Temtae.. i ie ep a dp DE Rea ip t sent mila ep ir n pir A 
' j ; „. Adesea, în loe de eforturi unitare se poate vorbi de un ciclu de sarcini, 
ft teal abestea fiind torţe care variază întire Paz Și Pt Său cupluri (de încovoiere; 
= 1 <R 40, : : E i ÎNC IA PERLE ai 
i | sau de răsucire) care variază între Mas Și M mt. Caiuza, ciclurilor de solicit 
dA tări vasiabile periodice este în e i) 
general mişcarea de rotație sau Ş i Piti 
mișcarea, de : du-te-vino (âlter- COEN TU ţa | na a : 
nativă) a diferitelor! piese de: ÎL 
Ă f mâșini, i 
- , “ ș Valoarea medie între Omar 
m =0; RZ 1 Şi. Omta (Îi. 22.1.) se, numeşte 
Omin<) : | 0a= Omaz | efort unitar mediu, |: E 


în 


0maa>.0i; 0mtn40; 
Sas Om | 


4 ai det stă m 


] i Pa mezi San. (92.1). 


Î Pa Pa E Ea | _Semidiferenţa, dintre efor- -. -.. 
Omaz> 0: Omin 40:;]- Om 40, e jah 1 i tul unitar rhaxina, și cel niinina sait; + 

Omaz | Omin| | Sa. : i diferenţa dintre cel maxim (sau... 
rm minim) şi, cel mediu se numeşte . 
amplitudinea, eforturilor unitare, 


A „2092.2) 


ES ae aan ni) 28 Ta Smta|, i » A nu se coniunda simbolul peritră amplitiidiriea "efortului înitar, Ga stabilit bi-STAS: 
Su Aa i iti Di PO PR | | 6488-67, cu același simbol, folosit 'pină acum, pentru rezistența admisibilă. * * : :: ăia) 
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: Casiosoina Be Sa și Oa, Se pot caloala, eforturile unitare maxime şi 
minime ai iasa 


Gaz = 9m + | i ps 
"Guin zi Le ei Ga i i. de: căi * 
Rezultă că un ciclu de solicitări variabile este definit fie prin valoiile 


Omaz ȘI Omins Lie PLIN O Și Oa- 
Se numește coeficient de asimetrie at cielului =opatiii 


R = ama. (22.4) 
Omaz 
După mărimile şi semnele pe care le au Graz ȘI' Gia, SE disting diferit 
tipuri de cicluri de solicitări variabile care sînt redate în tabelul 22,1: 
După mărimea coeficientului de asimetrie, se disting : 
— cicluri simetrice, poziţia 5 din tabelul 22.1, avind 


Gmaz = — Omtp) Gm = 0; Oa — Omazi R= 1; 


— „cicluri asimetrice sînt toate ciclurile la care coeficientul de. asime- 
trie este 


Ri =. 


După se semnele algebrice ale eforturilor unitare, se disting: : 
":— cicluri alterhante, la care efortul. unitar schimbă de semn (pozitia 
4,5, '6 din tabelul 22; 1): A 
— cicluri ondulante, la, care efortul unitar. rămîne tot timpul de ace- 
laşi semn. 
Un ciclu ondulant poate fi pozitiv (poziţiile: 2 şi 3) sau îi ejalia (poziţiile 
7 şi 8). Cînd una din limitele efortului unitar este nulă,:ciclul ondulant; se 


numește. pulsani. La poziţia.3 se arată un cielu pulsant pozitiv). iar la, 


poziţia 7 unul'negâtiv. A ini 
În'cazul în care amplitudinea ciclului este foarte mică, ca ma fi 
considerată, practic nulă și Apare solicitarea statică isus 1 şi 9). 


3. REZISTENȚA LA OBOSEALĂ. CURBA LUI WOHLER 


Raperienţa, îndelungată a construcției de maşini a dus la, constatarea, 
că majerialele rezistă la, solicitări. variabile mai puţin decît la solicitări 


statice. Cu alte. cuvinte, 0 piesă care suportă pe timp indefiniţ o solicitare! 
statică de valoare oma se poate rupe după un ritimăr oarecare de cicluri 
care au valoarea maximală oma. Acestui fenorhen, de mieșoraire a; proprie-" 


tăţilor de rezistenţă sub efectul solicitărilor variabile, i se dă numele de 
oboseală a materialului. * - 


Caracteristica mecanică a materialului, la solicitări variabile, este. 


rezistenţa la oboseală. Spre a determina; rezistența la. oboseală a Umar Ma, 
se poate proceda în felul următor, după STAS 5878-69. :: 
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Se confecţionează, din materialul care trebuie cercetat, un număr de 
cel- puţin 8 epruvete identice, avind, de:exemplu, forma Gin figura, 22.4. 
Partea unde:se va produce ruperea, în cazul-de faţă partea, gîtuită, trebuie 
să fie toarte bine lustruită, Epruvetele se aşază, pe rînd, la o mașină de 
încercat la oboseală, care, pentru Încercarea de 
încovoiere rotativă, poate corespunde schemei 
din figura, 22.5. La această schemă se disting : 
1 — greutăţi; 2 — rulmenţi; 3 — epruvete; 
4 — dispozitiv de prindere a epruvetelor; 
5 — lagăre ; 6 — roată de antrenare a epruve- 
telor în mișcare de rotaţie. Prin aplicarea greu- 
tăților constante 7 în capătul epruvetelor și 
prin: rotirea, epruvetelor, se realizează cicluri... 
simetrice de încovoiere. Există numeroase 
modele de maşini de încercat la oboseală : pen- 
tru epruvete solicitate la încovoiere... pură 
(moment constant de-a lungul: :epruvetei) 
pentr încercări prin ciclu pulsant, pentru 
încercări de ' răsucire, înțindere, Bolicitări 
compuse. 

Maşinile de încercat sînt prevăzute cu con- 
toare care numără ciclurile la care este AUȘEi i 
epruveta, pînă la, rupere. 

„„ Primadin seria de eprmvete se încarcă, în. 
așa fel ca, să se reâlizeze în ea, un efort unitar... 

Gmaz = 91: = 0,6 . apa. pentru oţeluri; .., 

O9maz = a =0, 4. pentru aliaje neferoase 
uşoare. i 

Se constată că 'aceâstă g ruvetă, 
după N, cicluri. : i = rupe 

tr-un sistem de axe de coordonate a,paz î 
N, se marchează, punctul 7, „corespunzător ruperii iti 
primei epruvete (ay, N). A două epruvetă 'se i 
încarcă la un efort maxim 62 maâiimie cu:1—2 
dâN/mm? decit: c, şi se 'constată că ea se rupe 


după N, cicluri, unde Na > Se. “marchează punetul” următor, 
2 (2X2) 2). 


gi E27 


Fig, 2245 


42-c, 1804 
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Se continuă, acest procedeu, mieşorihd din: ce în ce pe Gaz, ceea ce duce 
la creşterea numărului de cicluri pină la rupere. Se constată că Ia o anumită; 
valoare a lui :Guaz; căreia i se:dă numele, de: rezistenţă la.oboseală, epruvetă 
nu se mai rupe, aslică rezistă la un număr nelimitat; de cicluri. Evident că: 


.. P LI va 1 LI 


i e Acizi îi DT. 


Fig, 22.6 i O Miz 
alte epruvăte, încărcate la un efort unitar Omaz Inferior rezistenței. 12 obo- 
seală, de asemeiea ni 'se rup. ZIC MR Ia Na SA 
„ Prin urmare, rezistența la oboscală estă cea mii mate valoai'ă a eforiiihii 
amitar mazim al ciclurilor pe care epruveia le suportă um tinp “imdefinit 
fără a se rupe. Cum experimentărea'nu se poate face lă, infinit, de obicei se. 
limitează la'un număr de ciehiri' N, = N, (bază de încercare) (fig. 22.6), 
Pentru țeluri se în Ne = 108. ..107 'dieluri, pe' cînd 'lă ăliaje uşoare, unde 
curba, coboară mereu, se mergă' chiar la N =:5 + 107. ..108. i 
i Curba din figura 22.6, a cărei asimptotă dă mărimea, rezistenței 1o 

oboseală, poartă numele de curbă de durabilitate sau curba lui, Wohler. 

Practica arată că punctele obţinute, experimental. nu, se înscriu pe o 
curbă cu-traseu atât de conţiniu ca, aceea, din figura 22,6. În general,ele: 
prezintă o dispersie destul de mare, ceea ce îngreuiază determinarea exactă, 
a, rezistenţei la oboseală. De aceea, esțe util ca, penţru determinări precise. 
să se înceree un număr relaţiv mare -—.citeva, zeci — de epruyete. Rezul- 
vasele experienţelor pot. fi prelucrate statistic. şi se.pot trasa curbe care: 
arată probabilitatea de rupere, cum sint; cele din figura, 22.7, i SN ci 

Determinarea rezistenţei la oboseală prezintă complicaţii și în ce pri- 
veşte metodologia experimentală, atunci cind este vorba de alte feluri de 
cicluri decît cel simetric. în NA 

Pentru ciclu pulsant,pe cuiba lui Wohler: se pot înserie fie valorile Gaz 


(curba superioaiă din îig:22.8) fie'valorile Ga = za ouau(Gurba inferioară 


dinfigură). ,„ ie a EA 

în fig. 32:09 s-au reprezentat, în coordonate semilogaritmiee, curbele 
lui Whler pâiiţru încercări ondulante, în cursul cărora se păstrează op = 
= const. și se variază o, pînă se atinge rezistenţa la, oboseală. În asemenea 
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cazuri, nodul cel mai potrivit de scriere a rezistenţei la oboseală (dată de 
Gmaz) este sub forma; unei sume om +- oa. Astfel, pentru curbele din fig. 
22.9, citite.de sus în jos, rezistențele la, oboseală sînt: 

! : si Dati i Ga = 40 daN/mm?, 


d fui 


50) 6ș=20 +.85.daN /mm?, 

6x=40 4 26; daN/mm?, 

a 4 0x50 ++ 20 daN/mm?. 

:E „x Se observă că rezi- 

T 39 stența la oboseală: cea 

Şi mai: +mică: este pentru 

k „„cielulc-simetrie,'om =i0; 

"5 20 şi că ea, crește pe'măsură 
Ş i ce o, creşte. | 

77 „iti '-“Onieg ' material are 

| "o'infinitate de rezistenţe 

7 sili |. : * ia" oboseală! 'după- 'coefi- 

77 pă 705 7p6 777 cientul de 'asimetrie al 


cielurilor la care se face 

încercarea, precum şi 

după felul solicitării. 

Cele mai cunoscute sînt; rezistenţele la oboseală prin cicluri simetrice 

şi pulsante. Simbolutile păritiu: rezistenţele la; oboseălă poartă. ca, indici 
vajorile coeficientului de asimetrie. Se notează astfel : i 

"oa — rezistenţărila oboseală; prin ciclu: simetrie de încovoiere 

oi! rezistență;la, obostală prin ciclu simetric de tracţiune-coinpra: 

pp iati li e sta mate 00 pa luau ae aL IRI pai ara Ta RI) 

-:rezistenţă; la oboseală prin ' 


Fig. 228 


ei 


clu' simetrie de'răşubib 
m ia 


pre în ata te da 


50, d 
ge felia e N 
ELE -/. : 
tă i %! N i 
E R. 
St /A 
Ş 
n Ss 
4 5 
i 20 
MII 
me plete ea e Aita, 
! papă pe ppt PE 
ii FNPENE Di A efeluri. e Al 
Baa poa le 0 ag 2048 


MN AR i a ti 


E) die DP ibeta 4 ai ni ă Fi 
rezistenţă la oboseală prin ciclu pulsant; ds încovoiere 


i Bo, 
aşi — rezistență la oboseală prin: ciclu pulsant de tracţiune. : 
Oy, — rezistență la oboseală prin ciclu pulsant de. compresiune 
mg  — xezistenţă la. oboseală prin cielu pulsant de răsucire 
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Op > .Xezistenţă, la oboseală-prin ciclu oarecare. de încovoiere 
Ga, += rezistență, la :oboseală prin ciclu oarecare. de tracţiune 
“a  — rezistenţă. la oboseală; prin. ciclu: oarecare de: răsucire. 


Pentru o solicitare dață, rezistenţele Ia oboseală prin ciclu simetrie 
sînt cele-mai mici ; cele prin ciclu pulsant; sînt mai mari, iar cele de rupere 
statice sînt :cele' mai mari. ' i j 

„Dat fiind că solicitarea statică are R-= +1, în studiul la oboseală se 
obișnuiește să. se noteze rezistenţa, de rupere statică și prin simbolul o, = 
Oe i iza £ ȘI ii PR aa 

;Ou titlu informativ, se dau unele relații empirice care arată legătură 
dintre rezistențele:la, oboseală şi rezistențele de rupere statice. i 


Laoţeluri. * E i i 
Gri = (07 ș05)rorj ca. = (lybe ++ n6)o-a _ 
e Gu =:(047...0,8) ou; op = În 0-a 
„sia = (0,55...0,58)0_1; mo = (18.120) za 
La metale uşoare i ir ue îi Ă ă 


II oo, = (0,25...0,5) Gr 


: „3. DIAGRAMELE REZISTENŢELOR LA OBOSEALĂ 
Das fiind. că o piesă de maşină poate fi supusă unei solicitări variabile 
cu orice valoare a coeficientului de asimetrie R, este necesar a cunoaşte 
întreaga infinitate de rezistenţe la oboseală ale materialului, pentru felul 
de solicitare considerati. Se ajunge-asttel la noțiunea de diagrame ale rezis- 
tenjelor la oboseală, construcţii grafice care să reprezinte variaţia rezistenţei 
la oboseală cu coeficientul de asimetrie. 
Luâînd un sistem de axe de coordonate o, Sa (fig. 22.10), ciclul de soli- 
citare variabilă dintr-o piesă se poate reprezenta printr-un punct M din 
! planul acestor axe. Ducind linia OM, se 
poaite scrie relaţia dintre înclinarea ei şi 
coeficientul de asimetrie 


„__ Ga Omaz — Omtn__ LR 


Om Omazt Om  L-t-R 


(22.5) 


Suma, coordonatelor punctului M 
reprezintă, conform formulei (22.3), efor- 
tul unitar oua, al ciclului. Prelungind 
dreapta 0M,se poate găsi un punet L, 
corespunzător unui ciclu limită, la care 
Fig. 22.10 efortul unitar maxim este egal cu rezi- 


'stenţa la oboseală a: materialului, core- L% 


spunzătoare coeficientului de asimetrie dai 
GmazL > Om “+ Gaz = Oa: 
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++ Locul geometrie, âl putietălor L reprezintă! diagrama rezistențelor la 
oboseală sau curba ciclurilor: imită. A Mpa i 


va vedeamaideparie. pi | i 
:. Curioscânid locul geometrie âl punetelor L, se obține'o curbă ca în fi- 
guia:22.11; pe cară s6 recunosc cele trei solicitări particulare : 
"= “Ciclul simetric, punetul A, cu 0m 0 Și 04 cj, :. 
„— ciclul pulsant (R= 9, e.= 45), punetul B, cu. cm = 0 = 5/2: 
„—solieibarea statică, punctul 0, cu '.0a = 0, cu = Sr: 


SI i ti 


Rig. 224 | Fig. 2242 


Linia, ABLC este diagrama rezistenţelor la oboseală, în eoordonate 
Om: 6, (diagrama Haigh). Un punct oarecare din interiorul diagramei (M) 
reprezintă un ciclu nepericulos, pe cînd un puneot; din atara ei(N) reprezintă 
un ciclu care duce la ruperea prin oboseală. 4 
Un al; mod de reprezentare a diagramei rezistenţelor 12 oboseală este 
diagrama Smith (îig. 22.12), care dă variaţia i Omaz Și Omi În îuncţie de ou. 
În această diagramă, orice ciclu este reprezentat prin 0 pereche de punete 
avînd aceeaşi abseisă,. Ciclurile limită sînt reprezentate prin puncte situate 
pe cele două curbe : ciclul simetric limită AA CU OA, = Omaz = O-ui 
ciclul pulsant limită pozitiv B.B2, cu Ba Bi = Omaa = Su cel negativ cu 
BB, = o; solicitările statice cu 'rezistențele de rupere de întindere, 
respectiv compresiune, corespunzînd punetelor 0, C „ Punctele Di Da re- 
prezintă un ciclu repericulos, în timp ce BB, reprezintă un ciclu care cau- 
zeazărupereaprin oboseală. - zu , i 
'Uţilizarea diagramelor rezistenţelor “la, oboseală în formele indicate 
în figurile 22.11 şi 22.12 prezintă dificultăţi, atit în ce priveşte construirea 
lor cât şi în ceea ce priveşte comportarea, materialului solicitat la oboseală 
peste limita, de curgere. Din acest motiv se recurge în practică la diagrame 
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sau curbe mai siriple. Se fac următoarele simplitficări : |. a 
e %), Diagramele se utilizează de;0bicei numai în partea dreaptă.a axei 
verticale, adică pentru valori o pozitive; fac excepție diagramele pentru 
maiteriale care se comportă diferit la tracțiune şi compresiune (fonte). 
pini $) Pentru materialele tenace (aţeluri moi, aliaje. de .cupru),.se obișnu- 
ieşte a se limita. diâgramele:la, valoărea; limitei. de curgere statice, adică la 


schematizate, în care cnrbele descrise se înlocuiesc prin anumite linii drepte 


Omaz = Ge, Deinteresînd ciclurile care depășesc limita de curgere,:deci care: 


produc deformajii plastice accentuate. d aa 

;.. „-Spre'a aplica, acest principiu, la-diăgraină din: figura; 22.11''Se proce- 
dează cum se-arată în figura-22.13. Se fixează pe axa'orizontală punctul 0 
căruia îi corespunde limita, de curgere o. şi se duce dreapta CD la 45, 
Orice punot de pe această dreaptă are omaz = Om + Ga == Oe, iar punctele 
situate deasupra'ei:reprezintă cicluri care depășesc limita de curgere. Se 
elimină partea de diagramă BOB, situată deasupra liniei CD. În acest fel 
se evită:ca un ciclu oarecare din cimpul BCE, cum ar îi cel reprezentat de 
punctul M,'să-îie, considerat drept ciclu admisibil la o piesă de maşină. Un 
astfel de ciclu nu: duce la rupere prin oboseală, dar produce detormaţii 
permanente, Ieru neadnais în construcţiile de maşini. Prin simplificarea 
descrisă, diagrama cielatilor limită devine A BO (fig. 22.13)... pi 

x Pentru diagrâris de telul'celei din figura 22.12, se procedează; că în 
figura, 22.14. Diagrama iniţială este curba .A,0'A2. Se duce linia orizontală 
la valoarea „= ce (limita de curgere), obţintid pungtele D,, 0. Se:duce 
verticala DD, “şi” rezultă punctul D;. "Diagrama se limitează la, linia 
ADODăg ui ci i ic ice aie N AZ et 0 
7) Pentru calculul ânalitic, diagramele avînd şi porţiuiii ds curbe sînt 
incomode. De aceea se recurge la schomatizarea prin: linii drepte, care per- 
mite stabilirea, comodă a expresiilor coeficienţilor de siguranţă. 
ş iz 


Oay h 


Pi DL: a 
E să ; , “Fig. 04; ui vi 
În schematizarea lui Gerber, diagrama rezisternțelor la oboseală este 
parabola A0 din tig. :22.15; de ecuaţie i II a oaia 


+ : EP V2 
pralea ( 
i pd tau Mau) 
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“Fig. 22.418 


:Schematizarea; Goodmân, pentru materiale fragile, foloseşte. dreapta 


af 


(92.7) 


iar schemaiizar6ă Soderberg, pentru. materiale en limită de curgere, este 
dată deliiia AD" CER Alia IA & : 


(22.8) 


“" gehâmătizările Goodmaii şi Soderberg, foarte. comode pentru calcul, 
neglijează o pună păi dinicapatitătea; de rezistență a materialului, deci 
duc la valori ale coeficienţilor de sigurăziță mai mici deeit; cele reale. 

“Îi soliematizarea lui Sărensen, se ia linia, îrîntă ABHD din figura 22.16, - 
definită de mărimile a-, aa, â,. Întrucitpunctul E se află destul de aproape 
de B, se poate lua'o linie frîntă ABD. A ş 
"În literatura tehnică se găsesc multe alte tipuri de diagrame schemati- 
zat6, Andlog se poate proceda, cii diagrama de tip Smith. - : + 


4. RUPEREA PRIN OBOSEALĂ 
ee, ia N a. FISURA ȘI RUPEREA PLIN OBROSEA Li 
ip ISU $ 
În cei peste 100 ani.de cînd se ercetează rezistenţa la oboseală, unul 
dintre subiectele cele riăi frecvente a, fost cercetarea cauzelor şi a modului 
de producere a ruperii prin. oboseală, respectiv clarificarea, deosebirilor 
dintre producerea ruperii la solicitări statice și cea de oboseală. 
“Bxaminarea, secţiunii unei bare ruptă la oboseală arată o distineţie 
„neţă înţie ruptura de oboșeală şi cea statică, După cum se vede în figura, 
22.17, în secţiunea barei rupte prin oboseală, se disting două zone : una lu- 
cioasă, datorită frecării materialului în timpul propagării fisurii şi una gră- 
unţoasă, în partea unde are loc, brusc, ruperea finală. Ruptura de oboseală 
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începe prin o fisură, al cărei loe poate fi uşor identifica în secțiunea piesei 
rupte, care se propagă, micșorind mereu secțiunea, piesei. În general 
această propagare a fisurii se face cu intermitențe, datorite perioadelor de 


; 


Rig, 22.17 


Felul solicitării i 


Încovoiere rotativă 


oprire ale mașinii, ceea ce are ca efect 

producerea unor linii de repaus, care permit; 

atât identificarea locului fisurii iniţiale, cât 
şi direcţia, de propagare a ei. zi 

"Aspectul rupturii de oboseală depinde 

și de felul solicitării, cum se arată în 

tabelul, 22.2. 

Pentru solicitări de încovoiere rotativă 

sau înţindere-compresiune, de obicei există 

o şingură fisură iniţială, pe cînd, la încovo- 

„ isreplană, se produţ. două fisuri, faţă în 

„faţă. Cînd solicitarea variabilă, este mică, 

fisura de oboseală se. propagă apioape în 

toată secțiunea, zona rupturii finale, fiind 

mică; situaţia sa, inversează pentru cazul 

- unei solicitări puternice. Un aspect aparte 


| are ruptura unei bare: cu un concentrator inelar. Săgeţile “indică 
direcţiile de propagare a fisurii de oboseală, 


Tabelul 22.2 


AP 
Epruvetă cu concen- 


Epruvetă net 
pruvetă netedă tratoc înelar 


| Solicitare mică „Solicitare mare Solicitare mică 


Încovoiere plană 


e PER: 
Întindere-compresiunie 
i PT i 


CPS 
CEI, 
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„ea dă naștere unor linii de lunecare ; 


„i Este de'observai de asemenea, că gîtuirea la rupere, specifică ruperii 
statice; a materialelor tenace, nu se produce în cazul.-ruperii prin oboseală. 
Prin urmare, ruperea, prin oboseală are caraeter îragil. o: 


v. MEOREI ASUPRA RUPERIL PRIN OEOSEALĂ 


a. Teoria cciuisării (Orowan);' Bormulată, la început: d6: Gough şi 
Hanson (1923)'şi dezvoltată apoi de Oroiwvan, aceăstă teorie porneşte dela 
ideea, că în anumiţi grăunţi Gristalini, se produc lunecări plastice la, efor: 
tuti unitare care, pentru întreaga secţiune, sînt interioare limitei de elas- 
ticitate statice. Aceste lunecări produc un fenomen de ecruisare a crista- 
lelor, deci de creștere a limitei de elasticitate. În timpul acestor” lunecări, 
are l0c o dezorganizare a reţelei cristaline a materialului, ceea ce poate 
avea drept consecinţă producerea, de mierofisuri, în special la locurile -de 
legătură, dintre cristale. Cît timp solicitarea este inferioară rezistenței la, 
oboseală, se realizează uri echilibru între fenomenul de eciuisare a crista- 
leloi: şi 'cel de mierofisurare şi fisura, nu se dezvoltă, Din contră, la solicitări 
mai puţernice, fisura se dezvoltă, şi conduce la rupere. Cercetările au ară- 
ta; că :fenomenul de ecruisare are loc în: primele cîteva mii de cicluri, 
fisurile submicroscopice apar: după 2%, cele: microscopice 'după 5—20 %, 
iar cele vizibile după circa 20% din durata totală a încercării prin care se 


produce ruperea. 


8. Teorii energetice. O' serie de teorii de oboseală pornesc de la exami- 
narea buclei de histerezis plastic (fig. 22.18). După Oding, lăţimea, buclei 
de histerezis este o caracteristică a metalului, numită viscozitate ciclică. 
Pentiu valori ale. efortului unițar maxim o. a]. ciclului superioare unei 
anumite limite, viscozitatea, ciclică, crește cu numărul de cicluri aplicate 
piesei, pînă ce produce ruperea... La, 0 anumită valoare a lui a, egală. cu 
rezistenţa, la oboseală, are loc iniţial o creştere a viseozităţii. ciclice cu 
timpul, urmată, de, o desereştere a ei, iar epruveta nu se mai rupe. Pentru 
valori ale lui e, mai mici decit rezistența, la, oboseală viscozitatea. ciclică 
rămîne constantă în timp. 

“7. IPeorii de dislocaţie. În. ultima vreme, se 
caută a se explica ruperea prin oboseală pe baza 
dislocaţiei intereristaline. “Teoriile se elădese pe 
următoarele constatări : PI a an i 

— dislocajţia apare în metale, în procesul. de... 
cristalizare, dînd naştere unui mozaic de monoeri- - 
stale, orientate în; mod neregulat;  . dap mă 

__— dislocaţia,. se ;continuă în procesul de defor- 
mare plastică a metalelor; i „. i 
— cînd dislocaţia apare la suparafaţa, piesei, 


„_— prin deplasarea, dislocaţiilor şi tvecerea, lor 
peste obstacolele pe'care le întîlnesc, se produc :. : 
goluri în reţeaua intereristalină ; 
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;:— prin "deplasarea dislocaţiilor! în.sens contrar, paralel cu. plânele 
de alunecare;:ele se pot anula, dar golurile rămîn, putind da naştere apoi 
la fisuri, e e en - a Pe TE ae ora E 


e. SCHIMBĂRI ÎN PROPEIETĂȚILE MECANICE ȘI FIZICE, 
OAUZATE DE FENOMENUL DE'0BOSEALĂ 


Experiențele au arătat că, în. apropierea rezistenţei Ia, oboseală au loe 
anumite .moditicări ale proprietăţilor fizice, ceea ce “poate servi atît ca 
indiciu asupra gradului de oboseală, cât și ca metodă de, măsurare pentru 
determinarea, rezistenţei la oboşeală.. Totuşi, aceste, fenomene nu 'sint 
cunoscute, cantitativ în aşa măsură încît să înlocuiască metodele obiş- 
nuite de încercare pentru determinarea rezistenței la, oboseală, + ui 
„;. Amortizarea internă „ este legată de fenomenul de. oboseală. Într-o 
primă fază, destul de scurtă,;.amortizarea, internă, scade, în “ţimp ce duri- 
tasea, creşte. În a doua, fază, care cuprinde, cea, mai; mare parte a duratei 
încercării, amortizarea, internă variază foarte puţin, iăr duritatea rămîne 
neschimbată. În fazafinală, deștul de scurtă, amortizarea internă, crește 


"115, FACTOR 


SpA a i 


pi ee ate de pa bai a atat 0 ai d adi E 
CARE INFLUENȚEAZĂ REZISTENȚA LA OBOSEALĂ -! 


pilda 2 Dai a ră ; 


“ii Practica ărată tă tezistenţaă, la, oboseală este'6 mărime complexă, care 
depinde de o'serie de factori. Unii dintre aceştia pot fi luaţi în 'considerare, 
cantitativ, în calculele 'de rezisteriţă ; de-alţii-se poate ţine seama la, alege- 
rea, răăteriatului, a;formei piesei și a'ţehnologiei de'fabricație.: :  : : 
„*:'Se poate face o sistematizare a; acestor factori, împărțindu-i în factori 
coistructivi, tehnologici: și :de luciu. ii iii ee Dai ar ae Miza 


STRUCIIVI 
stii di) 


a. Concenivarea, eforiurilor tinităre ' a Pa 
Fenomenul de concentrare a eforturilor. unitare 'se “manifestă şi la 
solicitări! variabile, prin” âceea; că o piesă 'cu'concentrator are'o rezistenţă; 
aoboseală.interioară celei a piesei fără concentrator; de aceleaşi :dimensiurii 
nâiniroale. Coeficientul efectiv de concentrare la'solicitări variabile: sau fao- 
torul de reducere. a rezistenţei la oboseală este definit prin raportul ! i 
i; i : : a DEP i Da i a 


NETILI MII ii tat 


i dida 


Ko =. Ga] ony +! 
unde o, este rezistența la oboseală a-epruvetei netede, iar 'opy a celei cu 
concentrator. -: PETE Er Bea i i i 
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simetric, de amplitudine. ca peste o s0- 


_-- Se observă deosebirea esenţială între coeticienţii de concentrare a 
şi K: primul este raportul a două eforturi unitare în regim de solicitare 
elastică, pe cînd al doilea este raportul a două rezistenţe la 'Oboseală.. 
Printre altele, K, depinde și de asimetria ciclului. Datele care se găsese 
în literatura tehnică sînt stabilite de obicei pentru cicluri simetrice, deci 
în baza relaţiei -. + «4. Ea Cai i 
pia 9N0I ae ai HR 


Ni E 
ine Ka 3 6-i| ou 


„De. fapt, orice.cielu asimetrie poate. 


Atid Lai RN Ţ PAIR 
Si.privii ea suprapunerea unui ciclu -0| . „Încovolere 
| FF 1zddohnt fetei pe gre i 


G> Mada / mm? 


= A E 
G= Sodom? 
emma 


licitare statică, de mărime 0. Ca ur- 2 
mare, luînd definiţia (22:9) a coeficien- 
tului de, concentrare, aceasta echivalează 

cu a-l aplica numai. părţii „variabile 2 
ciclului, oa. nu şi celei constante, 6: E 
1. Coeficientul de concentrare E, este sado 


o mărime complexă, care depinde de o .; bă 
serie întreagă de factori, întoemai ca 7% 01. 02 43 rd 
şi. rezistenţa la oboseală, -aşa cum se: - Fig, 22.19 

ş, 22. 


va examina în cele ce urmează, Ă „2 | ă 
„ În figura 22,19 s-au reprezentat valorile coeficientului efecţie de con- 


„centrare, KA, pentru arbori de oţel, cu salt de: diametru: prin racordare 


circulară, solicitaţi la încovoiere. Se observă pe grafic că valorile lui Ka 
depind de raportul r/d, deci de raza de racordare, și de rezistenţa de 
riipere a, oțelului. De asemenea,:graficele se referă la epruvete cu raportul 


09 = — = 2, respectiv la d = 30 :mm; şi se. schimbă cînd. acești factori 


variază. Astfel de grafice se găsesc, în număr mase, în literatura, de specia- 
litate. . e 0 pe a stai DMA rate a e ia 2 a , 
Dependenţa, coeficiențului X, de atiţia factori face dificilă utilizarea 
datelor care se găsesc în literatură și pledează pentru experimentare pe 
piesa, reală, ori de cîte ori este posibil. _ | : E 
În litevastiira tehiăică se găsesc, diferite relăţii de transformare a valorii 
coeficienţului K,, pentru. alte. condiţii... mita ep Stă 
De asemenea, este frecventă relația 


E si miep (22.10) 


care leagă pe KE, de «. Coeficientul m, se niimește coeficient de sensibilitate 
al materialului. Unele valori: ale lui, pentra oţeluri, sînt dat în figura 
22.20, funcţie de raza de. racordare. şi concentratorului 7 şi de raportul 
o] a, între; limita; de curgere și rezistența la rupere a materialului. 
“Dai; fiind efectul defavorabil al -concentrastorilor. de -etorturi unitare, 
se ian diferite măsuri constructive pentru micșorarea; acestuia : realizarea 
de concentratori mai puţin defavorabili, executarea de prelucrări de „des- 
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| 


căreare” a, efectului de, concentrare ee. Din acest punct; de, vedere proiec- 
„area formei este de.o deosebită, importanță pentru, piesele supuse la; soli- 
citări de oboseală... i Uau să dez) at, 


E ăla . Ata 


0 B.. Dimensiunile. piesei 

Bxperienţa:a arătat că re- 
zistența la oboseală a unei epru- 
vete, făcută din acelaşi material 
și avînd aceeași stare a supra- 
|. feţei, scade cu creșterea diame- 
„ trului Său. Dacă se cunoaşte re- 
zistenţa, . la oboseală (c_p a 
epruvetei tip — de exemplu a 
celei cu diametrul dy=10 mm—, 
se poate calcula rezistența la 
oboseală (6-1)a a epruvetei de 
diametru oarecare d, prin folo- 
sirea, coeficientului dimensional 
e, definit prin relaţia 


IE, (0-a) Ri 
(0-2) 


În mod analog, coeficientul: dimensional cu 'concentrarea; eforturilor 


Fig. 22.20 


(oa) 


e = (eh 


unitare se 'definește prin relaţia 
E (o-a)a.: a (ooa9) 
gi * (o-az)o - 7 stă 
Coeficientul : dimensional este subunitar..:El scade 'o dată .cu creșterea 
diametrului d, cu atât mai repede cu cit se trece de la oţelurile cu rezistență 
mică la cele 'cu rezistență mai ridicată (aliate). În diagrama; Gin figura, 
22.21 se dan valorile lui e şi e, determinate experimental, pentru : 

„„— oţel-carbon fără conceiitrări de eforturi! unitare (curba 7); | 


| e = (ex)a = 


ie 


&& 
10 


“as : d ii f 


SA TVA 20 VE 20 FA 


Fig, 2224: . a i EI ră 
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-.— oţel aliâi fără, concenţrări şi oţel-earbon cil “concentrări: moderaţe 
(ewba 2); : jo ăi . i i iz ; 
— oţel 'aliăt; cu 'concentrări moderate (curba 3); 
— oţel aliat cu concentrări puternice (curba 4). 


b. INPLUENȚA ACTORILOR TENNOLOGICI. |. - 
î*ă. Materialul şi. tehmologia semifabricatului..- 


Ă, d A ARI . 
: Este de la. sine înţeles că, rezistenţa la oboseală, ca și celelalte carac- 
teristici mecanice, diferă dela un material la alţul. Tabelele din standarde 
sau din diferite cărți dau,; alături de: celelalte caracteristici mecanice, 
valorile rezisteriţei la oboseală, determinată. pe_epruvete netede. (de obicei 
standardizate), cu diametrul în jurul a 8-10 mm. 

Structura, neuniformă a materialului, structura; cu granulaţie mare, 
existența, erustei de turnare, forjare, laminare, tratamentele termice insu- 
ficiente sau neuniforme sînt; factori telinologici cu efect; nefavorabil asupra 
rezistenţei la oboseală. Din contră, tratamentele termice corecte, crearea 
de fibre longitudinale prin forjare sau laminare, ca,și tratamentele super- 
ficiale au efect favorabil. Se ţine'seama de natura, materialului și tehnologia, 
sa, cu ocazia, alegerii coeficientului de șiguranţă al piesei. 


p. Starea suprafejei piesei... 


Experiențele făcute pentru stabilirea, rezistenţei la oboseală au arătat 
că unul din factorii esenţiali care influenţează asupra acesteia este starea 
suprafeţei piesei. Existenţa, zgîrieturilor pe suprafața piesei constituie o 
sursă de fisuri şi micșorează, rezistența la oboseală. Alături de zgirieturi, 
acţiunea agenţilor corosivi (apă sărată, acizi, atmosferă umedă etc.) are de 
asemenea efecte foarte dăunătoare asupra rezistenţei la oboseală. Se trage 
concluzia 'că din punctul de vedere. al rezistenţei „la, oboseală, suprafața, 
maserialelor este punotul slab.al lor şi asupra acesteia trebuie să se con- 
centreze atenţia proiectantului şi a tehnologului. i 

"Care sînt cauzele care fac 'ca suprafaţa maierialelor să fie punctul 
slab în privința rezistenţei la oboseală? . „i 

1) Suprastaţa; are întotdeauna zgirieturi rezultate din prelucrare, care 
constituie amorse de fisuri. ua ee ai a , 

2) La suprafață, din cauza prelucrării, grăunţii cristalini sînt în parte - 
distruși, ceea ce constituie motiv de slăbire a, materialului. ) 

3) La încovoiere și la răsucire, părţile cele mai solicitate ale pieselor 
sînt cele de la suprafaţă... ..: , > 

Lustruirea, suprafeţei epruvetei are mare importanţă asupra. rezis- 
tenţei la oboseală. Epruvetele-tip, care servese Ja determinarea, rezisten- 


:669 


ţelor Ia oboseală indicate în tabelele, au suprafaţa lustruită. Cînd gradul 
de prelucrare este mai puţin fin, rezistenţa la, oboseală scade. 
Coeficientul de stare a suprafeței, x, subunitar este raportul 


9- 
IA î ci z 12 , 
2 if . EL 
29 A E ae în care : 
ei A | - Op este rezistenţa la oboseală, 
“NR a epruvetei avind suprafaţa cu o 
27 i „ prelucrare oarecare ; 
'  ȚȚIILI 02, — rezistența la oboseală 
"ae : a epruvetei cu suprafaţa lustruită, 
EN ME 5 i "" Cunoseînd, deci pe oc, din 
qi -- = ma tabele, se află rezistenţa la oboseală, 
LA ; ; ' “pentru o prelucrare oarecare a 
> E Da E E suprafeţei cu relaţia, 
Lui - se cati O_1p > YO: (22.13) 
d2 , E “În figura, '22.22 se dau valorile 
77 RE 08 BB i mi * pentru piese din oţel solici- 


i tate la încovoiere : asia 1=—supra- 
[] - -„ Zaţă lustruită; curba 2 — şlefuire 
DW 5 8 PD 80 WI 10 190Gdulj mm? fini, sasa prelucrare fină cu cuțitul ; 
curba 3—șlefuire brută sau strun- 
jire brută ; 'curba 4 — suprafaţă, 
laminată, cu crustă ; curba 5 — piesă supusă coroziunii în apă duloe; 
curba 6 — piesă supusă coroziunii în apă sărată, E 
5 ia Tr i eg tii i “ ie caza 


Fig, 22.22 


mp: Mratamente terniice, i mecanice și. chimice 

- „pentru mărirea rezistenței la oboseală: : : * vin 
„1. Se poate obţine'0 'eteștere a rezistenţei la:oboseală; a pieselor, uneori 
cu:'200—300%, prin diferite tratamente: superficiale, menite să îmbună- 
tăţească proprietăţile suprafeţei. Aceste tratamente poti îi grupate astiel : 
1); Tratamente. mecanice : preluorarea fină:a suprafeţei, ecruisarea 
cu jet; de alice, rularea cu role. 0 IN a ae SR Pe 

2) 'Tratamenţe termice și;.termochimice ; . călirea superiicială cu fla- 
cără sau prin curenţi de înaltă frecvenţă, cementarea, .nitrurarea, ; 
„Se cunoaște efectul calitativ al fiecăruia, din tratamentele sus-citaite. 
S-a făcut; numeroase” experienţe „pentru, determinarea, cantitativă - a 
acestui efect, objinindi-se 'o serie de cifre, adesea, incerte, În calcul se 
poaite (ţine! seamă; de 6fectul 'acestor traitaiiiente; introducându-se- un" coefi- 
cient de calitate %, care este raportul dintre rezistența la, oboseală a piesei 
cu .un anumit tratament sau'o anumită: stare a: suprafeţei "și: rezistenţa 
Ja: oboseală; a -piesei: netratate. i. iii dai a ui 


[iod a 
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îi.  Oălizea' superficială, executată cu flacără sau: curenţi de înaltă frec- 


venţă,. produce în stratul superficial „al piesei. tensiuni :remanente; cu 
efect; favorabil asupra rezistenței. la oboselaă. Coeficientul de. calitate y; 
supraunitar, are valori între 1,1 şi 1,5 pentru piese netede, respectiv între 
2,5 şi 4 pentru piese cu concentratori. dz Pi 
“ ODementarea şi nitrurarea du la valori ale lui y între 1,5 și 2,5. 

_ *Boruisajul cu jet.de alice şi rularea cu role dau y == și» + - 1,5, uneori 
mult mai mult, , Copa af 

”. Acoperirile: anticorosive — cromaj, nichelaj, arămire,, oxidare, cad; 
miere — micşorează rezistenţa-la oboseală, avînd  ==.0,1 .. . ..0,9.. Singură 
zincarea are y-= 1. În schimb, aceste tratamente, sînt foarte utile prin 
efectul lor. anticorosiv, evitind. scăderi ale rezistenţei la oboseală de felul 
celor arătate de curbele 5,6 din figura; 22.22. e i ie 


a epiriă: Ea) 
ș b 


(e. ENELUENPA CONDIȚIILOR DE LUCRU 


"ai Aojiumea agenţilor, corosini... : i A 


". Gurbele 5 și 6 din fig. 23.22 arată efectul puternic al agenţilor corosivi, 
în ce priveşte-micşorarea rezistenței la oboseală. Acest; efect se combate, 


cum s-a arătat, prin acoperiri ânticorosive. Blicele de.nave se fac din bronz, 
zi 


corosiv decât; oţelul.” - - 


mai puţin afectat de efectul 


6. Variația solicitărilor S 
] i ? 

Experiențele au arătat; că rezistenţa la oboseală rămîne practie aceeaşi 
cînd frecvenţa, ciclului se schimbă. La frecvenţe foarte mari, de 10 000 Hz 
— care ies din cadrul aplicaţiilor practice uzuale — , se constată, creșteri 
ale rezistenţei la,oboseală de 10—20 %;: sange beta va agp bonete e 

: "În .schimb;“rezistența,. la, - oboseală ' este influenţată defavorabil: de 
existenţa, suprasolieitărilor, adică a unor solicitări de durată limitată, 
avînd o valoare mai mare decât; rezistența la oboseală. Dacă se fac încercări 
cu diverse serii de epruvete, identice, se constată că, cu cîtio . serie a fost 
supusă inițial unei suprasolicitări de intensitate mai mare sau de durată 
nai lurigă, rezistenţa la oboseală, 'determinată apoi "prin încercarea; seriei 
după metoda cunoscută, scade mai mult. - . - aia 

S-a, observat însă un fupt foarte important pentru construcția de 
maşini : pînă la anumite valori şi durâte, suprasolicitările sînt nepericuloase, 
adică, deşi depăşese. valoarea rezistenţei la oboseală, nu duc la nici o 
scădere a ei. Se ajunge astfel la a se construi 0 curbă a suprasolicitărilon 
nepericuloase, cum esteilinia DB. din figura. 22:23. Pe acest, :. desen, „linia 
A BO este curba de durabilitate a 'unui oțel-earbon 'cu.o::= 26 daN/nam:?. 
Suprasolicitările situate sub.linia-.DB, deși superioare “lui, o_., nu: duc la 
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nici o scădere a rezistenţei la oboseală. Acest fapt face ca piesele de maşini 
să poată. suporta, fără pericol; suprasolicitări de-durată scurtă, datorite 
pornirilor, șocurilor,. trecerii. prin turaţiile de rezonanţă.etc. i e. 


Ce II ri îi 


„28— 
“. Temperatura 20| 
e NIL : 24 
Rezistenţa, la, oboseală a me- Ei 
talelor scade la temperaturile înal- i 
te, care se produc; în unele piese 16 
de 'maşini: Pentru un calcul corect 75, 
este necesară; determinarea rezi- 72 
stenţei la oboseală corespunzătoare  £. 7 S &y, 
temperaturii respective. re ag 3 SS 
g SS 0237 
s 6 FIN 
d 3 A zIĂ | 
ma LE i: A - 
Ei 3-2 2.4 6 8 1012/7618 20 22 2n 26 
PI WE PE , Ga da /ag2 
zi -6 PI 
zal —8 , 
Și m = 
% pt - 
a a. 
1 [720077 Si00 10 = 
Fig. 22.23 i Ti. 22.24 


, 3: Felul isolicitării Ă 


fel de sclicitar i LOA i s ală diferă dela; un. 
el de solicitare la altul : întindere, încovoiere, răsucire, solicitări compuse. 


În fig. 22.24 se dă diagrama lui Smith Ja. OL 37, pentru încovoiere, întindere, 
răsucire, . : ERE 


Ca şi la solicitările statice, valorile rezistenţei la obose 


"e. Asimetria ciclului: 
Rezistența la oboseală este funcţie de asimetria ciclului, aşa cum arată 
toate diagramele rezistenţelor la oboseală. .  -.: ' 
6. REZISTENȚA-ÎN EXPLOATARE 
î. a. CONSIDERAȚII GENERALE 
S-a reprezentat, în fig..22.25, curba lui Wâhler în coordonate semi- 


logaritmice, sub forma 'liniei frînte ABO0.. Dâcă; într-o piesă; are loe '0 
solicitare variabilă cu efortul unitar 'omaz = '5p, care se produce de un 
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număr foarte mare de ori, nedefinit, însă superior lui Wo— adică Nr>No 
—'stazea limită se obţine ducînd verticala PLy. Este indiferent unde 
se află punctul Lp pe orizontala BO: mărimea care determină sta- 
rea limită este tot timpul . 

rezistența, la oboseală o_1. g- 

- Cu totul alta. este si- 

tuaţia, dacă solicitarea, re- - 
prezentată de punctul VW, 
se aplică pe o durată 
N < Ne. În acest caz, se 
observă că efortul unitar - 
din piesă, o, poate îi su- 
perior limitei de oboseală, 
fără ca piesa să fie în pe- 
ricol de rupere. Acum se 


Dot stabili două stări limi- 5 FT AITA Ap Atari 
tă, ducînd o verticală, re- P. Ă 
spectiv o orizontală prin Fig, 22.25 

punctul M: i cat 


— mezistența de durată, or corespunzătoare la N cicluri; 

— durata de viaţă, Nu, corespunzătoare efortului unitar ou. 

Linia AB reprezintă porțiunea de durabilitate limitată a curbei lui 
Whler. Ba, este deosebit de importantă pentru calcului la oboseală al 
pieselor cărora nu li se impune o durată de viaţă nelimitată, 

Așa cum s-a arătat la începutul capitolului, curba lui Wohler se 
obţine aplicînd diferitelor epruvete solicitări variabile staționare, la care 
mărimile Gaz Omw Se menţin neschimbate pe toată durata încercării, 
“În construeţii de maşini — în special la autovehicule şi avioane — 
au loc solicitări variabile aleatoare, pentru care 'cele supuse anterior nu 
mai sînt în întregime valabile. 

Studiul oboselii cauzată de solicitările aleatoare duce, în tinăl, la 
construirea unei diagrame a duratei de viaţă, sau. diagramă a,.rezistenţei 
în exploatare, similară celei din figura, 22.25, dax cu alte valori numerice. 

în cele ce urmează se va face o prezentare sumară a metodicei de 
determinare a curbei duratei de viaţă pentru solicitări aleatoare, 


pb. SOLICITAREA ALEATOARE ŞI NUMĂRAREA 


Solicitarea, aleatoare se cunoaște în urma unui experiment; făcut pe 
prototipul piesei studiate, sau pe o piesă similară cu aceasta. Folosind 
tehnica, tensometriei electrice, se poate înregistra variația eforturilor 
unitare în punctul cel mai solicitai; al piesei. Această înregistrare se face 
pe o durată destul de mare, ca rezultatele să fie caracteristice pentru feno- 
menul studiat. La.un automobil, înregistrarea se face pe un parcurs de 
câteva, zeci de km, pe drumuri de diterite calităţi. | 

Se consideră, fig. 22.26, a, o solicitare aleatoare la care amplitudinea 
maximă înregistrată a efortului unitar, Gamaz depăşeşte rezistenţa 


43—e, 1801 673 


la oboseală, car. Această depăşire poate avea loc odată, sau de un număr 
redus de ori. Se ştie că, în asemenea cazuri, pînă la anumite limite piesa 
nu se va rupe prin oboseală, deci solicitarea aleatoare citată nu este tot- 
deauna periculoasă. Dacă se ia ca mărime reprezentativă valoarea o, iuăa = Cai 


ză | 


a i 


a | 


6 


a 
Fig, 22.26 


a solicitării aleatoare şi se compară cu rezistenţa la oboseală car, se 

ajunge la concluzia absurdă că piesa, trebuie să se rupă. Prin urmare 

compararea mărimii 0, CU Gap DU mai are sens, Siguranţa în funcţionare 

a piesei depinde de aspectul funcţiei o, — t a funoţiei aleatoare: cu 

cit valorile o, ce depăşese, pe :g„x sînt mai numeroase, cu cât restul valo- 

rilor 6, sînt mai mari, deci mai apropiate ds oz, pericolul de rupere 
, este mai mare. 

Pentru a cunoaşte caracterul 
funcţiei aleatoare, prin prisma, celor 
spuse, se procedează la numărarea 
ei. În acest scop, intervalul total de 
variaţie a mărimii aleatoare c se 
împarte în o serie de nivele sau clase, 
noţate cu 0, Î, 2,3,..., respectiv 
= —1j —2, eto. Există o variate destul 

Fig, 22.27 de mare 'de metode de numărare. 

i * La exemplul din fig, 22.27, se numără 

trecerile 'ramurilor crescătoare prin nivele corespunzătoare diferitelor 

clase. La valori negative, se consideră ramuri crescătoare cele care merg 
spre, valorile negative cele mai mari. 

Punctele obţinute la numărare fiind de ordinul milioanelor, s-au 
realizat aparate de clasare care realizează automat operațiunea, descrisă. 


674 


€. CURBA FRECVENŢELOR ABSOLUTE CUMULATE 


Se consideră, în fig. 22.28, o solicitare sinusoidală (staţionară) de 
amplitudine 6, precum şi o solicitare aleatoare, la care cea mai mare 
- amplitudine — atinsă o singură dată — este 6. Se aplică metoda de 
numărare a trecerilor prin diferite clase. Pe figură s-a marcat o singură 


Ash 


A, cicluri 


Fig, 22.28 


clasă, corespunzind amplitudinii a, Se observă că la solicitarea sinusoi- 
dală trecerea, prin nivelul o, are loc la fiecare ciclu, deci are loc de H, = N 
ori, unde N este numărul total de cicluri. Din contră, la solicitarea alea- 
toare, trecerea prin nivelul o, are loc de Î, ori, numărul 7, fiind cu atît 
mai mic cu cât nivelul o, este mai ridicat (la o: Ga; h, = 1). Dacă se 
reprezintă pe un grafic amplitudinile o, funcţie de b,, se obține curba 
frecvenţelor absolule. Dacă pentru fiecare nivel c, se numără totalul depă- 
şirilor nivelului, se obține mărimea H,, numită frecvenţă absolută cumulată. 
Calculind această frecvenţă cumulată pentru diferite nivele sau clase 
în care a fost; împărțit intervalul de solicitare Graz — Gmin Și făcină repre- 
zentarea e — funcţie de HZ, se obţine curba distribuţiei frecvenţelor absolute 
cumulate ale solicitării aleatoare. Se observă că, în timp' ce la solicitarea 
sinusoidală, linia frecvenţelor este o orizontală, la cea aleatoare ea este 
o curbă ce coboară mereu, de la H=1 şi 6 = Gaz Pînă la H == Ho 
şi o = 0, unde H, este totalul ciclurilor solicitării aleatoare. 

Diagrama distribuţiei frecvențelor absolute cumulate reprezintă, 
destul de bine, sub o altă formă, variaţia solicitării o — t care a fost 
înregistrată, experimental. 
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Evident, ea nu înlocuieşte în mod perfect; realizarea, aleatoare o — t, 
nefiind în stare să redea, succesiunea în care se produce diferitele trepte de 
solicitare, nici viteza, eu care ele au loc. Întrucii pe baza acestei diagrame 
se poate stabili comod un program de încercare, care să modeleze cît; mai 
bihe fenomenul real, ea, a luat; o mare răspînâire, constituind. azi punctul 
de plecare pentru determinarea, rezistenței în exploatare. 


d, COLBOTIVR ŞI PROGRAME DE ÎN0UERCARE 


Se obișnuiește a, se înlocui curba continuă a freevenţelor. cumulate 
prin o curbă în trepte, numită colectiv de încercare: Experienţa, a arătat; 
că împărţirea, ordonaiei maxime a, curbei în 8 — 10 trepte este suficientă. 

Pentru compararea rezultatelor experiențelor, este important ca, 
modul de înlocuire a, diagramei frecvenţelor cumulate printr-un colectiv 
în trepte să fie tăcut după anumite reguli în ce priveşte „inălțimea” şi 
„lungimea treptelor”. La ,Laboratorium  fiir Betriebstestigkeit”? din 
Darmstadt, s-a stabilit un „colectiv standardizat”, la, care amplitudinile 
treptelor oa/6a și frecvențele relative 7, sînt cele indicate în fig, 22.29. 
Totalitatea, ciclurilor care se succed cu acelaşi nivel de solicitare poartă 
numele de bloc sau treaptă. 

Blocurile unui colectiv pot fi aranjate în diferite succesiuni în timp 
cu ocazia efectuării experienţelor. Cea mai scurtă succesiune de blocuri, 
care se repetă în mod identic pină la, rupere, poartă numele de program de 
încercare. În figura 22.30 se arată cum colectivul din fig. 22.29 a tost îm- 
părţit în trepte descrescătoare şi crescătoare, programul totalizând 0,5 :106 
cicluri, adică jumătate din valoarea Hi. În timpul încercării, se porneşte 
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o“treaptă intermediară — în exemplul dat, blocul 4 — , mergând 'spre 
d alleibaasa: maximă (blocul 1), apoi coborînă pînă la, treapta ultimă (blocul 8) 
şi ureînd din nou spre treapta iniţială. În acest îel, treptele maximă şi 
minimă, se întîlnesc în programul de 0,5 - 106 cicluri cîte o singură dată, cu 
număr de cicluri h/2 şi hş/2, în timp câ restul treptelor intervin de câbe 
două ori, cu câte P,/4 cicluri. Qielurile cu valori mari ale efortului unitar 
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. i .. : ; IN Et ., . de 
treptele 1 — 4) se aplică cu viteză mică (mers. „incet? al „mașinei 
rase din cauza, forţelor de inerție puternice; blocurile 5—8, unde nu- 
mărul de cicluri este mare, se aplică cu mersul „rapid? al mașinei. Pe toată 
durajta, de aplicare a unui program, coeticientul de asimetrie B= Omnia Gnaz 50 
menţine constant. i : ; 
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Definirea rezistenţei în exploatare şi compararea sa cu mărimile 
obţinute în încercarea de tip Wohler rezultă clar din fig. 22.31. La încer- 
carea de tip Wohler, fig. 22.31, d, se aplică diferitelor epruvete cicluri de 
amplitudini constante: c7; pînă la rupere ; de la o epruvetă laalta: se variază 
mărimea ga; obținîndu-se curba lui Wâhler, pe care se pot; citi : durabili- 
tăţile limitate (ramura 1, 2, 3 a curbei) şi rezistența, la oboseală op (asim- 

tota curbei). “i Dia 
ui În ala dept determinarea rezistenței în exploatare, fig. 22,31, b, 
se aplică, diferitelor: epruvete, programe în trepte, ale căror amplitudini 
maxime 6, sînt; mieşorate de-'la o: epruvetă:ia alta. Luînd' ca mărime 
de referință pe ordonată amplitudinile oc, (fig. 22.31, d), : respectiv oa 
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(fig. 22.31, d), se înţelege că solicitarea, prin program oboseşte materialul 
mai puțin decît cea de tip Wohler : în timp ce la solicitarea Wâhler ampli- 
tudinea c, se aplică la fiecare ciclu pînă la ruperea epruvetei, deci de 
foarte multe ori, în celălalt caz c, se aplică o singură dată în cadrul unui 
program. Consecința este că se obţine curba fin fig. 22.31, b, sensibil deca- 
lată spre dreapta, faţă de cea din fig. 22.31, a. Cu alte cuvinte, pentru un 
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Fig, 22.81 


nivel oarecare 5, ales, durabilitatea N este mult mai mure la solicitarea alea- 
toare decit. la cea de tip Wohler. Curba din fig. 22.31,b 'este diagrama rezis- 
tențelor în exploatare. Pentru o valoare '6, aleasă, abseisa N reprezintă 
durata, de viață a, piesei. Ea poate fi exprimată în cieluri, ore de funcțio- 
nare, km parcurşi ete. 

Din cele expuse, rezultă că pentru piese de mașini supuse la, solicitări 
aleatoare, dimensionarea, pe baza rezistenţei în exploatare este o măsură 
de mai bună utilizare a materialului, de uşurare a construcţiei, de micşo- 

rare a costului. | ai ! 
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Oa, orice rezultate de încercări la, oboseală, și cele privind. rezistența, 
în exploatare se obțin cu o împrăştiere destul de mare. Tratarea, statistică 
a acestor rezultate permite să se determine diferitele probabilităţi de supra- 
vieluire a piesei. 
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În figura, 22.32 s-au redat, în coordonate dublu logaritmice, liniile 
cu probabilităţi de supravieţuire de 10%, 50%, 90%, pentru o serie de 
încercări ale unei anumite piese. Ecuația acestor linii este ă 


F = 105 (i (22.14) 


Ga ; 


unde Saw este amplitudinea maximă a programului normal: căruia îi 
corespunde o durată de viaţă ÎN = 10% cicluri, iar 6, — amplitudinea 
maximă a programului căruia îi corespunde durata de viaţă N. 

Urmărind pe desen nivelul , = 40 daN/mm?, se vede că la P, = 90% 
corespunde A = 1,5106, adică dintr-un număr mare. de piese,:90% su- 
portă pînă, la 1,5 10 cieluri. La probabilitatea P, = 10%,, la același nivel 
de solicitare, se obține N = 4,3 :10€ cicluri. , , 


CĂPITOLUL 23 


CALCULUL COEFICIENTULUI DE SIGURANȚĂ LA SOLICI- 
TĂRI VARIABILE DETERMINISTE ŞI ALEATOARE 


1, CONSIDERAȚII GENERALE 


Dată fiind multitudinea factorilor care condiţionează starea limită — 
rezistenţa la oboseală-—uzul a consacrat metoda de verificare, adică deter- 
minarea coeficientului de siguranță. Expunerea ce urmează începe cu 
cazul cel mai simplu — solicitări deterministe, prin cicluri simetrice 
staţionare. Se va trece apoi la studiul solicitărilor staţionare prin cicluri 
asimetrice, apoi'la al solicitărilor compuse, după care se va examina, cazul 
cel mai general — al solicitărilor aleatoare. ”-. . A, 

Pentru a putea face un calcul al coeficientului de siguranță la, solicitări 
variabile staționare, sînt; necesare următoarele elemente : 

„1) Cunoaşterea ciclului de solicitări variabile nominal, produs în piesă 
deci cunoașterea, Valorilor Gaz Sin: Sms Sa BR Calculaite pe baza formulelor 
clasice din rezistenţa materialelor, 

2) Cunoaşterea materialului piesei, prin valorile c_1; Go Ge, Op TES- 
pectiv. construirea diagramei rezistenţelor la oboseală. 


3) Cunoaşterea factorilor care influențează rezistenţa la oboseală, , 


Se obișnuiește ca aceşti factori să se reducă în general la trei : 
a) coeficientul de concentrare K, K.; 

d) coeficientul dimensional e; . 

c) coeficientul de stare a suprafeţei 7. - apa 


Calculul la solicitări variabile constă, de obicei, în determinarea, coefi- 
cientului de siguranță şi compararea lui cu o valoare dinainte impusă. 
Spre a face acest calcul, din cele arătate rezultă că este necesar să se cu- 
noască dimensiunile piesei. Prin urmare, atunci cîd se pune problema de a 
dimensiona o piesă supusă la solicitări variabile, se face în prealabil dimen- 
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sionarea prin formulele clasice ale renistenţei materialelor, după care se 
trece la, verificare. Dacă din verificare rezultă un coeficient de siguranță 
nesatisfăcător, se modifică dimensiunile piesei, prin 'încercări, pînă. se 
ajunge la rezultaiul dorit. 

Pentru calculul coeficientului de siguranţă trebuie dat răspuns la 
donă întrebări : Ă 

2) Care este ciclul limită, similar celui real, spre a face comparația care 
să dea coeficientul de siguranță? | | 

5) Care este relația de calcul pentru coeficieniul de siguranţă ? 

La, ambele întrebări există, în literatura tehnică, răspunsuri variate; 
ceea, ce face să existe numeroase metode de calculare a coeficientului de 
siguranţă, ducînd uneori la rezultate destul de diferite. 

Unul dintae cele mai cunoscute criterii de comparaţie sau. similitudine 
între ciclul rea] și cel limită este acela, care consideră că iirecerea de 1a, ciclul 
real la, cel limită se face păstrind coeficientul de asimetrie constant. Acest 
criteriu, în baza, căruia, s-a trasat linia OML din figura 22:10, va fi folosit 
şi în demonstrațiile ce urmează. 


2. CALCULUL COEFICIENTULUI DE SIGURANȚĂ LA SOLICITĂRI PRIN CICLURI 
ALTERNANTE SIMETRICE 


Se presupune că o piesă este solicitată printr-un ciclu alternanţ 
simetrie, care produce, în secţiunea, periculoasă, un efort unitar nominal 
Omaz = Oa: : : ! ! 

E: Dacă, s-a, făcut; încercarea la oboseală a piesei reale, la cicluri simetirice, 
se cunoaşte rezistența 12 oboseală a ei, c_p. În acest caz, luînd.pe s- 
drept stare limită, coeficientul. de siguranţă la oboseală este ] 


ga 02, . (23.1) 


Ca 
Dacă nu s-a putut încerca, piesa, darse cunoaște rezistenţa, 1a oboseală 
o, a materialului, se poate. stabili rezistența la oboseală a piesei cu ajutorul 
coeficienţilor de'corecţie descriși în cap. 22 A Sia: 


Gop =,9- ) 


. Ko 
iar coeficientul de siguranţă este 
0-4 15 ia 93 : 
2 A ENA EEE a (23.2) 
Ga Ca Ka sa 
y 
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Pentru întindere — compresiune, c_,.se înlocuieşte prin o. iar 
pentru răsucire — o ge transformă în v. Cind K, s-a determinat chiar 
pentru. dimensiunile piesei, se ia .s=— 1, . 4 


3. SOLICITĂRI PRIN CICLURI ASIMETRICE 


Referitor la prima întrebare — determinarea ciclului limită, cîud 
este dat cel real din piesă — se va urmări figură 23.1. Fie curba ciclurilor 
limită A.LO (diagrama, rezistenţelor la oboseală) şi ciclul real din piesă 
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Fig. 231 


reprezenta de punctul M(o, '0m). Dacă se cunoaşte legea după care evo- 
lmează relaţia o, = f(0) pornind de la ciclul M şi pînă la mperea prin 
oboseală, se trasează curba respectivă şi se află ciclul limită L. 

Adesea, această lege îmbracă o formă particulară cunoscută, ceea ce 
permite a se determina uşor ciclul limită, : . 

— se menţine o, = const., punctul La; 

— se menține om = const. (de ex. șurub cu prestringere), punctul Ls; 

— se menţine o, = const., punctul ZA. 

Cind, astitel de informaţii lipsesc, se adoptă criteriul că la trecerea de la 
ciclul real la cel limită se menţine coeficientul de âsimetrie R = const., 
ceea ce conduce la punctul L,, pe dreapta. 0ML,. 

Referitor la a doua întrebare — relaţia de calcul pentru coeficientul 
de siguranță — se consideră, de obicei, că el este raportul eforturilor unitare 
mazime 


= Smazt, 9mrtoar _0H + EL 
Om  O9mto, 0G+GH 
Adesea, pentru criteriile de similitudine descrise mai sus, se convin 
şi alte definiţii 
— cînd 6, = const. 


e (23.3) 


% 0D 
RE alai i (23.4) 
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— cînd o, = const. 

Omr ON 

c= = (23.5) 
Om. : 0G 


Cum curba ALO din tig. 23.1 nu este cunoscută, se folosesc diagrame 


schematizate, de felul celor descrise în cap. 22. 


Cu ajutorul acestor diagrame se pot stabili anumite relaţii de calcul, 
care permit; determinarea, coeficientului de siguranţă numai pe cale ana 
litică. Adesea, folosind diagramele, se determină coeficientul de siguranţă 
prin metode graio-analitice. i 


a. DETERMINAREA COBFIUIENTULUI DE SIGURANȚĂ PE 
BAZA SCHEMATIZĂRILOR GOODMAN ȘI SODEREERG 


«. Schematizarea Goodman 


Metoda, foloseşte schematizarea diagramei rezistențelor la oboseală, 
printr-o singură linie dreaptă (fig. 27.15 şi 23.2), iar drept criteriu de simili- 
tudine — egalitatea, coeficientului de asimetrie și defineşte coeficientul de 
siguranţă prin relaţia, (23.3). Linia AC este linia ciclurilor limită, cu coefi- 
cient de siguranță e = 1. Dacă ciclul real din piesă este reprezenta de 
punctul M, ducind prin JM linia, A'0', paralelă cu 40, ea, reprezintă, locul 
geometrie al ciclurilor cu e == const, unde c> 1. Ciclului M îi corespunde 
ciclul limită L şi deci coeficientul de siguranță este 


__ :Omazi OR + RL Omr *t- Ga 


Relaţia, de mai sus se poate 
'serie, pe baza asemănării triun- 
ghiurilor OSM şi ORL, 

OR-- RL _ OR 
08 -- SM. 08 


7 dim 

Se-vede că în acest caz, coefi- 
eientul de siguranţă corespunde Fig. 28.2 
şi definiţiilor (23.4), (23.5). Ş 

Din asemănarea triunghiurilor MOS şi A00 rezultă, 


8 40. 
s0' 00 
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Înlocuină segmentele prin valorile lor, se obţine 
Ga Ga 
O, 
Sri gi 


iezi 


'Considerînă ca necunoscută pe c, relaţia se transformă în 
MR Ai 
Sa 9m (28.6) 


Ga CĂ 


0e= 


S-a obţinut astfel relația fundamentală pentru calculul coeficientului 
de siguranţă la cicluri asimetrice prin metoda Goodman. 

După cum se știe, schematizarea Goodman, deci și metoda, se aplică 
maserialelor fragile. 

Formula (23.6) a fost stabilită în ipoteza, că rezistența la oboseală din 
fig. 23.2 corespunde chiar piesei reale, deci că 0_4 = op. 

„__ Dacă această condiţie nu este satistăcută, se determină c_„» prin 

aplicavea, celor trei coeficienţi de corecție şi rezultă, 


e ii 
i a, Sa 3 9a (23.7) 


EY 0-1. 0, 


De astă dată, c_, este rezistența la oboseală a materialului. Coeficientul 
o astfel calcula este coeficient de siguranţă înraport cu rezistenţa la oboseală. 
afară de acesta, se mai calculează și coeficientul de siguranţă, în 

rapori cu limita de curgere: 


03 3 DE a te | (23.8) 
6. Sohematizarea Soderberg 
La materiale. tenace, punctul C din fig. 23.2 corespunde limitei de 
curgere și ca urmare, relaţiile (23.6) şi (23.7) devin, în metoda Soderberg 


Ra 1 
Sa m i (23.9) 
Ga [oi 
G ma 1 . 
ia Sem (23.10) 


EY 60 LA 


Evident, în relaţiile stabilite, pentru solicitări de încovoiere se ia o 


a. ș. -. . -. -b 
pentru întindere — compresiune o; iar pentru răsucire ș_7. 
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—1<R<0), deci este 


d. METODA SERENSEN 


Se pot folosi pentru calcul diagrame schemajtizate prin linii frînte, 
cum este, de exemplu, cea din figura 23,3. Aici se face deosebire, dacă 
ciclul este situat deasu- 
pra liniei OB (adică. are 


asimetrie sau pulsani, sau. 
dacă, se află sub linia OB, 
adică este ondulat. 

Pentru cicluri situate 
sub linia OB se calculează 
coeficientul de (siguranţă 
faţă de limita de curgere 
cu formula (23.8), deşi linia 
BO nu are înclinarea, chiar 
de 45. ; 

Metoda Serensen adu- 
ce un element; nou pentru 
ciclurile reprezentate prin ! Ea 
puncte cuprinse în triunghiul OAB din figura 23.3. Se consideră un 
ciclu oarecare M. Ducind prin punctul M o paralelă A'B' la, dreapta AB 
a ciclurilor limită, se obţine locul geometric al ciclurilor cu coeficient de 


Fig. 23.3 


- siguranţă constant o, la fel cum s-a făcut la metoda Goodman. Rezultă că 
- ordonata punctului .B' are mărimea 6/26, iar ordonata lui A” este o_a/c. 


Din asemănarea triunghiurilor MKB! și A BD rezultă 


ME „AD, 
EB' DB 
Se înlocuiesc valorile, conform desenului, 
= 20: PE-CA 
Se 20 T a 
So — So 
20 m 2 


Rezolvînd ecuaţia în raport cu c, rezultă 


9-1 
e 26. [: 
> Sc) 

Oa + Ga 


9% 


Se defineşte un coeticient al materialului 


PTA cat OI (23.11) 
9% i 
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iar formula de mai sus devine 


6_3 zl 1 


Sa + Von Ca -F y Om (23.12) 


Ga Oa 


Dacă, se face verificarea unei piese, iar c-, corespunde — aşa; cum este 
cazul uzual — epruvetei-tip, formula se transformă prin introducerea, coe- 
ficienţilor E, s, y ; 


1 
Qi î 
EEE» | (23.13) 
EY Ca Oa 


Faptul că schemaiizarea. Serensen este mai apropiată de curba reală, 
a, ciclurilor limită face ca, coeficientul de siguranță dat de această metodă, 
să fie superior celui dai de metoda Soderberg și mai apropiat de cel ade- 
Vărat. Se va prefera metoda, Serensen atunci cînd se cunoaşte valoarea, 
lui oa respectiv a lui y. 


€, SCHEMATIZAREA ELIPTICĂ) 


În literatura, tehnică se dă o expreşie generală pentru ecuaţia, curbei 


AO din fig. 28.1 
(2): + (=) =a (23.14) 


6-1 | Ore 
unde cz, este, după caz, egal cu o, sau. ce, iar va, va — exponenţi care pot 
avea, diferite valori. E : 

Luînd v, = ve = 1 se ajunge la schemajtizarea Goodman, cînd az, = 0, 
respectiv la schematizarea Soderberg, pentru: az, = o. 

Ne propunem a:lua or = 0, ŞI w = va = 2, ceea ce conduce la 
schematizarea eliptică, fig. 23.4, curba ALC 


2 ki 
(=) + (2) =a1, (23.15) 
Se 6]. 
respectiv pentru piesa, reală. ; 
Li FE: i 2 
(=) 4 (3) =1, (23.16) 
Se Sp / : 7 


1) Gh, Buzdugan, O nouă metodă pentru calculul coeficientului de siguranță la solicitări 
variabile prin cicluri asimetrice, în ;,Studii și cercetări de mecanică aplicată”, 1963, nr, 4 
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ae siguranță al solicitării 


îi 


Se construieşte elipsa similară A'MO”, avînd razele vectoare reduse 
în raportul c, care este coeficientul de siguranţă al ciclului asimetric. Se 
poate serie 


00” O04'  0M 0M' cu 0" o, 
Se definește coeficientul 


statice 


Se 


(93.17) |. 
Om ud 
şi cel al ciclului simetrie 


=. (2318) 


Oa 


şi se transformă ecuaţia 
(23.15) : Fig. 23.4 


Cu notajțiile alese, această relaţie se serie 
02 02 i 


— =1 
02 + [i ! 
di (23.19) 
pisi e 
Va+ a 
Înlocuină. expresiile (23.17) și (23.13), relaţia (23.19) devine 
PI Ge0-4 sI d Ş 
Vaii -F ode |(=) 25 (=) (49.20) 
9 L-A 
Dacă există coeficienţii E, e, y relaţia (23.20) devine 
o L 
R5) EI) iii 
ey Gu 9 
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sau 


1 : So/icivarea real Sarea finrii 


En eo a A 
(e) z + E ) (23.22) | G is ce fă! i 
9_1p LA i | Ciazul 7 : G, =cansf L cit ITAA 
Reprezentarea, diagramei ciclurilor limită sub forma unui :sfert de ș ; d 3 ca 
elipsă corespunde mai bine fenomenului real decât; reprezentarea prin o ; Cow 2:67. Siza 
linie îrîntă. În plus, formulele (23.21) şi (23.22), care dau valori apropiate | “min | inax” 005: 
de metoda, Serensen, au avantajul că:se aplică pentru orice ciclu asimetric 
şi că nu necesită cunoaşterea rezistenţei la, oboseală prin ciclu pulsant, oo 


care este destul de puţin studiată, 


| d. ORITERIUL DE SIMILITUDINE: cm = const, 


4 Dacă pentru sehematizarea Soderberg se aplică criteriul o, = const., 
fig, 23.5, se obține Ă 


e — Sar S-aP (6. — Om), 


Oa 0404 


(23.23) 


Analog, pentru schematizarea Se- 
rensen 


m S=ip E 9, 


(23.24) 
Ga “+ 9m Ă 


Ş . .. “foz/ 2 
€. URITERIUL DE SIMILITUDIXE E 
Omin = const, 


În acest caz, întâlnit la şuruburi, 


lă 
Fig. 23.5 ne : & | 
zi eoveficientul de siguranţă, este | 
E 
A 20. - Ommtn | 27 7 = 
Ca 1p + min ; e. pt min, (23.25) 
| - 
Omaz Tmaz 
4 
1 OCALOULUL COEFICIENTULUI DE SIGURANȚĂ 0U AJUTORUL d IN: 


DIAGRAMEI SOCNEMATIZATE SMITH 


| În fig. 23.6 s-a reprezentat, după standardul german TGL 19340/03, 
i diagrama Smith pentru oţeluri. 

Diagrama se construiește pentru piesa reală, luînd ca punct de ple- 
care, pe axa ordonatelor o_ap și ca limită, superioară pe ce. 
Ciclul real este reprezentat prin perechea de punctie m. S-au ales trei 
criterii de atingere a ciclului limită, : : 


i 
| 

Om == CONS, — Omnin[Omag = CONS, — Gia 2 CONS. | 8 Fig. 23.6 
i 
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46—0, 1801 689 


e, . supa : iclului 
respunzăitior acestor trei cazuri, din punctul reprezentativ al ciclul i 
real în ui dreapta de similiţadine £: 0 verticală la cazul 1, o dreaptă 
prin origină şi punctul superior m la cazul 2, o orizontală prin punctul 
inferior 7 la cazul 3. Se obţine astfel punctul .L, a cărui ordonată este Gmazz- 
Cînd punetul L rezultă pe porţiunea orizontală a diagramei Smith, se ia 
Omazu — Ge. Se citește apoi pe grafic car. _ y _ 
Pentru toate cele trei cazuri, coeficientul de siguranţă se calculează 

cu relaţia 


Sac, (23.26) 


- SI Ka _ : 
S-au marcat pe desen şi punotele L/, corespunzând ea = 1, respectiv 
valorile oz Giar, Omauz pentru acest punct. e. | 
Cooficienţii de siguranţă, pentru cele trei cazuri citate, se pot calcula 
şi cu ajutorul relaţiilor din tabelul 23.1, notaţiile corespunzînd celor din 
fig, 23.6. : i A 
Tabelul 23.1 


și 
Amplitudinea ciclului limită 
o 
Efortul unitar maxim aL 
iei L de al ciclului limită 
similitudine : Osaz, ” ; 
aci Omazr <%cl%ci: o SmazL > %l%ep 7 
i E | 
“2(or — 0-42) a e 
Ă - 6 Gaz, = Sc — 9m 
+ | omas = Omu | Sar > 9mazL”” Om 
Om: const. max DOE: 
G-ap(20r — S-aP) 
Omar 3 
Smin E id Sr— (ar 0-3p)R 1—-R 1-R 
R= = const. Page a i 
Omaz Sal mazL! 2 aL CĂII) 
Om — Sa 
om 03 
tsi 90 — Smin 
TIP L _, Smazt 7 O9mtaj, (ă 
Omin == Const, Omar > 6-P A Ea (Omint- 9—aP)|6ar= FI aL 3 


g. VALORI ORIENTATIVE PENTRU COEFICIENȚII 
DE SIGURANȚĂ 


Odată caleulaţi coeficienții de siguranţă, se pune problema de a-i 


i i ică i ficientul de 
ara, cu valori rezultate din practică. Este evident; că coe r 
“lazi raltbă trebuie să fie e > 1. Cu cât elementele de calcul sint mai certe, 
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se pot folosi valori mai mici, de ordinul 6 = 1,25... .1,3. Cu cât incertitudinea, 
asupra calităţilor materialului şi asupra stării de solicitare este mai mare, 
coeliciențul de siguranţă — care ar putea fi numit şi coeficient al incerti- 
tudinii —.tirebuie să fie mai mare. Valoarea e == 3 este o limită, superioară. 

Nu trebuie uitat că la solicitările prin cicluri asimetaice, în afară, de 
componenta variabilă oa, există şi o componentă statică o, fapt care face 
posibile şi cedări ale pieselor, caracteristice solicitărilor statice. Ca urmare, 


; după caz, la solicitările variabile se vor calcula şi coeficienţii de siguranță 


faţă de limita, de curgere, de rezistență, la, rupere, san de saroină, critică, 
de flambaj. 

Valori orientative pentru coeficienţii de siguranţă la oboseală sînt date 
în tabelul anexă 2. 

Informaţii mai detaliate se dau în tabelul 23.2, 


Tabelul 23.2 d 


Coeficientul de 
Materialul și piesele siguranță 
[ră 


rr 


Piese de mașini confecţionate din oţel 

Piese, de mașini ușoare, din oţel 

Piese importante din oţel cînd încercarea 
la oboseală s-a făcut chiar pe piesă 

Pieşe din oţel turnat 

Piese din fontă 

Piese din aliaje de cupru 

Piese din aliaje ușoare 


4, CALCULUL LA DURABILITATE LIMIATĂ, 


Uneori anumite piese au de funeţionast pe o durată limitată, inferioară, 
numărului de cicluri care ar duce la âtingrea rezistenţei la oboseală, după 
care sînt; scoase complet din serviciu. În acest caz nu se mai calculează, 
coeficientul de siguranţă fajă de rezistența la oboseală, ci se face un calcul 
la durabilitate limitată. Cu alte cuvinte, considerînd curba de durabilitate 
din fig. 22.25, starea limită nu va mai îi dată de rezistența, la oboseală, 9-1 


„ci de o carateristică a unui punct; de pe linia A.B. 


Solicitarea reală din piesă este reprezentată de punctul M(oxy, N). 
Ducind verticala ML, se află punctul L,, a cărui ordonată op este rezistenja 
de durată sau rezistența la oboseală limitată pentru N ciohuri. Coeficientul de 
siguranță faţă de rezistenţa de durată este i 

= SE, (23.27) 
i loz Ă 

Ducind orizontala MI, rezultă punetul L,, ia cărui-abseisă dă numă- 
rul de cicluri N, după care piesa, se rupe la efortul unitar” o. Se calculează, 
coeficientul de' siguranţă la durabilitate 

ă A 


Cu =, 


E (28.28) 
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„Avînd în vedere dispersia rezultatelor încercărilor la oboseală, este 
necesar a se alege curba lui Wohler corespunzătoare unei anumite probabili- 
tăţi de supravieţuire, de exemplu P, = 90%. 

Calculul la durabilitate limitată echivalează cu alegerea unor rezis- 
venţe adnisibile superioare calor ale pieselor cu durată de funcţionare 
nelimitată. EI este recomanda întotdeauna cînd se cunoaşte că durata, de 
viaţă a piesei este N < N. i 

Problema durabilităţii limitate poate fi tratată şi pe cale analitică, 
dacă se cunoaşte ecuaţia curbei lui Wohler de forma 

N: om = Ny* 0%, = const. (23.29) 
unde N, o sînt; coordonatele unui punet curent de pe linia A.B (fig. 22.25), 
iar No, oa — ale punctului B. ; i E 

Ca valori medii, pentru oţeluri, se pot lua: No = 105... 5:10 și 
m = 9. Deşi m are o dispersie destul de mare — variind între 2 şi 12 — 
valorile calculate pentru o variază puţin cu m; de aceea, se poate lua 
m =9 sau m =6. 

Pentru un punet; oarecare al porțiunii descendente a curbei lui Wohler 


( No 1m 
6 = 921| = 9 
x) 


Ca unmare, pentru N dat, la o solicitare de amplitudine oy coeficientul 


de siguranţă este 
6, Ga ( No )” 
Co ——— 1 . 
Y 


(23.30) 


(23.31) 


5. CALCULUL COEFICIENTULUI DE SIGURANȚĂ LA SOLICITĂRI COMPUSE, 
PRODUSE DE SARCINI VARIABILE CICLICE 


Problema calculului la solicitări ciclice compuse este o extindere a celei 
de la solicitări statice. Ba, se loveşte, în primul rînd, de aceeaşi dificultate 
care s-a întâlnit la solicitări statice : stabilirea criteriului și a diagramei 
stărilor limită de solicitări compuse care duc la apariţia stării critice, de 
exemplu a limitei de curgere. 

Pentru solicitările compuse statice, teoriile Î, II, III şi V de rupere 
dau locul geometric al stărilor care due la producerea limitei de curgere sub 
forma, arcelor de elipsă din figura 23.7. Coordonaitele c, + ale oricărui punct 
de pe o astfel de curbă reprezintă o stare de solicitări compuse, care, după 
teoria, respectivă, duce la atingerea, limitei de curgere în material. 

S-a căutat, pe cale experimentală, să: se stabilească o curbă similară 
pentru solicitări variabile compuse, de încovoiere şi răsucire, prin cicluri 
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 aâ6ă, 


simelrice în fază. Experiențele făcute de Gough şi Pollard au dus la con- 
iata unui - loc geometric sub forma unui sfert; de elipsă (fig. 23.8), de 
ecuaţie i 


(=) 3 (Sa =. 
G_ Ta 


Ă Coordonatele unui punct L de pe această elipsă — az, Şi Gaz — Tepre- 
zință un ciclu simetrie de răsucire şi un ciclu simetrie de încovoiere, care, 
acţionînd. în fază, produce ruperea după un număr nelimitat; de alternanţe, 
deci corespund definiţiei unei rezistenţe la oboseală. La extremităţile 
sfertului de elipsă se găseşte solicitarea simplă la încovoiere prin ciclu 
simetric (cu o_.), respectiv cea de răsucire (cu 7_,). 

Se înţelege că curba BLA este locul geometrie al ciclurilor simetrice 
de solicitări compuse cu coeficient de siguranţă c = 1. Se construieşte o 
elipsă asemenea celei dintii — elipsa B'MA' —, care reprezintă locul 
geometrie al ciclurilor de solicitări compuse cu coeficient; de siguranţă c. 
Ba trece prin punctul M(o,, Ta), care reprezintă solicitarea compusă reală 
din piesă. Poate razele vectoare ale elipsei B' MA" sînt; reduse în raportul o 
față de cele ale elipsei mari. 


Din modul de construcţie al elipsei mici rezultă relaţia 


(23.32) 


a 


4776 


056; 


e 


Fig, 23.7 Fig. 23.8 


'Tot astfel, între coordonatele punctelor L şi M există, aceeaşi relaţie. 


GaL _ TaL 


Sa Ta 


=. (23.33) 
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Se poate considera că solicitarea compusă rezultă, din suprapunerea a 
două solicitări simple prin cicluri simetrice, una, de învovoiere şi alta de 


. xăsucire. Coeficjenţii de siguranţă parțiali ai acestor solicitări sînt daţi de 


relaţiile cunoscute 
ga OA, Ta OB 


0, = - 


Ga 01? m, OM" 


(23.34) 


În ecuaţia (23.32) se împarte atît numărătorul cât şi numitorul primei 
fracţii cu o2 iar la a doua cu 72 şi rezultă, 


Înlocuind aceste rapoarte prin valorile date de relaţiile (23.33) și 
(23.34), rezultă 


02 02 
Ea 
sau, rezolvând în raport; cu c, 
dia a (23.35) 


În concluzie, pentru determinarea, coeficientului de siguranţă la, soli- 
citarea compusă, se calculează cei doi coeficienţi e, şi 6. ai solicitărilor 
simple şi se aplică formula, (23.35). Această metodă este folosită, conven- 
țional, şi pentru solicitări prin cicluri asimetrice, 

Formula stabilită, ca și ecuaţia (23.32), este valabilă pentru materiale 
tenace. Pentru materiale fragile, coeficientul de siguranţă se calculează, 


din ecuaţia 
2 i 
(7) o-n+ze + (2) 1, 
03 03 0 


(23.36) 


în care 


Pentru $ = 2, formula (23.36) se transformă în formula (23.35) 
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* PROBLEME 


23,1, Să se calculeze rezistenţa la oboseală prin ciclu pulsant a unui oţel care are se = 
= 28 daN/mm:* şi 6_, = 22 daN/rane, dacă se admite un traseu eliptic al diagramei rezis- 
tenţelor la oboseală, 

Pentru aceasta, în relaţia (23.15) se înlocuieşte 


“o 


şi rezultă 
2 IE Vara, 
LA 02 024 oo 
respectiv 
o = sue S8 222128 — 34,6 daNram. 
Ezezi E O apa Ă 


23.2, O tijă din oţel, avind c, = 70 daN/mm?, ce = 34 daN/mm?, oo = 22 daN/mrm?, 
este supusă unei solicitări alternante simetrice de tracțiune-compresiune, cu efortul unitar 
nominal Ga = da = 500 daN/em?. Să se calculeze coeficientul de siguranţă, dacă Ko =2, 
e = 0,7, Y = 0,8. 

Fiind vorba de ciclu simetric, se aplică formula (23.4) 


Valoarea obţinută se află în jurul limitei minime admisibile ; ea este funcţie, desigur, de 
rolul piesei în maşina respectivă. 

23,3. O bară din oţel cu og == 30 daN/mm?, o_, = 20 daN/mm? şi 4 = 0,06 este supusă 
unui ciclu pulsant de încovoiere, cu Gmaz = 10 daN/mm?. Si se determine coeficientul de sigu- 
ranță dacă Ro =1,8, e=08, v=12. 

Se calculează am şi Ga 


Smaz 


2 


Om = 0a = 


= 5 daN/mm2, 


Dacă se aplică metoda Soderberg, coeficientul de siguranţă este 


D E E 1,57 

Li = 157, 
Ka Sa “m 1,8 5 5 

i 


0,8*1,2 20 30 


EY 6-a Sei 


a a 2,07 
gi > = 29. 
Ka ca pn E SIE IA 
E Ga Ga - 08-12 20 ET) 
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Comparind cele două valori, se vede că metoda Serensen dă o valoare mai mare, 
datorită faptului că folosește o diagramă schematizată care se apropie mai mult de cea reală. 
23.4. Bolţul pistonului unui motor are forma şi dimensiunile din figura 23.9, a, iar apli- 
carea sarcinii şi rezemarea se face ca în figura 23.9, b. Diagrama de momente încovoietoare este 
arătată în figura 23.9, c. Forţa transmisă prin bolț dela 
piston la bielă variază după un ciclu alternant cu 
Pmaz = 5200 daN și Pmm = — 1150 daN. Mate- 
xialul este oţel aliat, avind cr = 100 daN/mm?, ce = 
= '75 daNjemm?, şi c_y = 45 daN/mm2. Să se determine 
coeficientul de siguranţă, 
Modulul de rezistenţă la încovoiere este 


[4 “Dacă sarcina uniform distribuită'estelinlocuită prin 


P „dă 
forțe concentrate ——-? ca în figura 23.9, D, momentul 


încovoietor[din mijlocul bolţului ește 


PT (3,09 5,08) 5,08 : 
M 2 e = 1,51 P daNem. 
i 2 [( go tO2t a ) 4 | 


Valorile care caracterizează ciclul sint 
Maus = 1,51 Pmaz == 151 + 5 200 == 7 852 daN :em. 
Monta = 151 Pain = —1,51* 1150 = —1 787 daN em, 
Etorturile unitare ale ciclului sînt i 


Omaz = e ai Ii =2 855 da N/em? 
M, 1737 
Gmin = a — ag > 633 daN/em? 
2 855 — 
Om mas î- Smin = 606 683 == 1 111 daN/em? 
2 2 
aa = Sa 7 Sin — 2855 + 655 4 sag:aaNjom? + 


2 


Nu există concentrări de eforturi unitare, deci Ko = 1. Bolţul fiind lustruit, se ia Y=1. 
Factorul dimensional, după figura 22.21 curba 2, este e = 0,85 (pentru d = 31,7 mm). Coefi- 
-cientul de siguranţă, dat de formula lui Soderberg, este 


i 1 


dz = - 1,66. 
Is 6a  6n 11744 141 
70 ce O 0485 45 75 
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Aplicind relația eliptică reprezentată de torinula (23.21), rezultă 
1 i 1 
V KV (oa n on | 1 (1744 azi 1111 
ey o, LA 0,85 | 45 75 

S-a obținut o valoare sensibil superioară celei dată de metoda Soderberg, din motivul ară- 
tat anterior, 

23.5, Un arbore de oţel avind forma din figura 22,19 este solicitat la. întindere cu o forță 
constantă, care dă om = 5 daN/mm? și oa = 0, şila răsucire printr-un cuplu ondulat, care 
produce eforturile unitare paz 5 daN/mm? şi ramin == 2,5 daN/mm2. Materialul are : a/= 52,5 
daN/mn:?, oo = 21,7 daN/mm:, oc = 28 daN/mm?, v-a = 11 daN/mm?, se == 1564 daN/mm?. 
Corespunzător dimensiunilor şi formei concentratorului, se găsește Ka = 1,28; e = 0,8. Supra- 


fața arborelui este lustruită, deci y = 1. Se cere coeficientul de siguranţă al solicitării compuse. 
Pentru solicitarea de întindere, cu og = 0, formula (23.8). dă 


== 2,08. 


[:7 28 
co 3 = = 56. 


Pentru solicitarea de răsucire, se calculează m Ta 


5425 , 15 — 25 
“m = pai = 3,75 daNimnă ji sp 


i] 


== 125 daN/mm? 


și apoi se aplică formula (23.10), cu + în loc deo 


1 1 j 
e 3 e = 9,43, 
"Ne am 1,28 1,25 O 3,75 
Eye e OS 11 O O1644 ua 


6. CALCULUL DURATEI DE VIAȚĂ LA SOLICITĂRI ALEATOARE 


Din cele arătate în cap. 22, rezultă că rezistenţa în exploatare a unei 
piese — respectiv durata sa de viaţă — poate îi determinată, experimental 
dacă, se dă solicitarea aleatoare şi programul de încercare derivat din ea și 
dacă se dispune de instalaţia de încercare adecuată,. 

În genera], maşinile şi instalațiile pentru încercări după program, 
deci şi experimentările cu acestea, sînt deosebit de costisitoare. Acest 
lucru a stimulat elaborarea unei serii de metode de calcul al duratei de 
viaţă, luînd ca, bază de plecare numai curba lui Wohler (uşor de determinat) 
şi colectivul de solicitare a piesei şi folosind. rezultajtele experienței acumulate 
pînă în prezent. În acest fel se evită cheltuielile legate de determinarea 
experimentală a rezistenţei în exploatare. Avantajul este legat însă de un 
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Comparind cele două valori, se vede că metoda Serensen dă o valoare mai mare, 

datorită faptului că folosește o diagramă schematizată care se apropie mai mult de cea reală. 
23.4. Bolţul pistonului unui motor are forma și dimensiunile din figura 23.9, a, iar apli- 
carea sarcinii și rezemarea se face ca în figura 23.9, b. Diagrama de momente încovoietoare este 
arătată în figura 23.9, c. Forţa transmisă prin bolț de la 
ez , piston la bielă variază după un ciclu alternant cu 
AID dan = 5200 daN şi Pmin = — 1150 daN. Mate- 


4 rialul este oţel aliat, avind op = 100 daN/mim, oc = 
= 75 daNjemm?, şi oo, == 45 daN/mm?, Să se determine 
coeficientul de siguranţă. 

Modulul de rezistenţă la încovoiere este 
& W iai 1 2) 
32 p 
4 
z- 34178 1,87 
= d 1 2,75 em, 
32 3,17 
i “Dacă sareina uniform distribuită estelinlocuită'prin 
C i 


P 
torţe concentrate ———> ca în figura 23.9, b, momentul 


încovoietor[ăin mijlocul bolţului este 


-5,08Ț __ 5,08 i 
+ 02 + se) a =] = 1,51 P daNem. 


Valorile care caracterizează ciclul sînt 
Maas = 1,51 Pmaz = 1+31 5 200 = 7 852 daN cm. 
Mota = 1451 Prin = 1,51 1 150 = —1 797 daN: cm. 
Eforturile unitare ale ciclului sînt să 


Mana 7.852. _2 855 da Nea 


i Smoz 2,75 
Main 1737 
633 daN/em? 
min Op 275 


Smoz k Omin __ 2855 — 633 
9m Fi = = 


1 111 daN/em? 


__ Omaz — 9min _ 2 855-+ 638 
2 


Oa =4 MA4TdaN/em? * 


Nu există concentrări de eforturi unitare, deci Ko = 1 Bolţul fiind lustruit, se ia Y = 1. 
Factorul dimensional, după figura 22.21 curba 2, este e = 0,85 (pentru d = 31,7 mm). Coefi- 
cientul de signranță, dat de formula lui Soderberg, este 


1 1 


e= = — 1,66. 
Eos 03 9 1 1744 iii 
yo oc 085 45 75 
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Aplicind relaţia eliptică reprezentată de formula (23.21), rezultă ' 
1 ăi 1 


= = 2,08. 
V EV (oa (my Y 4 17,44 pă 1111 k 
ey oul lo 0,85 "| 45 75 


S-a obținut o valoare sensibil superioară celei dată de metoda Soderberg, din motivul ară- 
tat anterior, 

23,5, Un arbore de oţel avind forma din figura 22.19 este solicitat la întindere cu o forță 
constantă, care dă om = 5 daN/mm? și oa = 0, șila răsucire printr-un cuplu ondulat, care 
produce eforturile unitare Tmaz= 5 daN/mm? și pin = 25 daN/mm2. Materialul are : op= 52,5 
daN/mrm?, coat = 21,7 daN/mm?, oc = 28 daN/mmt, va = 11 daN/mm, sc = 164 daN/mm:. 
Corespunzător dimensiunilor și formei concentratorului, se găsește K- = 1,28 ; e = 0,8. Supra- 
aţa arborelui este lustruită, deci * = 1. Se cere coeficientul de siguranţă al solicitării compuse, 

Pentru solicitarea de întindere, cu oa = 0, formula (23.8). dă 

[7 28 
ca = = 2 = 5,6. 
Sm 5 


Pentru solicitarea de răsucire, se calculează Tm Ta 


54 2,5 — 25 
= a = 3,75 daN/mm? ; Ta == e voia 1,25 daN/mm? 


m 


și apoi se aplică formula (23.10), cu = în loc de-o 


Aplicind formula (23.35), se află coeticieritul de siguranţă al solicitării compuse 


5,6 * 2,43 


5, 


= 2,23, 
12,43 


e 


6. CALCULUL DURATEI DE VIAȚĂ LA SOLICITĂRI ALEATOARE 


Din cele arătate în cap. 22, rezultă că rezistența în exploatare a unei 
piese — respectiv durata sa de viaţă — poate fi determinată experimental 
dacă se dă solicitarea aleatoare şi programul de încercare derivat din ea şi 
dacă, se dispune de instalaţia de încercare adecuaită. 

În general, maşinile şi instalaţiile pentru încercări după program, 
deci şi experimentările cu acestea, sînt deosebit de costisitoare. Acest 
lucru a stimulat elaborarea unei serii de metode de calcul al duratei de 
viaţă, luînd ca bază de plecare numai curba lui Wohler (uşor de determina) 
şi colectivul de solicitare a piesei și folosind rezultatele experienţei acumulate 
pînă în prezent. În acest fel se evită cheltuielile legate de determinarea 
experimentală a rezistenței în exploatare. Avantajul este legat însă de un 
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mare inconvenient : incertitudinea asupra valorilor obţinute prin calcul, 
în comparaţie cu cele ce pot îi aflate — în paralel — pe cale experimentală. 

Problema, determinării prin calcul a duratei de viaţă a unei piese 
supuse unei solicitări variabile în trepte. — de tipul celor din fig. 22.29, 


Fig. 23.10 


22,30, echivalente unor solicitări aleatoare — a putut să aibă soluţie numai 
la ce Palmgren și Miner au introdus noţiunea, de cumulare « deterioră- 
rilor. i 

După Miner, cumularea deteriorărilor poate fi explicată cu ajutorul 
fig. 23.10. Se consideră o solicitare prin cicluri simetrice, la care curba lui 
“Wohler, în coordonate dublu logaritmice, are forma din fig. 23.10, a. 
Porțiunea, A.B reprezintă linia de durabilitate limitată. Fie nivelul de soli- 
citare c,. Epruveta se rupe dacă i se aplică un număr de cicluri N, de 
nivel c;. Dacă solicitarea se aplică pe o durată limitată, de n, cicluri (pune- 
tul 3), se zice că ea produce o deteriorare a epruvelei. 


m 
N, 
Epruveta se rupe cind n; =, deci D=. 
Dacă asupra epruvetei se aplică trepte de solicitări cu numere de cicluri 
n Şi cu nivele o, (5 == 1,2,3...), ca în fig. 23.10, B, se pot canula deterio- 
rănile si pg ei 


D= (23.37) 
E % 


DX. i (23.38) 
N, 
Conform spotezei cumulării liniare a deteriorărilor (Ainer-Palmgren), 
ruperea are loc atunci cînd = a 
D= =, (23.39) 
a N, 


unde r este totalul de trepte aplicate pină la rupere. 
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Dacă această relaţie este valabilă, durata totală de viaţă a piesei este 
FI = n (23.40) 
î=l 
Dacă programul de încercare are j trepte și pînă la rupere el se aplică 
de î ori, relația (23.39) devine 


Lp Î n 
D, i 1 23.41) 
Dr dia, j 
iar relaţia. (23.40) se transformă în 
= i 
N = ne (23.42) 


1=l 
Dacă la relaţia (23.42) se aplică un numitor, egal cu unitatea, dat de 
relația (23.41), se obţine durata de viaţă, după Miner 


E DX n; Ş, n 
37 det faal 
Nu E RT RA ASE PO (23.43) 
e: da 
Dzas IA Dra dal 


Rezultă că pentru caleu- 
Jul duratei de viață N, a % | 
piesei este suficient a se exa- 7, ) 
mina treptele unui singur pro- - Y 
gram, luînd valorile N, de pe 
curba lui Wolhler. ) G; 

Pe de altă parte, se con-  g 
sideză ecuaţia (23.29) a curbei * 
lui Wâhley, serisă sub forma, 


X, = (E (23.44) 


S 


unde s-a, întocuit c_, prin op, 
ea reprezentind linia, A.B din 
fig. 23.11. În acest fel, un 
punct curent TI al liniei AB 
este detenninat numai prin variabila ca, şi constantele No, op; 7. Înlo- 
cuind pe A, în relaţia (23.43) se obţine 


3 . 

DIE 

î=l E 
5 EL) ( si ) 
îi No | oa 
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MM hp. W (229) 
Fig. 2311 


Nu = (23.45) 


Constantele N, on rezultă din curba lui Wohler. De multe ori se ia 
No =106 şim =6. 

Pentru fiecare colectiv, definit prin amplitudinea maximă 6, relaţia 
(23.45) dă un punet al diagramei rezistenţei în exploatare. Pentru diferite 
colective similare, la care variază numai amplitudinea 5, se obțin o serie 


G7 
z Acura tai Wâtler (N) 


0; 
i Curba rezistentei 

2 în exploalare (E, 
% 
G, WE 
0% Pi 

| 

Gp 

î Si ; 
0, 2 

Fes iată 
2 No We (27) 


Fig. 23.12 


de puncte și se poate trasa diagrama rezistenței în exploatare, ca în fig. 23.12. 
Notaţiile sc, (log), N(log), înseamnă că seara are diviziuni logaritmice, 
dar se înscriu pe ea valorile o, N (nu logaritmii lor). 

S-au făcut; numeroase experiențe, spre a verifica dacă ipoteza degra- 
dării liniare, reprezentată de relaţia (23.39), se confirmă sau nu. Experien- 
țele dau valori D, superioare sau inferioare cifrei 1, deci nu confirmă 
ipoteza Miner. Din acest motiv, numeroşi cercetători au propus alte ipoteze 
de cumulare a deteriorărilor, liniare san neliniare, formale sau fenomenolo- 
gice, uneori confirmate de experienţe, fără a se fi ajuns pînă azi la o ipoteză, 
pe deplin acceptabilă. i i : 

Din acest motiv, ipoteza Miner, cea mai simplă, este folosită cel mai 
des, atunci cînd nu există posibilităţi de, experimentare a rezistenței în 
exploatare. 


7. DIMENSIONAREA ŞI VERIFICAREA PE BAZA REZISTENȚEI ÎN EXPLOATARE 


Din cele expuse rezultă că verificarea sau dimensionarea unei piese 
de maşină supusă la solicitări aleatoare este o problemă de calculul pro- 
babilităţilor. 

În primul rînd trebuie să se cunoască starea limită a piesei, sub forma, 
curbei duratei de viață sau a rezistenţei în exploatare. Dată fiind împrăștierea, 
rezultatelor încercărilor, diagrama rezistenţei în exploatare se dă sub forma, 
unei familii de curbe, cu diferite probabiliiăți de supraviețuire P,, sau 
probabilității de rupere P, =1-—P, 

al doilea rînd, trebuie să se cunoască starea, de solicitare din piesă, 
vespectiv amplitudinea 6, a colectivului, dată cu o probabilitate P.. 
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În fine, compararea, stării limită cu starea de solicitare duce la deter- 
minarea siguranţei piesei, de exemplu sub forma unei probabilităţi de cedare 
Pa care trebuie să fie cu atît mai mică cu cît importanţa, piesei este mai 
mare. Calculul faţă de rezistența în exploatare poate conduce Ia o verificare 
a coeficientului de siguranță, sau la determinarea unei rezistențe admisibile 
şi, pe baza ei, la dimensionare. Pe baza duratei de viaţă și a unui coeficient; 
de siguranţă, se poate stabili durata. de serviciu a piesei. 

În construcţii de avioane, calculul se face pe baza celor două metode 
citate în cap. 21: i 

— durabilitalea garantată (safe-lite), cînd probabilitatea de cedare este 
extrem. de mică ; 

— degradarea controlabilă (fail — safe), care permite unele. fisuri, 
fără a perieclita, structura, j 


a. SOLICITARE DE VALOARE CERTA 


Se consideră în fig. 23.13 o familie de curbe ale rezistenței în exploatare 
cu probabilităţi de rupere P, = 0,003 % ...50%. S-a „reprezentat, de: 
asemenea, colectivul de solicitare cu amplitudinea, maximă certă 6. = o. 
Ducînd o orizontală la nivelul c,, se obţin punete de intersecţie cu liniile. 
rezistenţei în exploatare, cărora le corespund durate de viață A, Pp COTeS- 
punzătoare probabilităților de cedare P, = P,. Deci în cazul solicitării certe, 


„probabilitatea de cedare a piesei este acelaşi lucru cu probabilitatea de 


Rezistența în 
„exploatare 


Colectivul de 


! | | NC_ov/iifare 
1 


ț 2 
ăi Aa003% Aaa 
Durata de viață ÎÎ (20g) 
Fig. 23.13 


a 


rupere. Se pot defini coeficienţii de siguranţă probabilistici : de exemplu, 
pentru P, = 0,003%, se află 


AT so i 
op =, (23.46) 
ai No,ooss 
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respectiv 


6/2 ( Gaso % : (23.47) 


6 20,003% ret 0,003 % 


Pentru calculul „saite- life” se recomandă P, = 0,1...0,001 %, pe 
cînd pentru „fail-safe” se poate lua P, = 10 . 1%. 

„Pentru amplitudinea colectivului, spre a “fi considerată, certă, trebuie 
ca Pa = 99,9999 %,. 


pb. SOLICITĂRI CU VALOARE PRORABILISTĂ 


Calculul se va face pe baza fig. 23.14, pe care s-au trasat liniile cu P, 
şi P. de 10%, 50%, 90%. Banda de dispersie a amplitudinii solicitării este 
formată din linii orizontale, care se pot întretăia cu cele ale duratei de 
viaţă. Dacă se consideră că ambele distribuții urmează legea de probabili- 


taste lognormală (fig. 21.13), atunci probabilitatea de cedare se poate calcula 
CA) pe i 
(aq) Pro Banda de dispersie 


a urale! de vară 


Banda de dpersie a 

armpbhuclii sohertiri 

reale p 
zece | MD 
de cedare 25 


: » fiii 


£ S ma 3 p 
107E 197 19" Ha se 
ui Lu PIE (29) 


Fig. 23.14 


Gin distanţa mediilor şi abaterea standard a celor două distribuții. În fig. 
23.15 s-a reprezentat distribuţia a, â rezistenţei în exploatare și z, a soli- 
citării, dacă notajia a reprezintă pe log 6.. Fie Valorile medii şi abaterile 


standard 
"—.pentru solicitare : îs, so; 
— pentru rezistenţa în exploatare : &,, s,. 
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Se. notcază diferenţa între valori curenţe 


E 8 — do: „:(23.48) 
„ Rez/stenfa Ze 
cv fsfributiă 
Soliz/rapeui Xa * normală 
cu distribuție. 
orală 


—- = 
v=1e-5)s 
Fig. 23.15 : 
Piesa, se va, rupe atunci cînd solicitarea depășește rezistența, deci cînd 
E < 0, Diferenţa, E este de asemenea, distribuită normal, ca în partea, de jos 
a Sieu 23.15, în jurul valorii medii, 


= 2, — dn (23.49) 


cu abaterea standard i 7 
8 = VE + 2. (23.50) 7? 


Se face transformarea 7-2 
i: zoo] | 
pie = 5 (28.51) 37? 
3 PR ; 7% sii 
iar probabilitatea de cedare este za 
1-a ELad — 
P == e du (23.52 ă 475 
Că Za NR ( ) 1: TA - 
ș , 420 
Limita u, corespunde la & =0, ZI II TI A i 
adică t, = Za d 1 “2 ri 4 5 e 
up == — Eje. (23.53) Fig. 23.16 
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„_ Efectuind calculul indicai de (23.52) se obţin valorile P, pentru dife- 
rite limite 2, construindu-se graficul din fig. 23.16. 

În concluzie, modul de ealeul este următorul : cunoscînd &,, Za, Sp Sa 
se determină £ şi s, cu relaţiile (23.49) şi (23.50), apoi 9 cu relaţia (23.53) 
şi se ia probabilitatea de cedare P, din fig. 23.16. 

După cum se arată în fig. 23.14, la intersecţia liniilor Pssow Şi Posos 
se obţine P, = 0,5. Logaritmul coeficientului de siguranţă, la o durabilitate 
dată N, poate fi definit prin raportul ordonaielor daite de cota e din desen. 
La intersecţia, liniilor de probabilitate 50%, cele două ordonate sînt egale, 
deci ec = 1. Cînd probabilitatea de cedare nu depăşeşte P, = 104, se 
obţine c = 1,5...3, i - 
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CAPITOLUL 24 
FLUAJUL METALELOR 


în caleulele obişnuite de rezistenţa materialelor, fie că este vorba de 
solicitări în domeniul elastic, fie în cel plastic, nu apare factorul timp. 
Caleulul claşie consideră o aplicare lentă — statică — a forţelor, care 
se poate efectua progresiv într-o durată de citeva secunde sau minute, 


-după care se stabilește o stare de echilibru, caracterizată prin invarianţa 


în timp a etorturilor unitare și detformaţiilor, 

Experienţa arată că există numeroase piese la care atît; eforturile 
unitare cât şi deformaţiile prezintă variaţii apreciabile în timp, care nu 
pot fi neglijate fără a pune în pericol mașina, sau constirueţia respectivă, 
La unele materiale, fenomenele citate au loc chiar la temperatura ordi- 
nară. Așa, de exemplu, o bară de plumb, simplu rezemată la capete, se 
deformează mult în timp, sub efectul greutăţii proprii, deşi iniţial nu 
prezintă detormaţii vizibile. Detorinaţiile mari, produse în timp, sînt 
mult mai frecvente și mai importante la piese metalice, lucrînd în condiţii 
de temperaturi ridicate. 

Asttel, discurile şi paletele turbinelor cu abur se deformează încontinuu 
îm direcţie radială : dacă acest lucru nu este luai în considerare la pro- 
iectare, se poate ajunge la situaţia ca paletele să lovească în statior, pro- 
ducînd distrugerea turbinei. La îmbinările eu tlanşe ale conductelor de 
abur deformaţiile elastice ale buloanelor de stringere — care asigură 
etanșeitatiea — se transformă în timp în deformaţii plastice, avînd drept; 
urmare faptul că garniturile nu mai sînt strînse, iar conductele încep 
„să sufle”, 

Penomenele de variaţie a eforturilor unitare şi deformaţiilor cu timpul, 
sub efectul sareinilor aplicate, poartă numele de fhuaj sau curgere lentă. Negli- 
area, acestor fenomene, la piesele 1a care ele se manifestă accentuat, duce 
la, proiectări greșite şi deci la compromiterea maşinilor respective. 

Calculul de fluaj este unul dintre capitolele cele mai noi ale rezistenţei 
materialelor, Ca, și în domeniul calculului 12 oboseală, în problema flua- 
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jului studiul experimental şi nevoile tehnicii au pășit înaintea, teoriei, care 
nu a reuşit încă să dea, o soluţie mulțumitoare problemei. De fapt, pro- 
blema fluajului se încadrează în problema, generală a teoriilor de rupere 
a materialelor, asupra cărora, s-au făcut; multe studii teoreţice şi experi- 
mentale, dar nu s-a ajuns la o teorie unitară satisfăcătoare. 

Studiul gluajului este deosebit de important; pentru maşini termice 
lucrînd la, temperaturi mari — turbine cu abur și turbine cu gaze —, 
pentru cazane de abur cu parametri ridicaţi, pentru numeroase utilaje 
din industria chimică, pentru rachete şi avioane, centrale atomelectrice, 
beţoane, materiale plastice, ete. 

studiile de fluaj apar mărimile principale din rezistența materia 
lelor — eforturi unitare şi deformaţii — alături de mărimile specifice aces- 
tui studiu, timp şi temperatură. Ca mărime derivată, se introduce viteza 
de fluaj, definită prin relaţia 


ot =, (24.1) 


Cercetarea unui material din punctul de vedere al fluajului constă 
în examinarea dependenţei între aceste cinci mărimi 


F(s, o, opt, T)=0, 


unde s-a notat cu 1 timpul şi cu Z temperatura. 

Este greu să se cerceţaze comportarea unui maserial cînd toţi acești 
factori variază. De aceea, studiul experimental se face în condiţiile în care 
unii din aceşti factori sînt constanţi, variind numai 2 — 3 dintre ei. Cele 
mai cunoscute metode de studiu la flua;j sînt : încercarea de fluaj sub sar- 
cină constantă și relaxarea, Ă 


1. DEFORMAȚIA DE FLUAJ SUB SARCINĂ CONSTANTĂ, 


Prin aceasta se înţelege studiul experimental al variaţiei deformajiilor 
ca timpul, păstrind temperatura, şi efortul unitar constante. 

Instalaţia experimentală corespunde schemei din figura, 24.1. Forţa, de 
întindere constantă, este realizată printr-un sistem de greutăţi P, însoţit; 
de demultiplicare cu pârghii. Bpruveta E se află în interiorul unui cuptor 0, 
care are un regulator pentru menţinerea constantă a temperaturii pe toată, 
durata, încercării. Pe epruvetă este montat un extensometiru de construe- 
ție specială (nefigurat; în schiţă), care este prelungit; pînă în exteriorul 
cuptorului, unde se face citirea, deformajţiilor. Se înţelege că după stabilirea, 
temperaturii de regim, care se poate realiza, fără aplicarea, sarcinii, pie- 
sele extensometrului nu se mai dilată, aşa că el va măsura, efectiv lungirea 
epruvetei în timp. Măsurarea deformaţiilor se poate face fie printr-un 
sistem de înregistrare continuu în timp, fie prin citire la anumite intervale. 

Rezultatele experienţelor se traduc prin ridicarea curbelor de defor- 
majie de fuaj sub sarcină constantă. Pentru oţeluri, la temperaturi cuprinse 
între 400 şi 5000 și etforţuri unitare de 800.1 500 daN/om?, aceste curbe 


au forma din figura, 24.2. Bxaminind o astitel de curbă, se constată, 
următoarele : 
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p 


A cea SEA detua a N FEN intervalul 
La, aplicarea sarcinii, deformația crește repede, liniar, pe intervalu 
OA, pistei cip fla deformaţiei elastice pipe După aceea, variaţia 
formaţiei se face lent, după curba ABOD. 
i “Pe e din figura, 24.3, se vede că se pot; distinge patru zone : 2004 
deformaţiilor elastice OA.; zona fluajului nesiabilizai AB, în care viteza 


E 


Fig. 24,1 Fig. 24.2 


i i vasului, iza BO, pe care viteza 
de detormaţie scade mereu ; zona fluajului stabilizat BO, are 
d Eee este constantă ; 2ona de pupare va cu viteza crescătoare, 
ducînd la rupere, corespunzător punetului D. i 
Faza sau ogaliită prin linia dreaptă BO este cea mai importantă, 


" înţrueât; ea durează timp îndelungat, iar dacă epruveta — respectiv piesa, 


; i voap i ului, 
— te ruptă, ea reprezintă de fapt aproape totalitatea, fenomen: 

truc E eforie elastică are loc într-un timp foarte scurt, la scara 
folosită linia OA. devine verticală, iar curba de fluaj ia forma din fig. 24,3 
(după SPAS 6596-62). . 


€% 


unpirea specified, 


£ 


Țirgu/, £,ore 
Fig. 24.3 


Dacă din ordonatele curbei superioare, care măsoară lungirea ip 
cifică totală e = e, + sp, se scad lungirile specifice elastice, se află cur 
inferioară, a lungirilor specifice remanente e,. 
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Măsurind creșterea Ac pentru un interval de timp At, se poate calcula 
viteza de fluaj 


op = (24.2) 


măsurată în min“, oră-l, zi-L, : 

La un material dat, studiul complet; al deformajţiei izoterme necesită, 
experienţe care să conducă la construirea a două familii de curbe în coor- 
donate s, î: ; 

— curbe construite pentru o temperatură dată şi diferite valori ale 
efortului unitar de întindere; 

— curbe construite pentru un anumit efort unitar dat; și diferite tem- 
peraturi. 

Cu alte cuvinte, deși în timpul experienţei de deformaţie izotermă 
temperatura şi efortul unitar sînt constante, studiul complet necesită 
a varia experimenţtările, schimbind valoarea, acestor mărimi, spre a unoaşte 
comportarea materialului în tot domeniul său de utilizare. 

Încercările la fluaj durează un număr destul de mare de ore: 100, 
250,_500, 1 000 ore, chiar şi mai mult, 

Pe baza încercărilor de îluaj se determină anumite valori critice ale 
materialelor, numite Limite de fuaj. Acestea sînt valorile eforturilor uni- 
tare, cărora le corespunde, după o anumită durată de experimentare, 
fie o viteză de fluaj stabilizat dată, fie o: deformaţie permamentă de valoare 
preserisă, 3 i 
2. ÎNCERCAREA DE RUPERE PRIN FLUAJ 


„ Dixistă şi încercări de fluaj care se fac pină la rupere, în condiţiile 
arătate în STAS 8894-71. 

asemenea cazuri se determină timpul ta după care epruveta, se 
rupe, la o temperatură 'T, sub un efort unitar co. 


25 
20 
15 
* 
2 77| 
$ [23 ŞI 
ES Z LA 
Ki SS S 
2> w6 
5 
4 

B 3, pt N n 
se 23 Zi 25 26 27 28 29 


Temperatura absotură, Î 2 +, P=lag pr 003077 
Fig. 244 si Fig. 24.5 
Se întocmesc programe de încercări, luînd diferite temperaturi, infe- 
rioare şi superioare celei de lucru, precum și diferite eforturi unitare şi se 
încearcă epruvetele pînă la rupere. Ş Pr. 
Cu rezultatele obţinute se pot construi curbe de felul celor din fig. 
24.4, care dau pe log îp în funcţie de 7, la diferite valori oo apa ete. 


îi - 708 


În general experienţele nu pot cuprinde toate valorile posibile pentru 
7, oa, respectiv nu pot; fi extinse la durate mari de timp, de felul celor 
îuţilniţe în practică. În acest; caz, se procedează la extrapolarea rezulta 
telor experimentale. 

Astfel, după una din metodele indicate în STAS 3894-71, parametrul 
de extrapolare are expresii, 


P=logia+oe P (24.3) 


unde « este panta medie a dreptelor log ta =: f(7), pentru un efort unitar 
dat, arătate în fig. 24.4. 

Cunoscînd pe a, se determină, cu relaţia, (24.3), parametrul de extra- 
polare P, pentru diverse temperaturi 7 şi durate în, la valori date o. 
Se construiește astfel o curbă de felul celei din fig. 24.5, care dă pe s 
în funcţie de P. 

Cu ajutorul acesteia se poate determina, rezistența tehnică de durată, 
adică valoarea lui o, la; care epruveta se rupe, la temperatura 7, după 
timpul în. 

Fie, de exemplu, 7 = 45000 (723*K) și ta = 100 000 ore. Se află 


log în = log 100 000 =5 
iar din relaţia (24.3) 
P == 5 + 0,0307 +723 = 217,196. 


Luînd valoarea P pe abscisa fig. 24.5, se obţine rezistenţa tehnică 
de durată 
9% = 1,8 daN/mm?, 


3. RELAXAREA 
În studiul relaxării-se cercetează experimental variaţia eforturilor 


unitare cu timpul, atunci cînd deformația piesei se menţine constantă, 
Mașina de încercat este mai complicaţă decît cea pentru studiul defor- 


„maţiei izoterme. Ea posedă un regulator de sarcină, care, pe măsură ce 


deformația, creşte, micșorează sarcina aplicată epruvetei, ceea ce readuce 
deformația la valoarea constantă preserisă. În urma experiențelor, se 
trasează curbe de relaxare, de forma, celei din figura, 24.6, care dau pe 
o = f(i). 
În momentul iniţial a încărcării epruvetei, deformația sa este în 
întregime elastică, deci se poate serie 
9 = Ba. 


La un moment oarecare, această, deformaţie este compusă din una 
elastică şi una plastică 


0 = e + & (24.4) 


iar efortul unitar a scăzut; la valoarea o = B: z,. 
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înlocuind pe 2p şi e, în relaţia (24.4), rezultă 


Ad SĂ 
ppt? 


Ş de unde se obţine 
o = 0p — E: ep. (24.5) 


Deformaţia plastică ep, creşte încon- 
tinuu cu fimpul, ceea ce are ca efect scă- 
derea, continuă a efortului unitar o. Sepoate 
ajunge, la un moment dat, ca efortul unitar 
să se anuleze complet, astfel că buloanele 
unei îmbinări cu flanșe nu mai string are 
A z garnitura, iar aburul începe să iasă la 
Fig. 24.6 îmbinare. 


Ra) 


4. FENOMENUL FIZIC AL RUPERII DE FLUAJ 


intă y ii ia bi j chiar la tem- 
Unele metale prezintă deformaţii apreciabile de îluaj e 

peratura mupiiată iar altele numai la temperaturi ridicate. tich 
oţeluri, studiile de îluaj se fac îndeosebi la temperaturi ridicate, întilnite 
în maşini și instalaţii termice. , i i 
i La, etala, 1a tal eraturi joase și la temperatura ambiantă, rezistenţa, 
grăunţilor ește mai mică decât a limitelor dintre grăunţi. Pe măşura ci ester ii 
temperaturii, rezistenţa limitelor scade mai repede decit a grăunţilor. 


/imita grâvnților 


N 


“Grăuntele 


fezistenia 


N 
fRupere Yrans= Rupere N _ 
|_oriefațind NT ialererista lin a 
7EC Temperatura . 
Vis. 24,7 Tig. 24.8 
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"valoarea lor aflîndu-se prin interpretarea 


Se poate face o reprezentare a acestei rezistenţe, funoţie de tempera 


„tură, ca, în fig. 24.7 [85]. Jettries a introdus noţiunea de temperatură de 


echicocoiune, ÎRRC, la caxe rezistenţa, grăunţilor este egală, cu 3, limitelor. 
Sub această temperatură, ruperea este transevistalină, iar deasupra, ei 
este intereristalină. 

Ruperile de fluaj, care au loc la temperaturi ridicate, au caracter 
intereristalin. Acestea, pot; fi de două feluri : 

— ruperi produse de lunecarea limitelor, în punctele triple, unde se 
întilnese trei grăunţi (4, B, O, în fig. 24.8, a); 

— ruperi produse prin formarea, şi dezvoltarea de pori în interiorul 
limitelor orientate perpendicular pe direajia de solicitare (fig, 24.8, d). 


5. CALCULUL LA FLUAJ 


Cu ajutorul mărimilor obţinute prin încercările la fluaj se pot; face 
calcule de : dimensionare sau verificare pentru piesele care lucrează în 
asemenea condiții. Varietatea mărimilor care intervin în studiul flug- 
jului — eforturi unitare, lungiri specifice, viteze de fluaj, temperaturi, 
timp — duc la o varietate de calcule, după cum se ia una, sau alta din 
acestea, drept criteriu al stării limită, 

Batrapolări. S-au elaborat; numeroase relaţii empirice care să exprime 
viteza, de îluaj în funcţie de etortul unitar, pentru zona, fluajului stabi- 
lizat (fig. 24.2). Cele mai cunoscute relaţii sînt de forma, 


pe = Bo? 
& = Qesis B 
a sau £, = (eat —1) (24.6) 
E = Dn 
d 


unde B, 0, D, n, s, d sînt; constante care depind de temperatură, 
xezuliatelor experimentale. 
Dacă se cunoaște viteza de fluaj stabilizat £ e deformația după un timp 
se poate exprima, aproximativ, prin relaţia, 


e = &t, (24.7) 


În acest îel, rezultatele obţinute prin experimentări pe anumită durată, 
se extrapolează pînă, la durata de funcţionare a piesei, t;. 
Rezistenţe admisibile. În vederea unui calcul de rezistenţă la fluaj, 
se iau în considerare trei stări limită, : 
— limita, de curgere la temperatura de funcţionare, Goar; - 
— limita, care dă o deformație permanentă de 1%, după 100 000 ore 
de funcţionare, la temperatura, dată, owour ; 
— rezistența, tehnică de durată, corespunzătoare la iz = 105 ore şi 
temperatura 7, coposyr. . 
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Corespunzător acestor stări limită, se pot defini trei rezistenţe admi- 
sibile 
__ _00217, 
Li 
Ce 


SUE, (24.8) 
Li 


__ GOpos/7 
LA 


Pentru coeficienţii de siguranţă se poate lua : ce==1,5 ; 31; 0,=1,5. 

Pentru proiectare, se va alege cea mai mică dintre aceste rezistențe 
admisibile. 

Siguranţa faţă de temperatură. Dacă se ia drept constant efortul unitar 
din piesă, se poate determina, temperatura 'Papo care duce la ruperea ei 
după o durată de 10% ore. Dacă temperatura de tuneţionare este 7, se 
determină, siguranța față de temperatură 


Ca = Tapo E Tep A (24.9) 


Pentru calcule şi experienţe judicios conduse este suficientă chiar 
o siguranţă op = 15" 0. 
Siguranţa în timp. Se poate construi o curbă ea, 1n fig. 24.9, analoagă 
celei din fig. 24.5, care dă rezistenţă, de rupere a, în funcţie de timp, la o 
temperatură dată. 


Sp - Pe baza acesteia, se defineşte si- 
"iai guranța în timp 
=00/75! 
g €, = înlla (24.10) 
A/pas 
Ga unde în este timpul de rupere la, efortul 


unitar egal cu rezistența admisibilă a; 
iar î, = 105 ore, 
; În literatura de specialitate [65], 
[66], [67] se dau numeroase detalii re- 
feritoare la încercările: de fluaj pentru 
3 pr materiale care lucrează la temperaturi 
IE ee e îsd7e  vidicaste, respectiv la calculele de fluaj 
Fig. 24.9 ; pentru diferite piese şi solicitări. 
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“OTEL CORNIER 


„(ângă 
pu LI 
E 
i ȘI “Distanţa 
„Denumirea Secţiunea Mata 
ai A «0 em? Kg/m A 
E: a g ăi d n Lld Ma e vw 
' int Ei ZI 
20 *20x3 '3 171412 0,88 0,60 
i 2 | 5 | 2 | a "Tal 
4 4 1,45 144 0,64 
25x25x3 3 142 111 0,72 
x4 25 4 
x5- 5 
30 x30.x 3%) 8, 
qi 30 4 
-X5 “5 
35 x35X 3%) "9 
4 „35 4 


CU ARIPIEGALE O o 
STAS 424.71) 


4 ' n 


ut. I — moment de:: inerție 


WW — modul de .rezistenţă + raportate la axă 'de încovoiere 


is J= — rază de inerție respectivă 


Tabelul 5 


Mărimile statice pentru axele de încovoiere 
axelor, cm ED: AI: FI 
Taz, 2y Pa zy fa zi i 

o;s4 | 0.70 |- 0,39 |..028 |.. 0,59 0,61 0,74 016 | 0419 | 0,38 
0,90 | 0,71 |: 0,41 0,6 |. 0,58 077 0,73 021 _| 023 | 0,38 
„1,02 | 0,87 |.; 0,80 0,45 : 0,75 1,26 0,54 0,33 | 0,32 | 0,48 
1,08 |. 0,89] 1,01 0,58 0,74 : |. 1,60 0,63 0,43 | 0,40: | 0,48 
143 | 0,91 | :120 |' oz |: 0,73 1,89 0,91 0,52 | 0,46 | 0,48 
1418 | 104| 140 | 0,65 | 0,% '2,23 1,13 0,58 | 0,49 | 0,58 
1,247 1,05 | 1,80 „0,85 0,89 2,85 1,42 0,75 | 0.61 | 0,58 
1430 | 1,07 [:.:2,16 |. 104 | 0,88 |. 841 "141| 0,92 | 0:70 | 0.37 
1,36 | 1,23 | “2,29 0,90 | 1.06 |. 3,63 "134 095 | 0,7% 0,68 
142 | 124| 205 [ana |: 1.05 468 |--1333, 123 | 0,86 | 0.68 
1,48 | 1,25 | 3,56 [-.145 |î.1,04 5,64 131 149 | 1,01 | 0,67, 
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Denumirea 
L 


40 X 40xX 3%) 
x4 


x5 


Dimensiunile secțiunii 


Mărimile statice pentru axele de încovoiere 


Tabelul 5 (urmare) 


45 X45x4%) 
x5 


x6 


CIZER 


50 x50.X 4%) 


x5 
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60x60x5' 


x, 
LX Me Mea CL 


cer ma Xa e cae: = | 


DD d PRD 
Pit X8 tm i, 


70 x70xX 6 .— 
UR e, 


U-vV V-vV 
ema te Ale acu ea aa ata 
E: î a 5,46 1,52 0,96 0,78 
7,09, 1,52 1,17 0,78 
5,60 151 1,37 0,77 
10,2 1,71 1,53... | 0,87 
sl 12,4 1,70 
14,5 1469 
14,2 1,91 
174 '1,90 
20,1 *1,89 
2341 '1,38 


30,7 | 280) 
16,2 | 226 


e 
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ea Di a ai 


554: | 223 
53,5 12,68 
67,1 2,67 
'75;3 „2.66 
85,1 2,64 
905, | 2,63 1 A 
88,5 „3,08 
115 3,06 
138 -3,03 

ase i 345, 
2206 al i 949-524 
218 


lar 


i rit e Tabelul 5 (urmare) 
pacii A iii e oo Corte N e ş 
Dimensiunile secţiunii Diitiata ast ide Si Mărimile statice pentru axele de încovoiere 
| Set ag Secţiunea Masa x-x v-y v-u v-y 
| ea faiată Ss G Î 
2 7 PE A - 
ca [ne 0) 9: ICI Nu scut IE î mm] Tzi | Pe ea e | | d | a | că 
| e a e to e e E ol eee 
i para 
i = - 7 ; 
| 100 x 100 %.:8 8 15,5 12,2 2,74 3,87 | 3,52 145 19,9 3,06, [..: 230 3,85 59,8 15,4 1,96 
X10 1 100 | 10 12: 6 19,2 15,0 2,82 707! 3,99 | 3,54 177 772,9 18,3 | 1,95 
ia ; x: 12 „29,7 17,8. 2,90 E 441 | 357 207 85,7 | 200 | 1,94 
| 
190xX120X10 510 i 23,2 182 „3,31 | 469 | 428 313 1 21 2,36 
120 13 | 6,5 -8,49 săi n 
| x12 „2 | 275 |.21,6 340 |! 1. 4,80 | 426 368 151 | 31,5 | 2,35 
i = 
| i 130X130X12 ur 30,0 23,6 | 364 5,15 | 4,60 472 194 | 37,7 | 2,54 
| 4 x314 130 14 14 7 34,7 272 3,72 : 9,19 5,26 | 4,63 540 223 42,4 2,53 
A - X16 16 393 |'::309 ':380|: i 5,37 | 4,06 605 251 46,7 | 2,52 
140.xX140X12 12 : 32,5 25,5 - 3,90 i i 5,50 504 m. .602,..].. 248... 
| in x14 „| 140 a 15 | 75 37,6 [î. 294 [:.3,98 ||: 9,90 | 5,61 | 5,07 | 689| 68;8 7] 4,30 1094 5,42 284 50,5 |.2,74 
, x16. 16 |. 422 373 | 4200 Ă 5,80 | 5,09 | 772 791 - 4,28 1230] 5,40 314 61,5 | 2,72 
| 150x150xX 12%) 12 |. . „348 | 273 | 412 "5,83 [5,29 |----737 | 072,7 | 4,600 "(1170 |. 15,80” | "308: 2,95 
| xi4 14 -40,3 31,6 421 5,95 | 5,31 845 782 4,58 „1340 15,77 :347 58,3 | 2,94 
| -| 150 16 3 E 10,6 : Pia ] 
| x16 16 45,7 35,9 4,29 6,07 | 5,34 | 949 | 88,7, | 4,56 1510 5,74 |. 801 | 644 | 2,93 
| i 18 « 18 k 51,0 "40,1 4,37 6,17 | 5,38 | 1050 98,7 4,54 | 21670... dA 435 '70,4 2,92 
160 x 160 X12 12 37,4 29,7 4,39 - 6,19 | 5,74 93 | 706| 4,94 |: 14507|' 623 376| 60,5 | 347 
4 PP ai IN 43,3 ET) 447 i 6,30 | 5,77] 1040 | 908 |: 4,92 | 1662 |. 6,20 431 | 684 | 346 
i i 160 17 8,5 = 11,3 : - — [i — jr - i - 
! x16 "16 A 4941 38,5 |. 4,55 . „642| 5,70 | . 1475 |. 103 „4,89. | :1866..| 617 |. 485 1 7543 | 84 
“18 18 54,8 | 43.0 4,63 | 6,53 | 5,82 | ' 1209 134| “er. | “201 | 613 | 537 | s2a: | 348 
*) Se laminează în limita posibilită ilor uzinelor producătoare ; livrarea acestora se va A ui . mi Ep ÎI 
face numai cu avizul prealabil al Ministerului Industriei Metalurgice. : i ȘI a R 
| »*) Se livrează numai pentru podurile metalice de cale ferată. N si ă ai 
| OBSERVAȚII: i î Sa i A she Ri i că A 
| — Momentul de inerție (1), raza de giraţie (i) şi modulul de rezistență (W) sint raportate IN i a a asi d oii, 
| la axa de încovoiere respectivă. .. Zi i , ă a i , 
— Masa este calculată pentru dimensiunile nominale, pe baza densităţii de, 7,85 kg/dm?, i Va RR it ! 
"722. 1723 


a OȚEL CORNIER 
pu (după 


ud 
[ii [i 
îi 1 ati UR 
, A i) 
i ă Dimensiunile sec- Distanţa axelor, cm 
Și i țiunii Seaţi. IRT 
"Denumire Lauri : E i | 
eat unea. Masa 
Ida Î alb le i 7 cm? -[; kB/m |: ez EA ici îns i vs 
30x20x3*. MĂ 5 ||: |_143 , 
Nr 2 N all 73 i bă Pr 
Paoxzoa | li |[ş 
„= - 140 20 
ei X4% 4 
4530 x 4ne TA 
-5 
3 


60 x40x5* 
| « 
î | 


x7* 


65x50x6 
x? 
xs8 


x9 


CU ARIPI NREGALE ___ : Deaf d E ccm DOOR, SA 
STAS 42570): a 
I —. moment: de inerție Ul A 
a A poa de zsaiaie raportate la axa de încovojere 
Lis | — rază de giraţie respectivă 
i îi ! ! Rt 
E TA ti 
i m ' 
i Şi j 
ali î Mărimile statice pentru axele de încovoiere 
ii a xx | rr | _v-u rr 
di L-a nare „|, , 
0,56: 0,427 
0,58 0,427 
i 0.46 „0,257 
0,50 „0,252 
10,80, 0,434 
0,83. | 04429 
| - puma 0,256 
î-0,74!| 0:52: 
110 “| 034| 
1,12 1 0,431, 
114 0,427 
111,50“ | 0,575 
1,52 0,572 
8:1;54: ini 0,569 ju 34i8: 
157| 20897. | 382 


Tabelul 6 (urmare) 
LL dci Dr Mărimile statice pentru axele de încovoiere 
Dimensiunite secțiunii Distanța exeber, em: în. ie Unshiul E: = v-u v=v 
i si Secţi- | atasa “le. inel 
Denumire unea R A ij 
i, Wy Ti în i 
25 AS] ce isa ir as] asi] ceafa A IE IL N ES E ei 
a|blz|r |n DD NAN E In DN NN NN RA NP 
| : 1,38 0,433 | 46,4 | 9,24] 2,86 | 16,5-| 439 | 1441 | 53,3 | 258 | 9,57 107 
75x50x7* | 75] 50| 7 [6,3]3,5! 8,31 | 6,53 | 2,48 | 1,25 | 5,10 | 3,77 | 2,13 | 2,63 
Ă 1,40 0,546 | 59,0 | 10,7 | 2,51 | 284] 6,34] 1,74 | 72,0] 2,77 | 15,4 | 128 
s0x60x7* | 80| 60 718|4| 9,38 | 7,36 | 2,51 | 1,52 | 5,55 | 3,79 | 217| 2,92 ! 
2.01 0,649 | 52,8 | 9,41] 2,51 |.31,2 dal 1,93 | 68,5 | 2,85 | 15,6 | 1,35 
80xX65x 6 6 6,80 2,69 | 2,94 ș 4 : i 
. | 2,05 0,645 | 68,1 | 1243 | 2,49] 40,1 |; :8,41| 1,91] 88,0 | 2,82 | 203| 1,86 
x 8 80| 65| 8 |8 8,66 2,79 | 2,92 | i i 
211 0,640 | 822| 15,1 | 2,46 | 483| 10;3 | 1,80 | 106 | 279| 24,8 | 135 
x10 10 13,6 [10,7 2,90 | 2,95 i ! ERA A 25 
| 1,60 042 | 717| îi! 2,87 | 25,87]:"5,611:1,72 | 82,8 | 5,09 | 14,6 | 1,30 
90 x 60 x6* 6 8,69 | 6,82 | 2,89 | 141 | 6,14 | 450 | 2,46 || 3,16 | : (i 
90| 60 7 [3,5 | 1.69 0,437 | 92,5 | 154| 2,85 | 330 | 731. | 1,70 [107 3,06 | 19,0 | 1,29 
x8 8 11,4 | 8,96 | 2,97 | 149| 6,11 | 454| 256| 3,15 a 
f 1,18 0257 |116 | 384 | 3,18 | 195 | 504| 131 [123 3,28 | 12,7 | 1,05 
100x30x 8* 8 11,4 | 8,99 | 3,59 | 1,12 | 6,49 | 4,44 | 2,00 | 2,96 oral MEI PEDRO [i NE PRI RR INI MERE: 
* 1,22 0,253 [141 202 | 316 | 234 1::.6,17| 1,29 [149 3,25 |-15,4 | 1,05 
x10 pa i | 
, 118 | 1740 |: 3,15 | 56,9 | 10,0 | 219 [145 3,49.| 20,1 |'1,59 
100x'75X 7 218 0,553 E ro | E Ed 
x.9 - 22,92 0,549 . [148 -. [-21,5-]..3,13.[-71,0-] 12,7 | 2417 [181.. | 347-] 37,8 | 1,59 
atat Rei | 
PEPE raza iz pp a POR RI PREA II LIPIRE : o6 | am | 382| 80,8 | 13,2 ! 228 [260 | 4,10 | 46,6 | 1,73 
120 x80 X'8" |8 155 [122|'5,85 | 187| 803] 5,99 | 3,27 | 4,23 i Sel Beth 
să i 7 rs 2,19 y 976. | 34,1 |.3,80 | 981 | 16,2 | 2,26 (317 4,07 | 56,8 | 1,72 
x10* [i20['80| 10| |5,5]191 [150 | 3,92 | 1,95 | 818 | 6,03 | 3,37 | 4.21 0485 i i 
A = * i 2,25 323 4 | 377 aa  |aoa | 224 [371 |'404 | 66,6 | i 
x12% 42 22,7. [17,8.| 4,00. | 203 | 8,14 |:6,06 | 3,46 | 4,20 0,432 404| Sa : 
4 | 4 îi : 
i i 0, 5 Q 21,0 | 251 [591 [5,05 '| 883 | 1,95 
150 x 90 x 10% 10 lo82":[18,2.-] 3.00 5,03 224 0,360 533 53,3 | 480 [146 | Ă 
"saga [50] 902 [128] 645 2 58 |62 3| az um | 24,8 | 249 (694 | 5,02 [104 | 1,94 
12% 12) | |az5: "21,6 “| 5,08 5,00 430. 4]).40;988. 2,028 |p.09;8| sd J = 
g a er 7 „|5 „78 [198 | 25,8 |. 2,86 [637 5,43 [112 1,15 
150 X100x 10% 10 242 [19,0 | 4,80 5,25 288 | 0442 |56ar | Bi d 
; JE i Pe FI paz 5 76 |232. | 30,6 | 2,84 [749 |.5,10 [132 | 2,15 
“x12l50|ioo| 12h1316,5|28,7 29,6 | 4,80, 5.24 273 0,439 [650 | 64,2 | 4,7 
ali, i ” i , ă 73 |264 | 35,2:] 2,82 [856 | 5.07 |152 | 2414 
pax „|ta 1.1332 126,1 4,97; 5,23 || 2,77 0,435 [1744 17441 | 4, 
, EI „E : i [ U EI 
i *) “Se laminează în limita posibilităţilor uzinelor producătoare ; Jivracta acestora se va face 
nuinai cu'avizul prealabil-al Miziisterului Endustrici Metalurgice e | A Ş 
m! OBSERVAȚII: 0 iti n =. PAG, (E de e i _ 
-— Momenţul de inerție! (0), raza de: gtrație C) și modulul de rezistență (VW) sint raportate; și 
Ja razele de încovoiere respective. - - mii 
— Masa este lalea pentru dimensiunile notiiiiale, pe: baza” densitați de 7,85 kg/âm2. 
721 
1726: 


Tabelul 7 


"OȚEL-U Luta 
(după STAS 564-71) 


h — îmăiţimea profilului 
b — lăţimea protilutui 
i vit d — grosimea inimii m 
1 — grosimea medie a tălpilor | 
R — raza de rotunjire interioară a tălpilor 
. Ş Ri 7 — vaza de rotunjire a tălpilor la virf, 
I — moment de inerție” 
VW modul de rezistenţă 


I 
i i — |/ — — raza de giraţie 
“4 ja: e girație 


i 
or 


raportate 13 e a a de încovoiere respectivă 


S — momentul static al semisecţiunii 


a Sarii Dauer axele de por e 
pr LEII “Mas, mm mea Peene me inte |n ae mere n VP Pe re aa aia RE pete ete aa iat 
Daca E m pate a e R i gr în in cca Si sta d pe ap ii Ei E | = Sia 
ss N > cmt ca cm J, cm |, cm ja cm | | 

, 57,5 j 2,52 7 141 | 507 105 | — [i ia | 165 

45 6 so ze 108! 3,10 | 19,4 6,36. 1,83 |: 1591 1,45 :8 

50 6 "35 85. 205: 3,91 20,3 | 8,49, 1,47 24,5 |. 1,55 10 

55|: io 90! 364. 4,62 43,2 |, 11 „|, 1,59 36,3 1,60 | 12 
60. |: 7 10,0 505,. 5,45 62,7 |. 14,8 1,75 514 175 | 14 

65 a 7,5 10,5 | ___ 925 6,21 85,3 18,3 1,89 65,8 | 184 | 16 

= ă 2 aa FE Îi : 

70 "a ii, o. 1350 6,95 | 114 224 2,02 89,6 1,92 | 18 

7 [as 115 1910 70|" 48 7 oo lia Jia [- 201 | 20 

80 [tg 12,5! 2690 348 | 197 |! ze 2,30 î]:! 146 "ţi: paq |-da 

25 9,5 130; 3600 300.! 9,22 248 "1 39,6'+|*: 242 ']i! 170 208 | ina 

90 10. 14.0 _. 4820 EZIIU 999 | 317 1! 47,7: |: 256 iai 2,36 |_:26 

100 A 16.0 16.0 3036 Li | 117 | 495 ' 67,8% | 290 1: 316 i[ii: 2,70 | 30 


— OBSERVAȚII: 


— Masa teoretică este calculată cu densitatea 7,85 kg/dmă 


"728 


La ccrerea beneficiarului și cu acordul producătorului se pot executa și alte dimensiuni. 


"ej =" distanţa axei y —-y-de-la--marginea exteri 


OŢEL 1 


(după STAS 565-71) 


| Aria Masa 
i secţiunii teoretică 
| Simbol 1 a R 3 a E k 4 : [A 
| = Ie 
| E 80 42 5,90 3,9 2,3 1.58 5,95 
| 10 „100 50 6,80 45 2,7 10,6 8,32 
| i 12 +] 120 58 7,70 51| 34 14,2 11,2 
| 14 “140 66 8,60 57| 34 183 144 
| 16! 160 74 9,50 6,3 3,8 22,8 17,9 
|| 18 180 s2 10,40 6,9 41 217,9 219 
| | 20 200 90 11,30 7,5- 4,5 33,5 208 
| 22 220 98 12,20 81| 49 39,6 314 
24 240 106 13,10 8,7 - 5,2 46,1 36,2 
26 260_ | . 113 14,10 94| 5,6 33,4 41,9 
i 28 280 : 119 15,20 10,1 61 [5] 48,0 
| 30 300 125 16,20 | 10,8 6,5 69,1 54,2 
| 32 320 131 17,30 11,5 6,9 77,8 611 
: 36 360 143 19,50 | 13,0 7,8 97,1 76,2 
i 40 400 155 21,60 | 14,4 8,6 118 92,6 
| OBSERVAȚII 
| x a [? e > 
| 2 papi ierni pă PI d ra lan păi executa și alte dimensiuni. 
| 
| 
| 
(Ș 
(3 
| 


3 Tabelul $ 
h — înălțimea profilului 
b = lăţimea tălpilor 
d — grosimea inimii 
i  — grosimea medie a tălpilor 
r  — raza de rotunjire a tălpilor la viri 
I — momentul de inerție 
W — modulul de rezistenţă 
a i raportate la axa de încovoiere respectivă 
i — |/ — — raza de girație 
A 
S — momentul static al semisecţiunii 
R — raza de rotunjire interioară a tălpilor 
Mărimi statice pentru axele de încovoiere 
X-xX yY-y ș 
poi Simbol 1 
Iz Wz îz Iv Try în 
cm om? cm cm cms cm 
77,8 19,5 i 3,20 i 6,29 3,00 0,91 11,4 8 
| pp 
171 34,2 401 12,2 4,38 1,07 19,9 10 
328 54,7 4,81 21,5 TAL! 1,23 31,8 12 
573 81,9 5,61 36,2 10,71 1,40 47,7 14 
935 117 6,40 54,7 14,8 1,55 68,0 16 
1450 161 ',20 81,3 19,8 1,71 93,4 18 
2140 214 8,00 117 26,0 1,87 125 20: 
3060 278 8,80 162 33,1 2,02 162 22 
4250 354 9,59 221 41,7 2,20 206 24 
5740 442 10,4 288 51,0 2,32 257 „26 
7590 542 111 364 61,2 2,45 316 28 
9800 653 11,9 451 172,2 2,56 381 30 
12510 '782 12,7 555 84,7 2,67 457 32 
19610 1090 14,2 818 114,0 2,90 638 36 
29210 1460 15,7 1160 149,0 3,13 857? 40 
131 
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— — stabilizat 707 
— de întărire 24. : ia 
— — proporţionalitate 24 - 


— — rupere '707 i UE = 
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